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ÖZET  
 
 

Dört bölümden oluşan bu çalışmanın amacı, 4-boyutlu Öklid uzaylarında 

basit jeodezikli yüzeyler ve altmanifoldlar için bazı karakterizasyonları 

incelemektir. Young Ho Kim ve Eun Kyoung Lee tarafından yayınlatılan 

“Surfaces of Euclidean 4-space whose geodesics are W-curves” ile Dirk Ferus 

ve Stephan Schirrmacher tarafından yayınlatılan “Submanifolds in Euclidean 

space with simple geodesics” çalışmalarında verilen teoremler detaylı bir 

şekilde incelenmiştir.  Çalışmanın giriş bölümünde, konunun tarihsel gelişimi ve 

uygulama alanları ifade edilmiştir.  Bir sonraki bölümde de çalışmada kullanılan 

temel tanım, teorem ve kavramlara yer verilmiştir. 

 

Üçüncü bölümde, basit jeodezikli altmanifoldların, n -boyutlu ve             

4-boyutlu Öklid uzaylarındaki karakterizasyonları üzerinde durulmuştur.  

Ayrıca rankı çift olan  W-eğrilerinin parametrik denklemi elde edilerek bazı               

W-eğrilerinin rankı incelenmiştir.  

 

Çalışmanın son bölümünde, 4-boyutlu Öklid uzayında basit jeodezikli 

yüzeyler incelenmiştir.  Bu bölümde helikal yüzeylerin jeodeziklerinin ve 

Blaschke manifoldunun karakterizasyonları ifade edilerek tam ve kompakt 

irtibatlı yüzeylerin 4-boyutlu Öklid uzayındaki karşılıkları verilmiştir.  

 

 

 
 
Anahtar Kelimeler:  Altmanifold, Blaschke manifoldu, jeodezik, W-eğrisi, rank  



 vi 

 

SUMMARY 
 

 

            The aim of this study which consist of four sections is to examine some 

characterizations for surfaces and submanifolds with simple geodesics in        

n -dimensional and four dimensional Euclidean spaces.  Theorems given in both 

of the papers such as “Surfaces of Euclidean 4-space whose geodesics are W-

curves” by Kim and Lee and “Submanifolds in Euclidean space with simple 

geodesics” by Ferus and Schirrmacher have been studied in detail in this work.  

In the introduction, the historical development and applications of  subject have 

been explained.  Basic concepts and theorems required in this work have been 

given in the following section. 

             

              The characterization of submanifolds with simple geodesics in           

n -dimensional and 4-dimensional Euclidean spaces has been emphasized in the 

third chapter.  Also, having obtained parametric equation of  W-curve with even 

rank, rank of some W-curves has been examined at this chapter. 

 

             In the last chapter, surfaces with simple geodesisc in 4-dimensional 

Euclidean space have been examined.  In this section characterization of 

geodesics of helical surfaces and Blaschke manifold have been expressed and 

the correspondings of complete, compact and connected surfaces in                  

4-dimensional Euclidean space are presented. 

  

 

Key words: Submanifold, Blaschke manifold, geodesic, W-curve, rank  
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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

Snellius, Picard, Cassini ve birçok seçkin frans¬z bilim adam¬n¬n çal¬̧s-

malar¬ sonucunda 17: yüzy¬lda do¼gan jeodezi, ilk başlarda özellikle harita çi-

ziminde kullan¬lm¬̧st¬r. 19: yüzy¬lda Bessel dünyan¬n şeklini elipsoid dönme

ile aç¬klamaya çal¬̧sm¬̧s, Jacobi jeodezik e¼griler olarak önerdi¼gi elipsoid dönme

üzerindeki en k¬sa e¼grileri incelemi̧stir. Ayr¬ca en k¬sa e¼gri terimi daha

öncesinde Johannes Bernoulli ve Carl Friedrich Gauss taraf¬ndan da kul-

lan¬lm¬̧st¬r. Jeodezi bilimi aç¬s¬ndan elipsoidden kas¬t elipsoid dönmelerdir.

Dünya kutuplardan bas¬k oldu¼gundan elipsoid yüzey şeklini alm¬̧st¬r. Bu

yüzden dünya yüzeyi üzerindeki hareketler için elipsoid dönme ad¬n¬ vermek

do¼gal olacakt¬r.

Klasik jeodezinin alan¬, do¼grudan görülen noktalardan oluşmuş a¼glar¬

saptamakla s¬n¬rl¬yd¬. Ancak ilk yapay uydular¬n f¬rlat¬lmas¬ başka ölçüm-

lerin yap¬lmas¬n¬ sa¼glam¬̧s, böylece uzay jeodezisi ad¬nda, jeodezik gökbilime

ba¼gl¬ yeni bir inceleme alan¬ do¼gmuştur. Uzay jeodezisi, yer yüzeyinin yete-

rince uza¼g¬ndaki bir noktan¬n jeodezik parametrelerinin saptanmas¬n¬ sa¼glayan

ölçüm ve i̧sleme teknikleri ile ilgilenen bir bilim dal¬d¬r. Uzay jeodezisinin

başl¬ca araşt¬rma alanlar¬, üçgenleme yöntemi, yükseklik-uzakl¬k ölçümü, gra-

vimetrizasyon olarak verilebilir. Üçgenleme denizcilik alan¬nda yön ve uzak-

l¬k tayini için kullan¬lan bir tekniktir. Bu teknik bir üçgenin iki aç¬s¬ ve bir

kenar uzunlu¼gu yard¬m¬yla bilinen kenara ait yüksekli¼gin bulunmas¬ esas¬na

dayan¬r. Üçgenleme metodu ayr¬ca haritalama alan¬nda da kullan¬lmaktad¬r.

Gravimetrizasyon, yerçekim vektör alan¬n¬n kuvvet ölçümü ile ilgilenir.

Geometri bilimi aç¬s¬ndan jeodezi kavram¬na bak¬ld¬¼g¬nda, kaŗs¬l¬k

olarak jeodezik veya jeodezik çizgi de denilen kavramla kaŗs¬laşmaktay¬z.
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Jeodezik kelimesinin sözlük anlam¬na bak¬ld¬¼g¬nda �Bir M yüzeyinin jeodezi

¼gi, C2 s¬n¬f¬ndan düzgün M yüzeyine ba¼gl¬ olan, sürtünmeden hareket eden

ve hiçbir d¬̧s kuvvetin etkisinde kalmayan bir noktan¬n yörüngesidir� şeklinde

kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r. Bir başka tan¬mda �Bir jeodezik, her noktas¬ndaki

asal normali, M yüzeyinin bu noktadaki normaliyle çak¬̧sacak biçimdeki yay-

d¬r� şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r. Öte yandan, bir yüzey üzerinde iki nokta belir-

lenir ve bunlar¬ birleştiren yaylar¬n uzunlu¼gu göz önüne al¬n¬rsa, jeodezikler

bu uzunlu¼gun de¼gerinin ekstremumlar¬na kaŗs¬l¬k gelir.

Bir düzlemin jeodezikleri do¼grular, bir kürenin jeodezikleri büyük

çemberler, bir koninin jeodezikleri helislerdir. Jeodezik kavram¬, do¼gru kav-

ram¬n¬ genelleştirerek herhangi bir yüzeye uygulanmas¬n¬ sa¼glar. Genel

görelilik kuram¬nda, serbest bir parçac¬¼g¬n yörüngesi, uzay-zaman¬ gösteren

dört boyutlu Riemann uzay¬n¬n bir jeodezi¼gidir ve jeodezi¼gin e¼grili¼gi geometrik

olarak çekim etkilerini yans¬t¬r. Genel görelilik kuram¬nda partiküllerin

hareketi daima jeodezik e¼griler boyunca olur.

Öklid uzay¬ndaki altmanifoldlar¬n jeodezikleri, altmanifoldu karak-

terize etmede önemli rol oynar. Örne¼gin Öklid uzay¬ndaki bir altmani-

foldun tüm jeodezikleri düzlem e¼grileri ise altmanifold n�düzlem veya rank¬

1 olan kompakt simetrik uzaya izometriktir. Böyle altmanifoldlar düzlemsel

jeodezikli altmanifoldlar olarak adland¬r¬l¬r (Kim, 1993 a).

Genel anlamda Öklidyen uzaydaki altmanifoldlar¬n jeodeziklerine uzay

e¼grileri olarak bak¬labilir. Burada sorulabilecek bir soru, jeodezikler basit

(simple) e¼griler oldu¼gunda altmanifoldlar¬n şekilleri için sonuçlar¬n¬n ne ola-

ca¼g¬d¬r. Basit olma halleri farkl¬ yorumlar getirilerek çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Örne¼gin

baz¬ geometriciler basitli¼gi düzlemsel jeodezikler olarak yorumlam¬̧s ve bu

do¼grultuda çal¬̧smalar yapm¬̧st¬r (Hong, 1973; Little, 1976; Sakamoto, 1977;

Pak, 1978; Ferus, 1980).
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Baz¬ geometriciler taraf¬ndan basitlik, W�e¼grileri şeklinde yorumla-
narak çal¬̧s¬lm¬̧st¬r (Ferus and Schirrmacher, 1982; Kim and Lee, 1993; Kim,

1993 a; Ki and Kim, 1994). W�e¼grileri sabit e¼grili¼ge sahip Frenet e¼grileridir.
Bu e¼griler ilk kez 1871 y¬l¬nda Felix Klein ve Sophus Lie taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧s

ve bu isim onlar taraf¬ndan kullan¬lm¬̧st¬r.

Bu çal¬̧smada (Ferus and Schirrmacher, 1982; Kim and Lee, 1993) ma-

kaleleri esas al¬nmak suretiyle, bir izometrik immersiyon alt¬nda jeodezikleri

W�e¼grileri olan yüzeylerin ve altmanifoldlar¬n baz¬ karakterizasyonlar¬ ve
kaŗs¬l¬klar¬ incelenmi̧stir.
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BÖLÜM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde konuyla ilgili ön bilgiler sunulmuş olup, konuya temel

oluşturan tan¬m, teorem ve kavramlara yer verilmi̧stir.

2.1 Öklid Uzay¬

Bu kesimde Öklid uzay¬na ait temel tan¬mlar verilmi̧stir.

Tan¬m 2.1.1: A boştan farkl¬ bir cümle V de R reel say¬lar cismi üzerinde

bir vektör uzay¬ olsun. Bir  : A � A ! V dönüşümü P;Q 2 A noktalar¬

için

(P;Q)!
��!
PQ

�
2 V

şeklinde tan¬mlanm¬̧s ve aşa¼g¬daki iki aksiyomu sa¼gl¬yor ise A cümlesine V

vektör uzay¬ ile birleştirilmi̧s bir a�n uzay denir:

(1) Her P;Q;R 2 A noktalar¬ için �!PR = �!PQ+�!QR eşitli¼gi sa¼glan¬r.

(2) Her P 2 A noktas¬ ve her � 2 V vektörü için
�!
PQ = � olacak

biçimde bir tek Q 2 A noktas¬ vard¬r.
(Hac¬saliho¼glu, 1998 a).

Tan¬m 2.1.2: V reel vektör uzay¬nda u; v 2 V olmak üzere

h; i : V � V ! R

(u; v) ! h; i (u; v) = hu; vi
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şeklinde bir iç çarp¬m fonksiyonu tan¬mlanabilirse, V vektör uzay¬na iç-çarp¬m

uzay¬ denir (Hac¬saliho¼glu, 1975).

Tan¬m 2.1.3: n�boyutlu bir reel iç çarp¬m uzay¬ V olmak üzere, V ile

birleştirilmi̧s bir A a�n uzay¬na Öklid uzay¬ denir ve En ile gösterilir (Hac¬sa-

liho¼glu, 1975).

Tan¬m 2.1.4: p; v 2 Rn olmak üzere, p noktas¬ndan p + v noktas¬na gi-

den yönlü do¼gru parças¬na p noktas¬ndaki v te¼get vektörü denir ve vp şeklinde

gösterilir (Sabuncuo¼glu, 2006).

Tan¬m 2.1.5: A a�n uzay¬n¬n P 2 A noktas¬ndaki tanjant vektörlerinin
TA(P ) cümlesinde toplama ve skalar ile çarpma i̧slemleri s¬ras¬ ile

� : TA(P )� TA(P ) ! TA(P )

(
!
v P ;

!
uP ) ! !

v P ��!uP = (
!
v +

!
u)P

� : R� TA(P ) ! TA(P )

(�;
!
v P ) ! �� !

v P = (�
!
v )P

şeklinde verilsin. Burada fTA(P );�;R;+; �;�g alt¬l¬s¬ bir vektör uzay¬d¬r.
Bu vektör uzay¬na, A a�n uzay¬n¬n P 2 A noktas¬ndaki tanjant uzay¬ denir

ve k¬saca TA(P ) ile gösterilir (Hac¬saliho¼glu, 1998 b).

Tan¬m 2.1.6: f : En ! R diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve�!vP2TEn(P )
olsun. �!vP=

�!
PQ olmak üzere

!
v P [f ] =

d

dt
(f(P1 + t(Q1 � P1); P2 + t(Q2 � P2); :::; Pn + t(Qn � Pn))) jt=0

reel say¬s¬na f fonksiyonunun
!
v P vektörü yönündeki türevi denir (Hac¬salih-

o¼glu, 1998 b).
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Tan¬m 2.1.7:

Grad: C(En;R) ! � (En)

f ! Grad (f)

şeklinde verilsin. fx1; x2; :::; xng, En uzay¬nda bir koordinat sistemi olmak
üzere

Grad (f) =
nX

i=1

@f

@xi

@

@xi

şeklinde tan¬ml¬ Grad fonksiyonuna En uzay¬nda fx1; x2; :::; xng koordinat
sistemine göre gradient fonksiyonu denir ve r sembolü ile gösterilir (Hac¬sa-

liho¼glu, 1998 b).

Tan¬m 2.1.8: V ve W , F cismi üzerinde tan¬mlanm¬̧s iki vektör uzay¬

olsun. L : V ! W dönüşümü aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glarsa, bu dönüşüme bir

lineer dönüşüm denir:

(1) Her v1, v2 2 V vektörleri için L(v1 + v2) = L(v1) + L(v2)

(2) Her v 2 V vektörü ve � 2 F say¬s¬ için L(�u) = �L(u)

(Taşç¬, 2006).

Tan¬m 2.1.9: L : V ! V lineer dönüşümü verilsin. L(v) = �v olacak

biçimde bir � say¬s¬ ve s¬f¬rdan farkl¬ bir v vektörü varsa bu � say¬s¬na, L

lineer dönüşümünün bir öz de¼geri denir. � bir öz de¼ger olmak üzere

L(v) = �v

eşitli¼gini sa¼glayan her v vektörüne, L lineer dönüşümünün � say¬s¬na kaŗs¬l¬k

gelen bir öz vektörü denir (Sabuncuo¼glu, 2006).

Tan¬m 2.1.10: V bir reel vektör uzay¬ a; b 2 R ve X; Y; Z 2 V olsun.

Aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan [; ] dönüşümüne Lie parantez operatörü denir:
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(1) [aX + bY; Z] = a [X;Z] + b [Y; Z] ; [Z; aX + bY ] = a [Z;X] + b [Z; Y ]

(2) [X; [Y; Z]] + [Y; [Z;X]] + [Z; [X; Y ]] = 0

(3) [X;Y ] = � [Y;X]
(Lee, 2002).

2.2 E¼griler ve Yüzeyler

Bu kesimde e¼gri ve yüzeylere ait tan¬m ve teoremlere yer verilmi̧stir.

Tan¬m 2.2.1: I � R bir aç¬k aral¬k olmak üzere  : I ! E
n düzgün

(C1 s¬n¬f¬ndan) bir  dönüşümünün görüntü kümesine En uzay¬ içinde bir

e¼gri denir (Hac¬saliho¼glu, 1998 b).

Tan¬m 2.2.2:  : (�; �) ! E
n parametrik bir e¼gri olsun.  e¼grisinin

(t) noktas¬ndaki h¬z¬ k0(t)k ile verilir. E¼ger her t 2 (�; �) için 0(t) birim
vektör ise  e¼grisine birim h¬zl¬ e¼gridir denir (Pressley, 2010).

Tan¬m 2.2.3: I � R bir aç¬k aral¬k olmak üzere  : I ! E
n e¼grisi

verilsin. Her t 2 I için 0(t) 6= 0 oluyorsa  e¼grisine bir regüler e¼gri denir

(Sabuncuo¼glu, 2006).

Tan¬m 2.2.4:  : [a; b] ! E
3 sürekli parametrik bir e¼gri olsun. [a; b]

kapal¬ aral¬¼g¬n¬n

l (;P) =
kX

i=1

k(ti)� (ti�1)k

olacak şekilde bir

P = fa = t0 < t1 < ::: < tk = bg
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parçalan¬̧s¬ verilsin.  e¼grisinin yay uzunlu¼gu

uzunluk () = sup fl (;P) : P, [a; b] aral¬¼g¬n¬n bir parçalan¬̧s¬g

şeklinde tan¬mlan¬r. E¼ger

sup l (;P) <1

ise  e¼grisine sonlu uzunlu¼ga sahiptir aksi takirde sonsuz uzunlu¼ga sahiptir

denir (Shifrin, 2011).

Tan¬m 2.2.5: Bir c : R! E
n e¼grisi ve her t 2 R say¬s¬ için,

c(t+ T ) = c(t)

olacak şekilde bir 0 < T 2 R say¬s¬ varsa, T say¬s¬n¬n en küçük de¼gerine

c e¼grisinin periyodu denir. Bu durumda c e¼grisine de periyodiktir denir

(Hac¬saliho¼glu, 1980).

Tan¬m 2.2.6: Bir M yüzeyi üzerinde bulunan bir  e¼grisi için e¼ger 00(t)

s¬f¬r veya 00(t) yüzeyin (t) noktas¬ndaki tanjant düzleme dik, yani t para-

metresinin her de¼geri için birim normal vektörüne paralel ise  e¼grisine bir

jeodezik e¼gri denir (Pressley, 2010).

Teorem 2.2.7: c ve c� gibi iki uzay e¼grisi kongrüenttir ancak ve ancak bu

e¼grilerin �; �� : [0; L]! E
3 şeklinde verilen yay uzunlu¼gu parametrizasyonlar¬

her s 2 [0; L] için
�(s) = ��(s) ve �(s) = � �(s)

şartlar¬na sahiptir (Shifrin, 2011).

Tan¬m 2.2.8: Bir e¼grinin sabit bir do¼grultu ile her noktas¬ndaki te¼getinin

yapt¬¼g¬ aç¬ sabit ise bu e¼griye bir e¼gilim çizgisi veya helis, sabit do¼gruya da
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e¼gilim çizgisinin ekseni veya e¼gilim ekseni denir (Hac¬saliho¼glu, 1998 a).

Tan¬m 2.2.9: Düzlemde verilen iki noktaya uzakl¬klar¬n¬n toplam¬ sabit

olan noktalar¬n kümesine elips denir. Verilen noktalar F1; F2 ve verilen say¬

� 2 R+ olmak üzere bu noktalar¬n belirtti¼gi elips
�
X j 1

2
(jXF1j+ jXF2j) = �

�

cümlesidir (Kaya, 2002).

Tan¬m 2.2.10: I � R bir aç¬k aral¬k ve r 2 N+ olmak üzere c : I ! E
n

regüler bir e¼gri olsun. E¼ger her t 2 I için

�
c0(t); c00(t); :::; c(r)(t)

	

cümlesi lineer ba¼g¬ms¬z

�
c0(t); c00(t); :::; c(r+1)(t)

	

cümlesi lineer ba¼g¬ml¬ ise c e¼grisi rank¬ r olan Frenet e¼grisi olarak adland¬r¬l¬r

(Öztürk vd., 2008).

Tan¬m 2.2.11: I � R bir aç¬k aral¬k olmak üzere c : I ! E
n rank¬ r olan

bir Frenet e¼grisi olsun. E¼ger c e¼grisinin

�1; �2; :::; �r�1 : I ! R

Frenet e¼grilikleri sabit ise c e¼grisine rank¬ r olan bir W�e¼grisi denir (Ferus
and Schirrmacher, 1982).

Yard¬mc¬ Teorem 2.2.12: I � R bir aç¬k aral¬k olmak üzere c : I ! E
n

yay uzunlu¼guyla parametrelendirilmi̧s sonsuz uzunlukta bir W -e¼grisi olsun.
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E¼ger c(I) e¼grisi kapal¬ ise c e¼grisinin rank¬ çifttir, rank(c) = 2m. Uygun

r1; r2; :::; rm pozitif sabitleri ve ortonormal e1; e2; :::; e2m 2 En vektörleri ile
tek şekilde belirlenen pozitif a1; a2; :::; am sabitleri bulunur öyle ki

c(t) = sabit vektör+
mX

i=1

(ri sin (ait) e2i�1 + cos (ait) e2i) (2.1)

eşitli¼gi ile verilir (Ferus and Schirrmacher, 1982).

Tan¬m 2.2.13: (2.1) eşitli¼ginde verilen ai pozitif sabitleri rasyoneller

üzerinde lineer ba¼g¬ms¬z ve böylece c(R) kapan¬̧s¬

S
1(r1)� S1(r2)� :::� S1(rm)

standart torusunu tam olarak örterse, c W�e¼grisi, jenerik W�e¼grisi olarak
adland¬r¬l¬r (Ferus and Schirrmacher, 1982).

Yard¬mc¬ Teorem 2.2.14: E2k+1 Öklid uzay¬nda birim h¬zl¬ birW�e¼grisi

(t) = 0 + ate0 +
kX

i=1

ri (cos (ait) e2i�1 + sin (ait) e2i) (2.2)

denklemine sahiptir öyle ki fe0; e1; :::; e2kg cümlesi E2k+1 uzay¬n¬n bir orto-
normal baz¬d¬r ve a 2 R; a1 < a2 < ::: < ak pozitif reel say¬lar¬

a2 +
kX

i=1

(riai)
2 = 1 (2.3)

denklemini sa¼glar. (2.3) eşitli¼ginde a 6= 0 ise  e¼grisi tümüyle E2k+1 Öklid

uzay¬nda e¼ger a = 0 ise  e¼grisi tümüyle E2k Öklid uzay¬ndaki hiperküre ü-

zerinde yatar (Torgasev and Sucurovic, 2002).

Yard¬mc¬ Teorem 2.2.15: Bir W�e¼grisi kapal¬d¬r ancak ve ancak (2.2)
eşitli¼ginde a = 0 ve ai =

pi
r
; pi 2 N ve r 2 R+ dir (Torgasev and Sucurovic,
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2002).

Tan¬m 2.2.16: E2 düzleminde S1 ile gösterilen çembere homeomorf olan

bir e¼griye basit e¼gri denir (Hac¬saliho¼glu, 2004).

Tan¬m 2.2.17: � : I ! R
n bir e¼gri ve F : Rn ! R

m bir dönüşüm ise

� = F (�) : I ! R
m

e¼grisine � e¼grisinin F dönüşümü alt¬ndaki resmi ad¬ verilir (O�Neill, 2006).

Teorem 2.2.18: F : En ! E
m bir dönüşüm olsun. t 2 I ve En Öklid

uzay¬ndaki �(I) e¼grisinin F dönüşümü alt¬ndaki resmi �(I) ise

�0(t) = F�(�
0(t))

olarak ifade edilir (Hac¬saliho¼glu, 1998 b).

Tan¬m 2.2.19: En n-boyutlu Öklid uzay¬nda n � 1 yüzey diye En uza-
y¬ndaki boştan farkl¬ birM cümlesine denir öyle ki buM cümlesi, her p 2M
için rf jp 6= 0 olmak üzere

M =
n
x 2 U � En j f : U dif:bilir�! R; x! f(x) = c; U aç¬k

o

şeklinde tan¬mlan¬r (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.2.20: Bir yüzeyde bulunan delik (hole) say¬s¬na o yüzeyin geni

(genus) denir (Pressley, 2010).

Tan¬m 2.2.21: Bir m�torus

T
m = S1 � S1 � :::� S1 (m tane)

= fz = (z1; z2; :::; zm) 2 Cm j jz1j = jz2j = ::: = jzmj = 1g
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şeklinde tan¬ml¬d¬r (Robin and Salamon, 2011).

Tan¬m 2.2.22: r; R 2 R+ ve 0 � �; � � 2� olmak üzere

X(�; �) = (R cos � + r cos � cos �;R sin � + r sin � cos �; r sin �)

şeklinde verilen yüzeye tor yüzeyi denir (Guggenheimer, 1977).

Tan¬m 2.2.23: fe1; e2; :::; eng ; M manifoldunun ortonormal çat¬s¬ olmak

üzere

H =
1

n

nX

i=1

h(ei; ei)

şeklinde tan¬mlanan H vektörüne ortalama e¼grilik vektörü denir (Morgan,

1992).

Tan¬m 2.2.24: M; Öklidyen uzayda bir yüzey olsun. M yüzeyinin p

noktas¬ndan geçen yön seçiminden ba¼g¬ms¬z tüm jeodezikleri ayn¬ sabit e¼grili

¼ge sahipse M yüzeyine p noktas¬nda helikaldir denir (Kim and Lee, 1993).

Tan¬m 2.2.25: M; Em Öklid uzay¬nda bir manifold, p 2M ve

X 2 TM(P ) olsun. Her X vektörü için p noktas¬nda � = kh(X;X)k olacak
şekilde bir � 2 R varsa f :M ! E

m izometrik immersiyonuna ��izotropiktir
denir (Kim, 1993 b).

Yard¬mc¬ Teorem 2.2.26: m � 3 olmak üzere M yüzeyi Em uzay¬nda

bir yüzey olsun. Kabul edelim ki, M yüzeyinin öyle bir p noktas¬ var ve

bu noktadan geçen her jeodezik Em Öklid uzay¬nda bir W�e¼grisi olsun. Bu
durumda M yüzeyi p noktas¬nda izotropik olur (Kim, 1993 b).

Yard¬mc¬ Teorem 2.2.27: M bir irtibatl¬ Riemann yüzeyi ve p 2 M
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olsun. M yüzeyi p noktas¬nda izotropiktir ancak ve ancak ortonormal her

X;Y 2 TM(P ) vektörleri için

hh(X;X); h(X; Y )i = 0

eşitli¼gi geçerlidir (Kim, 1993 b).

Teorem 2.2.28: M yüzeyi E4 uzay¬nda kompakt irtibatl¬ bir yüzey olsun.

M yüzeyinin bir p noktas¬ndan geçen her jeodezik E4 Öklid uzay¬nda bir

W�e¼grisidir ancak ve ancak M yüzeyi,

(1) E
3 uzay¬nda yatan standart küre veya

(2) p noktas¬nda; E4 uzay¬nda yatan

X(s; �) =
1

�
(sin�s cos �; sin�s sin �; (1- cos�s) cos 2�; (1- cos�s) sin 2�)

formundaki Blaschke yüzeyidir (Kim, 1993 b).

Tan¬m 2.2.29: M yüzeyinin bir p noktas¬nda şekil operatörü, birim

dönüşümün bir say¬ ile çarp¬m¬na eşit ise p noktas¬na yüzeyin umbilik noktas¬

denir (Sabuncu¼glu, 2006).

Yard¬mc¬ Teorem 2.2.30: M yüzeyi üzerinde h ikinci temel formu

��izotropik yani her X; Y 2 TM(P ) vektörü ve bir � 2 R sabiti için
kh(X; Y )k = � olsun. Ortogonal X; Y vektörleri için kXk = kY k = 1 ise

hh(X;X); h(Y; Y )i+ 2 kh(X; Y )k2 = �2

eşitli¼gi sa¼glan¬r (O�Neill, 1965).

Yard¬mc¬ Teorem 2.2.31: M bir p noktas¬nda Blaschke manifoldu ol-

sun. O zaman M bir SLpl manifoldudur (Besse, 1978).
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2.3 Topolojik Kavramlar

Bu kesimde, çal¬̧smada kullan¬lan topolojik kavramlara yer verilmi̧stir.

Tan¬m 2.3.1: X boş olmayan bir küme olsun. X kümesinin alt küme-

lerinin bir T s¬n¬f¬n¬n, X kümesi üzerinde bir topoloji oluşturmas¬ için gerek

ve yeter şart

(1) X ve ? kümeleri T s¬n¬f¬n¬n ö¼gesi

(2) T kümesinin altkümelerinin key� say¬da birleşimleri T kümesinde

(3) T kümesinin altkümelerinin sonlu kesi̧simlerinin yine T kümesinde
olmas¬d¬r (Dönmez, 2000).

Tan¬m 2.3.2: En n�boyutlu Öklid uzay¬nda iki aç¬k alt cümle U ve V

olmak üzere

 : U ! V

fonksiyonu 1�1, örten, sürekli ve tersi de sürekli ise bu fonksiyona bir home-
omor�zm denir. Bu durumda U ile V ye de homeomorf iki alt cümle denir

(Hac¬saliho¼glu, 1983).

Tan¬m 2.3.3: M bir yüzey ve üzerindeki bir nokta P olsun. M yüzeyinin

tüm noktalar¬n¬ P noktas¬na birleştiren sürekli e¼grilerin tüm noktalar¬ M ü-

zerinde kal¬yorsa M yüzeyine irtibatl¬d¬r denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.3.4: E¼ger  e¼grisi, reel eksenin bir parças¬n¬n veya bir çemberin

homeomor�zm alt¬ndaki görüntüsü ise  e¼grisi basit e¼gri olarak adland¬r¬l¬r.

Çemberin homeomor�zm alt¬ndaki görüntüsü kapal¬ Jordan e¼grisi olarak ad-

land¬r¬l¬r (Aminov, 2003).

Tan¬m 2.3.5: X bir topolojik uzay, P 2 X ve M � X olsun. P nok-
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tas¬n¬n her komşulu¼gu M kümesinin P den farkl¬ en az bir noktas¬n¬ ihtiva

ederse P noktas¬na M kümesinin limit noktas¬ denir (Lee, 2002).

Tan¬m 2.3.6: Bir A � R
n kümesinin tüm limit noktalar¬ A kümesine

aitse bu kümeye kapal¬d¬r denir. A şeklinde gösterilen A � R
n kümesinin

kapan¬̧s¬ A ile limit noktalar¬n¬n birleşimidir (Do Carmo, 1976).

Tan¬m 2.3.7: (X;T ) bir topolojik uzay ve A � X olsun. A = X ise A

kümesine X uzay¬nda her yerde yo¼gun denir (Koçak, 2009).

Teorem 2.3.8: (X;T ) bir topolojik uzay, A � X ve A; A n¬n kapan¬̧s¬

olsun. A � B ise A � B olur (Y¬ld¬z, 2002).

Tan¬m 2.3.9: M bir d fonksiyonu ile metrik uzay olsun. A � M için

her x; y 2 A olmak üzere
d (x; y) � R

olacak şekilde pozitif bir R say¬s¬ varsa A altkümesine s¬n¬rl¬d¬r denir (Lee,

2002).

Tan¬m 2.3.10: E¼ger bir A kümesi kapal¬ ve s¬n¬rl¬ ise bu kümeye kom-

pakt küme ad¬ verilir (Do Carmo, 1976).

Tan¬m 2.3.11: M metrik uzay¬nda her " > 0 için i; j � N ve N bir

tamsay¬ olmak üzere

d (xi; xj) � "

olacak şekilde bir (xi) dizisi varsa bu diziye Cauchy dizisi denir (Lee, 2002).
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Tan¬m 2.3.12: M bir metrik uzay olsun. M metrik uzay¬ndaki her

Cauchy dizisinin yak¬nsad¬¼g¬ nokta bu kümeye aitseM metrik uzay¬na tamd¬r

denir (Lee, 2002).

Tan¬m 2.3.13: Bir G grubu ve bir (X;T ) topolojik uzay¬ verilmi̧s olsun.

Aşa¼g¬daki aksiyomlar¬ sa¼glayan (G;X; T ) üçlüsüne bir topolojik grup denir:

(1) X cümlesinin noktalar¬ ile G grubunun elemanlar¬ ayn¬d¬r.

(2) � : X �X ! X i̧slemi süreklidir.

(a; b)! ab�1

Ayr¬ca G ve X cümlelerine s¬ras¬ ile topolojik uzay¬n temel grubu ve temel

uzay¬ denir (Hac¬saliho¼glu, 1980).

Örnek 2.3.14: Reel say¬lar¬n toplamsal grubu (R;+) ile reel say¬lar¬n

al¬̧s¬lm¬̧s topolojisi, birlikte bir topolojik gruptur. Gerçekten reel say¬lar¬n

(x; y) ikilisi için x� y süreklidir (Hac¬saliho¼glu, 1980).

Tan¬m 2.3.15: Bir M diferensiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu

verilmi̧s olsun. E¼ger aşa¼g¬daki aksiyomlar sa¼glan¬yor ise (M;G) ikilisine bir

Lie grubu denir:

(1) M manifoldunun noktalar¬ G grubunun elemanlar¬ ile ayn¬d¬r.

(2) � :M �M !M i̧slemi her yerde diferensiyellenebilirdir.

(a; b)! ab�1

M manifolduna Lie grubunun temel manifoldu ve G ye de temel grubu denir

(Hac¬saliho¼glu, 1980).
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2.4 Manifoldlar

Bu k¬s¬mda manifoldlar ile ilgili çal¬̧smada kullan¬lan tan¬m ve teoremlere yer

verilmi̧stir.

Tan¬m 2.4.1: M bir topolojik uzay olsun. M için aşa¼g¬daki önermeler

do¼gru ise M bir n�boyutlu topolojik manifold veya k¬saca n�manifolddur
denir:

(1) M bir Hausdor¤ uzay¬d¬r.

(2) M; n� boyutlu lokal Öklidyendir.
(3) M aç¬k cümlelerin say¬labilir bir taban¬na sahiptir.

(Boothby, 1986).

Tan¬m 2.4.2: M bir n�boyutlu topolojik manifold olsun. M üzerinde

Ck s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir yap¬ tan¬mlanabilirse M manifolduna Ck

s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir manifold denir (Boothby, 1986).

Tan¬m 2.4.3: En; n�boyutlu Öklid uzay¬nda bir (n� 1) manifold M ve

P 2M olmak üzere

X : M ! [ TM(P )

P ! X(P ) = XP 2 TM(P )

şeklinde tan¬mlanan X operatörüne M manifoldu üzerinde bir vektör alan¬

denir. M manifoldu üzerindeki tüm vektör alanlar¬n¬n cümlesi �(M) olmak

üzere f�(M);�;R;+; �;�g alt¬l¬s¬ bir vektör uzay¬d¬r. Bu uzaya M ma-

nifoldu üzerinde vektör alanlar¬n¬n uzay¬ denir ve k¬saca �(M) ile gösterilir

(Hac¬saliho¼glu, 1983).

Tan¬m 2.4.4: M bir k� manifold veM de bir n�manifold olsun. k � n

ve M �M olmak üzere M ve M manifoldlar¬ birer C1 manifold olsunlar.
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i :M !M şeklinde tan¬ml¬ bir i; C1 dönüşümü her m 2M için

i(m) = m 2M

şeklinde tan¬ml¬ysa i özdeşlik dönüşümüne sokma (inclusion) fonksiyonu ad¬

verilir (Hac¬saliho¼glu, 1998 b).

Tan¬m 2.4.5: E¼ger bir M manifoldu aşa¼g¬daki iki şart¬ sa¼gl¬yorsa M

manifolduna N manifoldunun bir altmanifoldu denir:
(1) M manifoldu N manifoldunun bir topolojik altuzay¬

(2) i :M ! N sokma dönüşümü diferensiyellenebilir ve her P 2M
noktas¬nda di diferensiyel dönüşümü 1� 1 dir.

(Taştan, 2000).

Tan¬m 2.4.6: M ve N; Ck manifoldlar ve F :M ! N bir homeomor�zm

olsun.
(1) F fonksiyonu Ck s¬n¬f¬ndand¬r.

(2) F�1 fonksiyonu mevcuttur ve F�1 de Ck s¬n¬f¬ndand¬r.

şartlar¬n¬ sa¼glayan F fonksiyonuna Ck s¬n¬f¬ndan di¤eomor�zm denir (Hac¬-

saliho¼glu, 1980).

Tan¬m 2.4.7: M bir C1 manifold olsun. P 2 M noktas¬ndaki tanjant

uzay TM(P ) olmak üzere

gP : TM(P )� TM(P ) ! R

(XP ; YP ) ! gP (XP ; YP )

biçiminde tan¬ml¬ sabit indeksli, simetrik, bilineer ve non-dejenere (0; 2) tipin-

deki tensör alan¬na M üzerinde bir metrik tensör denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.4.8: g metrik tensörü ile donat¬lm¬̧s bir C1 M manifolduna

yar¬-Riemann manifoldu denir (O�Neill, 1983).
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Tan¬m 2.4.9: M bir C1 manifold olsun. Vektör alanlar¬n¬n uzay¬ �(M)

ve reel de¼gerli C1 fonksiyonlar¬n halkas¬ C1(M;R) olmak üzereM manifoldu

üstünde

h; i : �(M)� �(M)! C1(M;R)

şeklinde bir C1 iç çarp¬m fonksiyonu tan¬ml¬ iseM manifolduna bir Riemann

manifoldu denir (Hac¬saliho¼glu, 1983).

Tan¬m 2.4.10: M bir C1 manifold olsun. M manifoldu üzerinde bir

r : �(M)� �(M) ! �(M)

(X; Y ) ! r(X; Y ) = rXY

fonksiyonu verilsin. Her X; Y; Z 2 �(M) ve her f; g 2 C1(M;R) için

(1) rfX+gYZ = frXZ + grYZ

(2) rXfY = X [f ]Y + frXY

şartlar¬ sa¼glan¬yorsa r fonksiyonuna M manifoldu üstünde bir a�n konek-

siyon ve rX ifadesine de X vektörüne göre kovaryant türev operatörü denir

(Hac¬saliho¼glu, 1983).

Tan¬m 2.4.11: M bir C1 manifold ve r bir a�n koneksiyon olsun. r
koneksiyonu için

(1) r fonksiyonu C1 s¬n¬f¬ndand¬r.

(2) M manifoldunun bir A bölgesi üzerindeki her bir C1s¬n¬f¬ndan

X; Y vektör alanlar¬ için [X; Y ] = rXY �rYX

(3) Her X; Y; Z 2 �(M) için X [hY; Zi] = hrXY; Zi+ hY;rXZi
şartlar¬ sa¼glan¬yor ise r koneksiyonuna M manifoldu üstünde bir Riemann

koneksiyonu ve rX ifadesine de X vektörüne göre Riemann anlam¬nda ko-

varyant türev operatörü denir (Hac¬saliho¼glu, 1983).
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Tan¬m 2.4.12: M ve N s¬ras¬yla m ve n�boyutlu manifoldlar
F :M ! N diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun.

F� jp: TM(P ) ! TN(F (P ))

şeklinde tan¬ml¬d¬r öyle ki XP 2 TM(P ) olmak üzere

F�(XP ) : C1(N;R) ! R

f ! F�(XP )(f) = XP [f � F ]

eşitli¼gi ile verilen F� dönüşümüne F dönüşümünün P 2M noktas¬ndaki türev

dönüşümü denir (Hac¬saliho¼glu, 1980).

Tan¬m 2.4.13: M ve N s¬ras¬yla m ve n�boyutlu iki manifold
F :M ! N dönüşümünün türev dönüşümü F� jP olsun. TM(P ) ve TN(F (P ))
uzaylar¬nda s¬ras¬yla

� =

�
@

@X1

jP ;
@

@X2

jP ; :::;
@

@Xm

jP
�

 =

�
@

@Y1
jF (P );

@

@Y2
jF (P ); :::;

@

@Yn
jF (P )

�

bazlar¬ için F� jP dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen matris J(F; P ) ile gösterilir.

J(F; P ) matrisine F dönüşümünün P noktas¬ndaki Jakobiyen matrisi ve bu

matrise kaŗs¬l¬k gelen lineer dönüşüme de F dönüşümünün Jakobiyen dönü

şümü denir. Burada F = (f1; f2; :::; fn) olmak üzere Jakobiyen matrisi

J(F; P ) =

2
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şeklinde verilir (Hac¬saliho¼glu, 1980).

Tan¬m 2.4.14: M ve N birer C1 yar¬-Riemann manifoldu F : M ! N

bir C1 fonksiyon olsun. F fonksiyonunun (F�)P Jakobiyen matrisine kaŗs¬l¬k

gelen dönüşüm M manifoldunun her bir P noktas¬ için 1� 1 ise F fonksiyo-

nuna immersiyon ad¬ verilir (Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçio¼glu, 2003).

Tan¬m 2.4.15: En; n�boyutlu Öklid uzay¬nda bir (n � 1) manifold N
olmak üzere F : N ! E

n fonksiyonu bir immersiyon ise F (N) = M mani-

folduna En Öklid uzay¬n¬n bir hiperyüzeyi denir (Hac¬saliho¼glu, 1983).

Tan¬m 2.4.16: f :M ! N bir immersiyon ve her p 2M için

h : �(M)� �(M)! �(M)? olmak üzere

hp : Tp(M)� Tp(M) ! Tp(M)
?

şeklinde tan¬mlanan hp fonksiyonuna f fonksiyonunun p 2 M noktas¬ndaki

ikinci temel formu ad¬ verilir (Kobayashi and Nomizu, 1969).

Tan¬m 2.4.17: M ve N Riemann manifoldlar¬ olmak üzere M , N ma-

nifoldunun altmanifoldu olsun. M ve N manifoldlar¬ üzerindeki kovaryant

türevler s¬ras¬yla r ve er olsun. X; Y 2 �(M) olmak üzere

erXY = rXY + h(X;Y ) (2.4)

şeklinde verilen denkleme Gauss denklemi denir. Buradaki rXY ve h(X;Y )

ifadeleri erXY vektörünün s¬ras¬yla te¼get ve normal bileşenleridir (Hac¬salih-

o¼glu ve Ekmekçi, 2003).

Tan¬m 2.4.18: M; En Öklid uzay¬n¬n bir altmanifoldu olsun. X 2 �(M);
� 2 �(M)? olsun. E

n üzerinde tan¬ml¬ koneksiyon er, M üzerindeki şekil
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operatörü A ve normal koneksiyon r? olmak üzere

erX� = �A�X +r?

X�

şeklinde tan¬ml¬ eşitli¼ge Weingarten denklemi ad¬ verilir (Kobayashi and No-

mizu, 1969).

Tan¬m 2.4.19: Bir M manifoldunun (2.4) denklemi ile tan¬ml¬ ikinci

temel formu h olmak üzere

h = 0

ise M manifolduna total jeodeziktir denir (Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi, 2003).

Tan¬m 2.4.20: M ve N s¬ras¬yla Riemann manifoldlar¬ olmak üzere M

manifoldu N manifoldunun altmanifoldu olsun. M manifoldunda bir normal

birim vektör alan¬ � olsun. rX� vektörünün te¼get ve normal bileşenleri

s¬ras¬yla �A�X ve r?

X� olmak üzere

A : �(M)� �(M)? ! �(M)

dönüşümü iyi tan¬ml¬d¬r. Böylece

rX� = �A�X +r?

X�

şeklinde Weingarten denklemi elde edilir. Burada A� ifadesine M mani-

folduna ait şekil operatörü, r? gösterimine de M manifoldunun T?M nor-

mal demetindeki (normal) koneksiyonu ad¬ verilir. M manifoldunun şekil

operatörü A� ile ikinci temel formu h aras¬nda

g (A�X; Y ) = eg (h(X; Y ); �) (2.5)

ba¼g¬nt¬s¬ vard¬r. Burada g ve eg ifadeleri s¬ras¬ ile TM(P ) ve TN(P ) tanjant
uzaylar¬ndaki skalar çarp¬mlard¬r (Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi, 2003).
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Tan¬m 2.4.21: Üzerinde uygun bir yön seçilebilen bir M manifolduna

yönlendirilebilir manifold denir. Böyle bir manifold üzerinde seçilmi̧s olan

özel bir � yönüne, M manifoldu üzerinde � yönü denir. (M;�) ikilisine yön-

lendirilmi̧s manifold veya k¬saca yönlü manifold denir (Hac¬saliho¼glu, 2004).

Örnek 2.4.22: Möbius şeridi yönlendirilemez manifold örne¼gidir. Bu

şerit üzerindeki bir P noktas¬ndan kalk¬p şerit üzerinde direkt hareketle dola

şarak ayn¬ P noktas¬na geldi¼gimizde ilk sistemle çak¬̧smayan bir sistem elde

ederiz (Hac¬saliho¼glu, 2004).

Tan¬m 2.4.23: M bir C1 manifold olsun. M manifoldunun tüm nok-

talar¬ndaki ayr¬k tanjant uzaylar¬n¬n birleşimine M manifoldunun tanjant

demeti denir ve TM ile gösterilir (Lee, 2002).

Tan¬m 2.4.24: Öklid iç çarp¬m¬na göre TM(P ) uzay¬na dik tüm vektör-

leri içeren NPM � TPR altuzay¬na M manifoldunun P noktas¬ndaki normal

(dik) uzay¬ denir (Lee, 2002).

Tan¬m 2.4.25: M kompakt Riemann manifoldu olsun. P;Q 2M olmak

üzere Seg(P;Q) ifadesi, yay uzunlu¼guyla parametrelenmi̧s, P noktas¬ndan Q

noktas¬na tüm minimal jeodeziklerin cümlesi olarak tan¬ml¬d¬r (Kim and Lee,

1993).

Yard¬mc¬ Teorem 2.4.26: M bir kompakt Riemann manifoldu ve

UPM = fX 2 TM(P ) j kXk = 1g

birim tanjant uzay¬ olmak üzere X 2 UPM olsun.  e¼grisinin yay uzunlu¼gu

s ve  e¼grisi X başlang¬ç h¬z vektörüne P noktas¬ndan itibaren eşlik eden

bir jeodezik yani (s) = expP (sX) olsun. Yeterince küçük bir s de¼geri için
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Seg(P = (0); (s)) cümlesi yaln¬z bir  j[0;s] eleman¬ içerir (Kim and Lee,

1993).

Tan¬m 2.4.27: A =
�
s 2 R+ j  j[0;s]2 Seg(P = (0); (s))

	
olmak üzere

A = R
+ ise  e¼grisi üzerinde cut-noktas¬ yoktur denir. E¼ger A = (0; r] ise

(r); P noktas¬n¬n cut-noktas¬d¬r ve r say¬s¬na da  e¼grisinin cut-de¼geridir

denir (Kim and Lee, 1993).

Tan¬m 2.4.28: M bir kompakt Riemann manifoldu olsun. M üzerinde

UM = [
P2M

UPM cümlesi, birim tanjant demeti olsun.

� : UM ! R
+ [ f1g

Cut dönüşümü için e¼ger A = (0; r] ise �(x) = r ve e¼ger A = R+ ise �(x) =1
şeklinde tan¬ml¬d¬r (Kim and Lee, 1993).

Tan¬m 2.4.29: M bir kompakt Riemann manifoldu olsun. P 2 M

noktas¬n¬n cut-locusu C(P ); P noktas¬n¬n tüm cut-noktalar¬n¬n kümesi olarak

yani

C(P ) = fexpP (�(X)X) j X 2 UPMg

şeklinde tan¬ml¬d¬r (Kim and Lee, 1993).

Tan¬m 2.4.30: M kompakt Riemann manifoldunda farkl¬ iki P ve Q

noktalar¬ için P noktas¬ndan Q noktas¬na bir link (ba¼glant¬)

�(P;Q) =

�
d

ds
(Q) 2 UQM j  2 Seg(P;Q)

�

şeklinde tan¬mlan¬r (Kim and Lee, 1993).

Tan¬m 2.4.31: V bir küre uzay¬ ve birim küresi S olsun. V uzay¬n¬n bir

alt vektör uzay¬ W için � = S\W şeklinde tan¬mlanan ve birim kürenin bir
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altkümesi olan � cümlesi büyük küre olarak adland¬r¬l¬r. Tan¬m¬ gere¼gi �

cümlesinin boyutu boyW � 1 de¼gerine eşittir (Besse, 1978).

Tan¬m 2.4.32: E¼ger C(p) cümlesindeki her q noktas¬ için �(p;q) linki UqM

birim tanjant uzay¬n¬n büyük küresi oluyorsa, kompakt M Riemann mani-

foldu için p 2M noktas¬nda bir Blaschke manifoldudur denir (Kim and Lee,

1993).

Tan¬m 2.4.33: E¼ger M manifoldu her noktas¬nda Blaschke manifoldu

olma özelli¼gini taş¬rsaM manifolduna Blaschke manifoldudur denir (Kim and

Lee, 1993).

Tan¬m 2.4.34: M bir Riemann manifoldu ve p; q 2 M olsun. �(p; q)

kümesi p noktas¬ndan q noktas¬na çizilebilen e¼grilerin kümesi olmak üzere

%(p; q) = inf fL(c) j c 2 �(p; q)g

şeklinde tan¬ml¬d¬r. Burada L(c); c e¼grisinin uzunlu¼gudur (Besse, 1978).

Teorem 2.4.35: M bir Riemann manifoldu ve p; q 2M olsun.

 2 Seg(p; q) ve �; q noktas¬ndan başlayan bir jeodezik olmak üzere e¼ger

h0(q); �0(q)i < 0

ise yeterince küçük bir " > 0 için

%(p; �(")) < %(p; q)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Besse, 1978).
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Bu teoremin ifadesine uygun bir çizim, Şekil 2.1 ile verilmi̧stir.

Şekil 2.1. Minimal Uzakl¬k

Tan¬m 2.4.36: M bir Riemann manifoldu, p noktas¬ daM manifoldunda

bir nokta ve l pozitif bir tamsay¬ olsun. E¼ger p noktas¬ndan ç¬kan her jeodezik

l uzunlu¼gunda basit jeodezik ilme¼ginden oluşuyorsaM manifolduna SLpl ma-

nifoldu denir (Besse, 1978).

Yard¬mc¬ Teorem 2.4.37: Her u 2 UqM vektörü için, u 2 Spfu0; u00g ve
hu0; u00i = 0 olacak şekilde u0 2 �(q) ve u00 2 N(q) bulunabilir (Besse, 1978).

Yard¬mc¬ Teorem 2.4.38: �(q) 2 UqM altkümesi konvekstir. Üstelik

�u 2 �(q) olacak şekilde bir u 2 �(q) vektörü bulunabilir (Besse, 1978).
Bu yard¬mc¬ teoremin ifadesine uygun bir çizim, Şekil 2.2 ile verilmi̧stir.
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Şekil 2.2. Konveks �(q) cümlesi

2.5 ·Izometrik ·Immersiyonlar

Bu kesimde izometrik immersiyonlar, Riemann ve yar¬-Riemann manifold-

lar¬na ait temel tan¬m ve teoremlere yer verilmi̧stir.

Tan¬m 2.5.1: En Öklid uzay¬nda iki hiperyüzey M ve N olmak üzere

F :M ! N bir di¤eomor�zm olsun. Her X; Y 2 �(M) için

hF�(X); F�(Y )i = hX;Y i

ise F dönüşümüne bir izometri, M ve N hiperyüzeylerine de izometriktir

denir (Thorpe, 1979).

Tan¬m 2.5.2: F bir immersiyon olmak üzere her X; Y 2 TM(P ) için

g (F (X); F (Y )) = g(X; Y )
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şart¬n¬ sa¼glayan F fonksiyonuna izometrik immersiyon denir. Burada g

metri¼gi TM(P ) tanjant uzay¬ndan indirgenmi̧s metriktir (Hac¬saliho¼glu ve Ek-

mekçi, 2003).

Tan¬m 2.5.3: M ve N birer C1 yar¬-Riemann manifoldu F : M ! N

bir C1 fonksiyon olsun. F fonksiyonunun F� jakobiyen matrisine kaŗs¬l¬k

gelen dönüşümü 1 � 1 ve F tek de¼gi̧skenli ise F fonksiyonuna M den N ye

bir imbedding (bir boyutlu dald¬rma) ad¬ verilir (Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi,

2003).

Teorem 2.5.4: E¼ger  e¼grisiM manifoldunda bir jeodezik ve F :M ! N

(yerel) izometri ise F (); N manifoldunun bir jeodezi¼gi olur (O�Neill, 2006).

Tan¬m 2.5.5: M bir yar¬-Riemannian manifoldu ve üzerindeki Riemann

koneksiyonu r olsun.

R : �(M)� �(M)� �(M) ! �(M)

(X; Y; Z) ! RXYZ = [rX ;rY ]Z �r[X;Y ]Z

fonksiyonu (1; 3) tipindeki bir tensör alan¬d¬r. Bu tensör alan¬na M mani-

foldu üzerindeki Riemann e¼grilik tensör alan¬ denir (Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi,

2003).

Tan¬m 2.5.6: M bir n�boyutlu yar¬-Riemann manifoldu olsun. M

manifoldunun koneksiyonu r ve e¼grili¼gi R olsun. E¼ger

rR = 0

ise M manifolduna yerel simetrik manifold denir (O�Neill, 1983).

Teorem 2.5.7: Bir manifoldun yerel simetrik altmanifold olmas¬ için

gerek ve yeter şart ikinci temel formun kovaryant türevinin s¬f¬r olmas¬d¬r
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(Ferus, 1980).

Tan¬m 2.5.8: M irtibatl¬ (yar¬)-Riemann manifoldu olsun. E¼ger her

P 2M için TM(P ) tanjant uzay¬ üzerinde türev dönüşümü �I olan bir tek

FP :M !M

izometrisi varsaM manifolduna (yar¬)-Riemann simetrik uzay denir (O�Neill,

1983).

Tan¬m 2.5.9: Bir M yar¬-Riemann manifoldu için her P 2 M nok-

tas¬nda R e¼grilik tensörü özdeş olarak 0 ise M manifolduna �at manifolddur

denir (Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi, 2003).

Tan¬m 2.5.10: Simetrik birM uzay¬n¬n rank¬M uzay¬nda total jeodezik

olan �at manifoldlar¬n maksimal boyutu olarak tan¬mlan¬r (Besse, 1978).

Tan¬m 2.5.11: p 2M noktas¬ndaki expp üstel dönüşümü

expp : TM(P )!M

olacak şekilde TM(P ) tanjant uzay¬n¬ M manifoldu içerisine eşler öyle ki

TM(P ) tanjant uzay¬ndaki bir v vektörünü M manifoldundaki jeodezik bo-

yunca uzanan, v vektörüyle ayn¬ yönde olacak şekilde, p noktas¬ndan jvj kadar
uzakl¬kta bulunan bir noktaya gönderir. Şekil 2.3. ile v 2 TM(P ) vektörünün
üstel dönüşüm alt¬ndaki görüntüsü resmedilmi̧stir (Morgan, 1992).
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Şekil 2.3. Üstel dönüşüm

Tan¬m 2.5.12: M a�n koneksiyonu ile n�boyutlu bir manifold olsun.
p 2 M noktas¬ndaki sp simetrisi U komşulu¼gunun kendi üzerindeki bir dif-

feomor�zmdir öyle ki X 2 TM(P ) için expX i exp(�X) içine gönderir.
E¼ger fp1; p2; :::; png cümlesi p orijininde bir normal koordinat sistemi ise sp;
(p1; p2; :::; pn) s¬ral¬ n�lisini (�p1;�p2; :::;�pn) s¬ral¬ n�lisine eşler. p nok-

tas¬ndaki sp dönüşümünün diferensiyeli �Ip ye eşittir. Buradaki Ip; TM(P )

tanjant uzay¬n birim dönüşümüdür (Kobayashi and Nomizu, 1969).

Tan¬m 2.5.13: M bir Riemann manifoldu ve N baz¬ p 2 M noktalar¬

için expp jN : N ! Vp dönüşümünün di¤eomor�zm oldu¼gu TM(P ) uzay¬ içinde

0 say¬s¬n¬n bir simetrik komşulu¼gu olsun.

s : N ! N

X ! s(X) = �X

dönüşümü

sp = (expp jN) � s � (expp jN)�1

şeklinde tan¬mlan¬r. Bu dönüşüm Vp üzerindeki p noktas¬na göre jeodezik
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simetri olarak adland¬r¬l¬r (Besse, 1978).

Tan¬m 2.5.14: f : M ! N bir C1 immersiyon ve eU; p 2 M noktas¬n¬n

bir komşulu¼gu olsun. Aşa¼g¬daki koşullar¬ sa¼glayan � : eU ! eU fonksiyonuna

bir ��izometrisi denir:
(1) �(f(p)) = f(p)

(2) Her v 2 f�(TM(P )) vektörü için ��(v) = �v
(3) Her � 2 ?fpM vektörü için ��(�) = �

(Strübing, 1979).

Tan¬m 2.5.15: M bir Riemann manifoldu ve p 2 M olsun. p nok-

tas¬ndaki bir jeodezik simetri sp, bir ��izometrisi �p ve f : M ! E
n bir

immersiyon olmak üzere

f � sp = �p � f

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa f immersiyonuna d¬̧s-simetriktir denir (Ferus and Schirr-

macher, 1982).

Tan¬m 2.5.16: Mn ve fMn+k Riemann manifoldu f : Mn ! fMn+k

dönüşümü bir izometrik immersiyon ve X; Y; Z 2 �(M) olsun. f fonksi-

yonunun ikinci temel formu h olmak üzere h ikinci temel formun (tanjant

demeti) � (normal demet) deki koneksiyonuna göre r kovaryant türevi

(rXh)(Y; Z) = r?

X(h(Y; Z))� h(rXY; Z)� h(Y;rXZ)

şeklinde tan¬ml¬d¬r. E¼ger rh = 0 ise f izometrik immersiyonuna paraleldir
denir (Choi et. al., 2010).

Teorem 2.5.17: M ve N bir C1 manifold ve f : M ! N bir C1 im-

mersiyon olsun. f immersiyonun ikinci temel formu paralel yani rh = 0

olsun. P 2 M; " 2 (0;1] ve s¬ras¬yla U;M manifoldunda P noktas¬n¬n
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bir komşulu¼gu, eU ise N manifoldunda f(P ) noktas¬n¬n bir komşulu¼gu ol-

mak üzere U = expMP (B" (o)) ve eU = expNf(P )(
eB"(o)) olsun öyle ki s¬ras¬yla

B" (o) ve eB"(o) kümeleri TM(P ) ve TN(f(P )) tanjant uzaylar¬ndaki o merkez-
li " yar¬çapl¬ aç¬k yuvarlar¬ göstersin ve � fonksiyonu Tan¬m 2.5.14 deki gibi

tan¬mlans¬n. O zaman her v 2 B" (o) için

� � f � expMP (v) = f � expMP (�v)

olur ve özel olarak eU cümlesinin ��izometrisi f(U) cümlesini kendisine eşler
(Strübing, 1979).

Teorem 2.5.18: M;n�boyutlu, irtibatl¬, �at, yerel simetrik bir altmani-
fold olmak üzere f : M ! R

n+p dönüşümü M manifoldunu, Cli¤ord torusu-

nun aç¬k bir bölgesine veya Cli¤ord torusu üzerindeki ortogonal bir silindir

üzerine eşler. Burada Cli¤ord torusu ayn¬ yar¬çapa sahip olmayan düzlemsel

çemberlerin çarp¬m¬ olarak tan¬ml¬d¬r (Ferus, 1980).

Tan¬m 2.5.19: M bir Riemann manifold, X; Y; Z 2 �(M) ve h ikinci

temel form olmak üzere

(rXh)(Y; Z) = (rY h)(X;Z) = (rZh)(X; Y )

şeklinde verilen eşitli¼ge Codazzi denklemi denir (Kim, 1993 b).
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BÖLÜM 3

BAS·IT JEODEZ·IKL·I ALTMAN·IFOLDLAR

Bu bölümde ve çal¬̧sman¬n devam¬nda basit jeodezik olarak bahsedil-

di ¼ginde W�e¼grileri anlaş¬lacakt¬r. Bu bölümde (Ferus and Schirrmacher,

1982) ve (Torgasev and Sucurovic, 2002) makalesine ba¼gl¬ olarak W�e¼grile-
rinin parametrik denklemi ifade edilmi̧stir. (Ferus and Schirrmacher, 1982)

esas al¬narak bir jeodezik e¼grinin izometrik immersiyon alt¬nda kaŗs¬l¬k geldi¼gi

e¼grinin yüksek mertebeden türevleri elde edilmi̧stir. Yine bir izometrik im-

mersiyon alt¬nda jeodezikleri W�e¼grisi ve jenerik W�e¼grisine dönüşen Rie-
mann manifoldlar¬n E4 ve En Öklid uzaylar¬ndaki karakterizasyonlar¬ ifade

edilmi̧stir. Ayr¬ca parametrik denklemleriyle verilen baz¬ W�e¼grilerinin
ranklar¬ hesaplanm¬̧st¬r.

3.1 W-E¼grilerinin Parametrik ·Ifadesi

Bu kesimde W�e¼grilerinin parametrik denklemi ifade edilerek, rank¬ çift po-
zitif tamsay¬ olan W�e¼grilerinin parametrik denklemi elde edilmi̧stir.

Şimdi (Torgasev and Sucurovic, 2002) makalesinde bahsedilen baz¬ ön-

bilgiler üzerinde dural¬m. Bu makalede, E2k+1 uzay¬nda birim h¬zl¬ bir

W�e¼grisi, fe0; e1; :::; e2kg cümlesi E2k+1 uzay¬n¬n bir ortonormal baz¬ olmak
üzere

(t) = 0 + ate0 +
kX

i=1

ri (cos (ait) e2i�1 + sin (ait) e2i)
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şeklinde verilmi̧stir. Burada a 2 R ve a1 < a2 < ::: < ak pozitif reel say¬lar¬

a2 +
kX

i=1

(riai)
2 = 1

eşitli¼gini sa¼glar. Böylece W�e¼grileri için genel bir denklem ifade edilmi̧s

olur. Burada a 6= 0 ise  e¼grisi tümüyle E2k+1 Öklid uzay¬nda yatar, aksi

takdirde a = 0 ise  e¼grisi tümüyle E2k Öklid uzay¬nda bir hiperküre üzerin-

de yatar. Ayr¬ca bir W�e¼grisi kapal¬d¬r ancak ve ancak a = 0 ve pi 2 N;
r 2 R+ olmak üzere ai =

pi
r
şeklinde ifade edilir. Şimdi rank¬ çift olan kapal¬

W�e¼grilerinin parametrik denklemini ifade eden bir yard¬mc¬ teorem verelim.

Yard¬mc¬ Teorem 3.1.1: I � R bir aç¬k aral¬k olmak üzere

c : I ! E
n

yay uzunlu¼guyla parametrelendirilmi̧s birW -e¼grisi olsun. W�e¼grisinin rank¬
2m olsun. O zaman r1; r2; :::; rm 2 R+ de¼gerleri ve ortonormal
e1; e2; :::; e2m 2 En vektörleri ile belirli pozitif a1; a2; :::; am sabitleri için bu

e¼gri

c(t) = sabit vektör+
mX

i=1

(ri cos (ait)
��!e2i�1 + sin (ait)

�!e2i) (3.1)

eşitli¼gi ile ifade edilir.

·Ispat: c e¼grisi kapal¬ bir W�e¼grisi olsun. Yard¬mc¬ Teorem 2.2.14 ve

Yard¬mc¬ Teorem 2.2.15 gere¼gince c e¼grisi E2m Öklid uzay¬nda

S
2m�1
r =

(
x = (x1; x2; :::; x2m) j f(x) =

2mX

i=1

x2i = r2;
����!rf

��� 6= 0; r 2 R
)

hiperküresi üzerinde yatmaktad¬r. Burada r; hiperkürenin yar¬çap¬n¬ göster-

mektedir ve sabittir. c e¼grisinin S2m�1r hiperküresi üzerinde yatt¬¼g¬n¬ göz

önünde bulundurarak parametrik denklemini tümevar¬mla elde edelim.
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m = 1 için c e¼grisinin rank¬ 2 olur. Bu durumda c e¼grisi, r1 yar¬çapl¬ S1r1

çemberi üzerinde bir e¼gri olacakt¬r. Fakat c e¼grisi kapal¬ oldu¼gundan bu e¼gri

S
1
r1
çemberine kaŗs¬l¬k gelir.

Şekil 3.1. Çember

a; b 2 R+ olmak üzere M(a; b) merkezli r1 yar¬çapl¬ bir çemberin fx1; x2g
dik koordinat sistemindeki denklemi

(x1 � a)2 + (x2 � b)2 = r21

şeklinde verilir.
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Şekil 3.1. de P noktas¬n¬n TM do¼grusuna dik izdüşümü P 0 olsun.

��!
OM =

�!
X

sabit bir vektör olmak üzere �����!MP
��� = r1

olur.

m(TcMP ) = a1t

olmak üzere çember üzerindeki P noktalar¬ bu koordinat sisteminde

�!
OP =

��!
OM +

��!
MP

=
��!
OM +

��!
MP 0 +

��!
P 0P

konum vektörü ile ifade edilir. f�!e1 = (1; 0);�!e2 = (0; 1)g ; fx1; x2g dik koor-
dinat sisteminin standart baz¬ olmak üzere P 0MP dik üçgeninde

��!
MP 0 = r1 cos(a1t)

�!e1 ve
��!
P 0P = r1 sin(a1t)

�!e2

şeklinde ifade edilir. Böylece

�!
OP =

��!
OM +

��!
MP 0 +

��!
P 0P

=
�!
X + r1 cos(a1t)

�!e1 + r1 sin(a1t)
�!e2

(3.2)

şeklinde çemberin vektörel denklemi elde edilir ve ispat m = 1 için yap¬lm¬̧s

olur.

m = 2 olsun. c e¼grisi E4 Öklid uzay¬ndaki S3r hiperküresi üzerindedir.

Şekil 3.2., O orijinli fx1; x2; x3; x4g dik koordinat sistemindeki S3r hiperküresini
temsil etsin. fx3; x4g hiperdüzlemine paralel bir E düzlemi alal¬m. E

hiperdüzlemi ile hiperkürenin arakesiti

E \ S3r = c
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e¼grisi olsun. c e¼grisi bir çemberdir.

Şekil 3.2. Hiperküre

Bu çember üzerinde al¬nan bir P noktas¬n¬n fx1; x2g dik koordinat siste-
mine izdüşümü P 0 olsun.

��!
OP

0

vektörünün x1�ekseniyle yapt¬¼g¬ pozitif yönlü
aç¬ a1t ve

���
��!
OP

0

��� = r1 olmak üzere

��!
OP

0

=
���
��!
OP

0

��� cos(a1t)�!e1 +
���
��!
OP

0

��� sin(a1t)�!e2
= r1 cos(a1t)

�!e1 + r1 sin(a1t)
�!e2

şeklinde ifade edilir. Bununla beraber
��!
P

0

P vektörü E düzleminde yatar.

jP 0P j = r2 ve
��!
P

0

P vektörünün x3�ekseniyle yapt¬¼g¬ pozitif yönlü aç¬ a2t
olmak üzere

��!
P

0

P = r2 cos(a2t)
�!e3 + r2 sin(a2t)

�!e4
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şeklinde ifade edilir. Böylece

�!
OP =

��!
OP

0

+
��!
P 0P

= r1 cos(a1t)
�!e1 + r1 sin(a1t)

�!e2
+r2 cos(a2t)

�!e3 + r2 sin(a2t)
�!e4

şeklinde elde edilir ve ispat m = 2 için tamamlanm¬̧s olur. Şimdi m = k � 1
için c e¼grisinin denkleminin

c(t) =
k�1X

i=1

(ri cos (ait)
��!e2i�1 + sin (ait)

�!e2i) (3.3)

şeklinde oldu¼gunu kabul edelim. Öncelikle rank¬ 2k olan bir W�e¼grisi S2k�1r

hiperküresi üzerinde yatar. Bu e¼gri üzerinde al¬nan temsili bir

P = (x1; x2; :::; x2k�1; x2k) 2 E2k

noktas¬n¬ düşünelim. Bu noktan¬n fx2k�3; x2k�2g koordinat sistemine izdü
şümü P 0 olsun. P

0 2 E2k�2 oldu¼gundan

P 0 = (x1; x2; :::; x2k�3; x2k�2; 0; 0) 2 E2k

şeklinde yaz¬l¬r. O zaman hiperküre tan¬m¬ gere¼gince 2k�2 = 2m ve böylece

m = k � 1

olur. Böylece P 0 2 S2m�1 = S2k�3 yani P 0 2 S2k�3 olur. Bu durumda konum
vektörü

�!
OP =

��!
OP 0 +

��!
P 0P

şeklinde yaz¬l¬r. P 0 2 S2k�3 oldu¼gundan P 0 noktas¬ (3.3) eşitli¼ginde verilen
c e¼grisi üzerindedir.

��!
P 0P vektörü fx2k�1; x2kg hiperdüzlemine paralel olan,

(3.2) denklemindeki vektöre benzer şekilde ifade edilebilecek bir vektördür.

Böylece,
��!
OP 0 =

k�1X

i=1

(ri cos (ait)
��!e2i�1 + sin (ait)

�!e2i)
��!
P 0P = rk (cos(akt)

���!e2k�1 + sin(akt)
�!e2k)
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elde edilir ve bu eşitlikler kullan¬l¬rsa

�!
OP =

��!
OP

0

+
��!
P 0P

=
k�1X

i=1

ri (cos (ait)
��!e2i�1 + sin (ait)

�!e2i)

+rk (cos(akt)
���!e2k�1 + sin(akt)

�!e2k)

=
kX

i=1

ri (cos (ait)
��!e2i�1 + sin (ait)

�!e2i)

bulunur. Böylece ispat tamamlan¬r.

3.2 Görüntü E¼grisinin Türevleri

Bu kesimde bir jeodezik e¼grinin, bir izometrik immersiyon alt¬nda kaŗs¬l¬k

geldi¼gi görüntü e¼grisinin yüksek mertebeden türevleri incelenmi̧stir.

Şekil 3.3. Görüntü E¼grisi
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Yard¬mc¬ Teorem 3.2.1: f :M ! E
n bir izometrik immersiyon ve

 : R ! M

bir e¼gri olsun. f izometrik immersiyonu P 2 M noktas¬ndaki bir tanjant

vektörü f(P ) 2 En noktas¬na taş¬r.

·Ispat: t 2 R ve P 2 M olsun. m < n olmak üzere M bir m�boyutlu
manifold olsun.  e¼grisi P 2M noktas¬ndan geçenM üzerinde bir e¼gri olsun.

P noktas¬ M üzerinde oldu¼gundan

P = (P1(t); P2(t); :::; Pm(t))

olur. Burada P1; P2; :::; Pm koordinat fonksiyonlar¬d¬r. f fonksiyonu P 2M
noktas¬n¬ En Öklid uzay¬ndaki

f(P ) = (f(P1(t)); f(P2(t)); :::; f(Pm(t)); f(Pm+1(t));

f(Pm+2(t)); :::; f(Pn(t)))

noktas¬na dönüştürür. f fonksiyonu bir izometrik immersiyon oldu¼gundan

f(P1(t)) = P1(t)

f(P2(t)) = P2(t)

:

:

:

:

:

:

:

:

:

f(Pm(t)) = Pm(t)

yaz¬l¬r. Ayr¬ca

Pm+1 = Pm+2 = ::: = Pn = 0

oldu¼gundan

f(P ) = (P1(t); P2(t); :::; Pm(t); 0; 0; :::; 0) 2 En
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elde edilir. Benzer şekilde P noktas¬ndaki bir XP 2 TM(P ) tanjant vek-

törünün, Tan¬m 2.5.1 kullan¬l¬rsa f� dönüşümü alt¬ndaki görüntüsü,

XP = (X1(t); X2(t); :::; Xm(t))

olmak üzere

f�(XP ) = (f�(X1(t)); f�(X2(t)); :::; f�(Xm(t)); f�(Xm+1(t));

f�(Xm+2(t)); :::; f�(Xn(t)))

olur. Gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

f�(XP ) = (X1(t); X2(t); :::; Xm(t); 0; 0; :::; 0)

elde edilir. Buradan

kf�(XP )k = kXPk

oldu¼gu görülür. Böylece izometrik immmersiyonu P 2 M noktas¬ndaki XP

tanjant vektörünü, f(P ) noktas¬na ayn¬ boyda bir tanjant vektörü olarak

taş¬r.

Yard¬mc¬ Teorem 3.2.2: f :M ! E
4 bir izometrik immersiyon ve

 : R ! M

bir jeodezik e¼gri olsun. 0(0) = X 2 TM(P ) başlang¬ç h¬z vektörü olmak

üzere

c = f � 

görüntü e¼grisinin türevleri

c0(0) = X

c00(0) = h(X;X)

c000(0) = �Ah(X;X)X +rXh(X;X)

c(4)(0) = �
�
rXA

�
h(X;X)

X � 2A(rXh)(X;X)X

�h
�
Ah(X;X)X;X

�
+
�
r2

(X;X)h
�
(X;X)

(3.4)
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şeklinde verilir.

·Ispat: er; E4 Öklid uzay¬n¬n koneksiyonu ve r; M manifoldu üzerindeki

koneksiyon olsun. 0(0) = X 2 TM(P ) olmak üzere Yard¬mc¬ Teorem 3.2.1

gere¼gince

0(0) = c0(0) = X

yaz¬l¬r. Ayr¬ca
d

dt
(c0(0)) =

d

dt
(X) = erc0(0)X

= erXX

elde edilir. Böylece

c00(0) = erXX

olur. Tan¬m 2.4.17 gere¼gince

erXX = rXX + h(X;X)

şeklinde Gauss denklemi yaz¬l¬r.  e¼grisi M manifoldu üzerinde bir jeodezik

oldu¼gundan Tan¬m 2.2.6 gere¼gince

r d

dt
()

d
dt
() = 0

olur. Teorem 2.2.18 gere¼gince

r d

dt
(f�)

d
dt
(f � ) = f�

�
r d

dt
()

d
dt
()
�
= f�(0)

= 0

olarak hesaplan¬r. Böylece

rc0c
0 = 0

elde edilir. Bu durumda c e¼grisi de E4 Öklid uzay¬nda bir jeodezik e¼gridir. Bu

Tan¬m 2.2.6 gere¼gince c00 2 �(M)? anlam¬na gelir. rXX 2 �(M) oldu¼gun-
dan

rXX = 0
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ve

c00(0) = h(X;X)

olur. Bundan dolay¬

c000(0) =
�
erXh

�
(X;X)

yaz¬l¬r. Tan¬m 2.4.18 gere¼gince

�
erXh

�
(X;X) = �Ah(X;X)X +

�
rXh

�
(X;X)

şeklinde Weingarten denklemi yaz¬l¬r ve

c000(0) = �Ah(X;X)X +
�
rXh

�
(X;X)

elde edilir. Şimdi c(4)(0) de¼gerini hesaplayacak olursak

c(4)(0) = erX

�
�Ah(X;X)X +

�
rXh

�
(X;X)

�

= �erX(Ah(X;X)X) + erX((rXh)(X;X))
(3.5)

bulunur. Tan¬m 2.4.17 gere¼gince,

erX(Ah(X;X)X) = rX(Ah(X;X)X) + h(X;Ah(X;X)X) (3.6)

elde edilir. Burada X; Y 2 TM ve � 2 T?M olmak üzere şekil operatörünün

türevi
�
rXA

�
�
Y = rX (A�Y )� A

r?�Y � A�rXY (3.7)

şeklinde tan¬mlan¬r. (3.7) eşitli¼ginde rX (A�Y ) ifadesi yaln¬z b¬rak¬l¬rsa

rX (A�Y ) =
�
rXA

�
�
Y + Ar?�Y + A�rXY (3.8)

elde edilir. (3.8) eşitli¼ginde X = Y ve � = h(X;X) al¬n¬r ve (3.6) eşitli¼ginde

yerine yaz¬l¬rsa,

erX(Ah(X;X)X) =
�
rXA

�
h(X;X)

X + A(rXh)(X;X)X

+Ah(X;X)rXX + h(X;Ah(X;X)X)

=
�
rXA

�
h(X;X)

+ A(rXh)(X;X)X

+h(X;Ah(X;X)X)

(3.9)
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elde edilir. Tan¬m 2.4.18 gere¼gince

erX((rXh)(X;X)) = �A(rXh)(X;X)X +rX((rXh)(X;X))

= �A(rXh)(X;X)X + (r2

(X;X)h)(X;X)
(3.10)

olur. (3.9) ve (3.10) eşitlikleri (3.5) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

c(4)(0) = �
�
rXA

�
h(X;X)

� 2A(rXh)(X;X)X

�h(X;Ah(X;X)X) + (r
2

(X;X)h)(X;X)
(3.11)

bulunur ve ispat tamamlan¬r.

3.3 Basit Jeodezikli Altmanifoldlar

Bu kesimde bir izometrik immersiyon alt¬nda jeodezikleri,W� e¼grisi ve jenerik
W�e¼grisine dönüşen Riemann manifoldlar¬n karakterizasyonu incelenmi̧stir.

Teorem 3.3.1: M kapal¬, irtibatl¬ Riemann n-manifold ve

f : M ! E
n

bir izometrik immersiyon olsun. Bu durumda aşa¼g¬dakiler denktir:

(1) Her birim h¬zl¬  : R!M jeodezi¼gi için c = f � 
görüntü e¼grisi bir jenerik W � e¼grisidir.

(2) Tan¬m 2.5.15 gere¼gince f d¬̧s-simetriktir.

·Ispat: (2))(1) Kabul edelim ki f fonksiyonu (2) şart¬n¬ sa¼glas¬n. Tan¬m

2.5.8 ve Tan¬m 2.5.12 gere¼gince M manifoldu simetrik Riemann uzay¬ olur.

Teorem 2.5.18 gere¼gince her bir maksimal torus Öklidyen uzaydaki stan-

dart torus üzerine eşleme olur. Tan¬m 2.2.13 gere¼gince c e¼grileri jenerik

W�e¼grilerine dönüşür ve böylece ispat tamamlan¬r.
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(1))(2) X 2 TM(P ) birim vektör olsun öyle ki uygun  jeodezi¼gi

c = f � 

jenerik W�e¼grisini oluştursun. Böylece

c(R) = (f � )(R)
= f((R))

olur. (R) � M oldu¼gundan f((R)) � f(M) ve böylece c(R) � f(M)

bulunur. M manifoldu kapal¬ oldu¼gundan f(M) kapal¬ ve kapan¬̧s¬ kendisine

eşit olur. Teorem 2.3.8 gere¼gince c(R) � f(M) elde edilir. Yard¬mc¬ Teorem

3.1.1 gere¼gince kapal¬ W�e¼grilerinin denklemi

c(t) = (sabit vektör) +

mX

i=1

ri (cos (ait)
��!e2i�1 + sin (ait)

�!e2i)

şeklinde verilir. Buradaki sabit vektör 1 � i � 2m ve her i için ci 2 R

olmak üzere (c1; c2; :::; c2m�1; c2m) olarak belirlensin. Böylece c(t) e¼grisinin

koordinatlar¬

c(t) = (c1 + r1 cos(a1t); c2 + r1 sin(a1t) ; c3 + r2 cos(a2t);

c4 + r2 sin(a2t); :::; c2m�1 + rm cos(amt); c2m + rm sin(amt))

şeklinde ifade edilir. Burada yay-parametresi t ye göre yüksek mertebeden

türevler hesaplan¬rsa,

c0(t) = (�a1r1 sin(a1t); a1r1 cos(a1t) ;�a2r2 sin(a2t); a2r2 cos(a2t); :::;
�amrm sin(amt); amrm cos(amt))

c00(t) = (�a21r1 cos(a1t);�a21r1 sin(a1t) ;�a22r2 cos(a2t);�a22r2 sin(a2t); :::;
�a2mrm cos(amt);�a2mrm sin(amt))

c000(t) = (a31r1 sin(a1t);�a31r1 cos(a1t) ; a32r2 sin(a2t);�a32r2 cos(a2t); :::;
a3mrm sin(amt);�a3mrm cos(amt))

elde edilir. t = 0 noktas¬nda

c000(0) = (0;�a31r1; 0;�a32r2; :::; 0;�a3mrm)
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olur. Tan¬m 2.2.21 kullan¬l¬rsa c(R) n�boyutlu torusunun genel ifadesi
1 � i � m , ui 2 R ve n = 2m olmak üzere

c(R)(u1; u2; :::; um) = (r1 cos(u1t); r1 sin(u1t) ; r2 cos(u2t);

r2 sin(u2t); :::; rm cos(umt); rm sin(umt))

şeklinde yaz¬l¬r. Buradan

d

dt

�
c(R)

�
= (�u1r1 sin(u1t); u1r1 cos(u1t) ;�u2r2 sin(u2t);

u2r2 cos(u2t); :::;�umrm sin(umt); umrm cos(umt))

elde edilir ve t = 0 noktas¬nda

d

dt

�
c(R)

�
jt=0 = (0; u1r1; 0; u2r2; :::; 0; umrm)

olarak yaz¬l¬r. Şimdi c000(0) =
�!
A ve

d

dt

�
c(R)

�
jt=0=

�!
B olsun. �1; �2 2 R

olmak üzere

�1
�!
A + �2

�!
B = 0

şeklinde seçilirse

(0;��1a31r1; 0;��1a32r2; :::; 0;��1a3mrm)
+ (0; �2u1r1; 0; �2u2r2; :::; 0; �2umrm) = 0

bulunur ve bu eşitlik düzenlenirse

(0;��1a31r1 + �2u1r1; 0;��1a32r2 + �2u2r2; :::; 0;��1a3mrm + �2umrm) = 0

elde edilir. Buradan her 1 � i � m için ri (��1a3i + �2ui) = 0 sonucuna

var¬l¬r. Her 1 � i � m için ri 6= 0 oldu¼gundan

��1a3i + �2ui = 0

yaz¬l¬r. �1 ve �2 de¼gerlerinin ikisinin birden s¬f¬r olma zorunlulu¼gu olmad¬¼g¬n-

dan
�!
A ve

�!
B vektörleri lineer ba¼g¬ml¬ olur. Böylece c000(0) 2 �(c(R)) oldu¼gun-

dan c000(0) vektörünün c(R) torusuna te¼get olmas¬ anlam¬na gelir. Yard¬mc¬

Teorem 3.2.2 de

c
000

(0) = �Ah(X;X)X +rXh(X;X)
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olup f bir imbedding oldu¼gunda c000(0) 2 �(M) olur. rXh(X;X) 2 �(M)?

oldu¼gundan

(rXh)(X;X) = 0

olur. Bu her X vektörü için sa¼glanaca¼g¬ndan

rh = 0

elde edilir. Teorem 2.5.17 gere¼gince (2) elde edilir. Kabul edelim ki f

fonksiyonu imbedding olmas¬n. Bu durumda

A = fq 2M j TxM = TqM; 8x 2 f�1(ff(q)g)g

kümesi M manifoldunun limit noktalar¬n¬ oluşturur. A = M olaca¼g¬ndan

Tan¬m 2.3.7 gere¼gince A kümesi M manifoldunda yo¼gun olur. O zaman

jeodezikler için

lim
k!1

0k(0) = X

ve c000k (0) 2 Tk(0)M

(r0
k
(0)h)(

0
k(0); 

0
k(0)) = 0

olan bir (k) dizisi vard¬r. Böylece (2) geçerlidir.

Teorem 3.3.2: M kapal¬, irtibatl¬ Riemann 2-manifold ve

f : M ! E
4

izometrik immersiyon olmak üzere, her birim h¬zl¬  : R!M jeodezi¼gi için

c = f � 

görüntü e¼grisi bir W�e¼grisi olsun. Bu durumda iki olas¬l¬k söz konusudur:
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(1) E¼ger M manifoldu periyodik olmayan bir jeodezik içerirse f(M)

S
1(r1)� S1(r2) � E4 torusunun bir altkümesine izometriktir.

(2) E¼ger M manifoldundaki tüm jeodezikler periyodik ise

f; S2(r) � E4 Öklidyen 2� küre üzerinde bir izometridir.

·Ispat: (1)  : R ! M jeodezi¼gi periyodik olmas¬n. Öncelikle c = f � 
e¼grisinin de periyodik olmad¬¼g¬n¬ ispatlayal¬m. E¼ger c e¼grisi periyodik ise

pozitif bir L say¬s¬ mevcut olur öyle ki her t reel ve k tamsay¬lar¬ için

c(t+ kL) = c(t)

olur. k 2 Z ve c�1 = �1 � f�1 oldu¼gundan

ZL � c�1(fc(0)g) = �1(f�1(fc(0)g))

olur. Böylelikle M manifoldu s¬n¬rl¬d¬r. M manifoldu kapal¬ oldu¼gundan

Tan¬m 2.3.9 gere¼gince M kompakt ve f�1(fc(0)g) kümesi sonlu olur. Bu

durumda öyle k ve l tamsay¬lar¬ mevcut olur ki k 6= l olmak üzere

(kL) = (lL)

yaz¬l¬r ve buradan

0(kL) = 0(lL)

c0(kL) = c0(lL)

elde edilir. Böylece  periyodik olur ki bu bir çeli̧skidir. Bundan dolay¬ c

e¼grisi periyodik de¼gildir. Yard¬mc¬ Teorem 3.1.1 gere¼gince bu e¼gri rank¬ 4

olan bir W�e¼grisi olmal¬d¬r ve c(R) kapan¬̧s¬ f(M) yi içeren bir

S
1(r1)� S1(r2) = T

torusudur. Böylelikle f fonksiyonu bir immersiyondur. Bu durumda boştan

farkl¬ bir U � M aç¬k kümesi mevcut olur öyle ki f(U) � T olur. Böylece

U cümlesindeki jeodeziklerin görüntüleri T torusunda jeodeziktir. Fakat f
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immersiyonu ve T torusu için, her birim h¬zl¬  : R ! M jeodezi¼gi için

c = f �  görüntü e¼grisi bir W�e¼grisidir. O zaman ilk Frenet verileriyle

verilen W�e¼grisinin tekli¼giyle, U cümlesinden geçen, M manifoldunun her

bir jeodezi¼gi T torusunda içerilen bir görüntüye sahiptir. Böylece f(M) � T

olur ve (1) ispatlan¬r.

(2)M manifoldunun tüm jeodezikleri periyodik ve ortak bir L periyoduna

sahip olsun. M manifoldundaki tüm birim h¬zl¬  jeodezikleri ve tüm t 2 R
say¬lar¬ için

(t) = (t+ L) (3.12)

olur.
c(t) = (f � ) (t)

= f ((t))

= f ((t+ L))

= (f � ) (t+ L)

= c(t+ L)

oldu¼gundan L periyodu ile tüm c = f �  görüntü e¼grileri de periyodiktir.
Burada h ikinci temel formu gibi rh ve r2

h ifadeleri de ayn¬ normal demette

yer al¬r. O zaman (3.4) eşitlikleri ve Teorem 2.2.7 den p noktas¬ndan geçen

tüm jeodeziklerin görüntüleri ve böylece M manifoldunun görüntüsü sapta-

nabilirdi. Şimdi h;rh ve r2
h üzerinde oldukça basit bir nokta bulmal¬y¬z.

(3.12) eşitli¼gi gere¼gince tüm jeodezikler periyodik oldu¼gundan f(M) ifadesinin

küre olmas¬ gerekir. p 2M noktas¬ için

Ep = fh(X;X) : X 2 TM(P ); kXk = 1g � ?fp M

cümlesi bir kuadratik forma kaŗs¬l¬k gelir. Bu cümle do¼gru parças¬ veya nokta

olarak dejenere olabilecek bir elipstir. ?fp M normal uzay¬n¬n orijininin bu

elipsin d¬̧s¬nda yatmas¬ için gerek ve yeter şart A� nin pozitif de�nit oldu¼gu
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bir � 2?fp M nin bulunabilmesidir. E¼ger

kf(p)k = max
p2M

kf(p)k

ise elbette bir � vard¬r.

kc00k = kX 0k = �

oldu¼gundan kc00k = kh(0; 0)k de¼geri her c W�e¼grisi için sabit olur. M

manifoldu kompakt oldu¼gu ve düz do¼gru içermedi¼gi sürece � s¬f¬rdan farkl¬d¬r.

(3.4) eşitli¼ginde c00 = h(X;X) oldu¼gu ifade edilmi̧sti. Böylece

kh(X;X)k2 = kc00k2 = �2

elde edilir. � 6= 0 oldu¼gundan her X 6= 0 için

h(X;X) 6= 0 (3.13)

olur. Bundan dolay¬ orijin kesinlikle Ep elipsi üzerinde yatmaz. Süreklilikten

dolay¬ asla Ep içinde de¼gildir. Özellikle ortalama e¼grilik vektörü � olan elipsin

merkezi asla kaybolmaz.

� =
�

k�k
olsun. Genelli¼gi bozmadanM manifoldunun yönlendirilebilir oldu¼gunu kabul

edebiliriz. Böylelikle � e¼grilik vektörüne ortogonal olan her yerde tan¬ml¬

ikinci bir birim normal � vektör alan¬ vard¬r.

Q(x) =


h(X;X); �

�

olsun. Q; M manifoldu üzerinde bir kuadratik formdur ve inşas¬ gere¼gi

de�nite de¼gildir. Böylece M manifoldunun en az bir p noktas¬ dejenere olur.

Aksi haldeM manifoldunun geni 1 ve her yerde inde�nite olur. Di¼ger taraftan

M manifoldunun tüm jeodezikleri periyodik iken temel grubu sonlu olur ve

böylece çeli̧ski elde edilir. Tan¬m 2.4.20 gere¼gince

hA�X;Xi = hh(X;X); �i
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olur. � 2 R+ olmak üzere h(X;X) = �� olsun. O zaman

hA�X;Xi = h��; �i = � h�; �i

bulunur. � vektörü birim vektör oldu¼gundan h�; �i = 1 dir. Böylece

� = hA�X;Xi

elde edilir. Buradan

�� = h(X;X) = hA�X;Xi �

yaz¬l¬r. Bundan dolay¬

Ep � f��j� > 0g

ve her X 2 TM (p) vektörü için

h(X;X) = hA�X;Xi � (3.14)

olur. Şimdi

(rh)p = 0 (3.15)

oldu¼gunu gösterelim. X 2 TM (p) bir tanjant vektör ve kXk = 1 olsun. 

e¼grisi tanjant vektörü 0(0) = X olan bir jeodezik olsun. c bir W�e¼grisi
oldu¼gundan Yard¬mc¬ Teorem 3.2.2 gere¼gince

kc00k =
p
hc00(0); c00(0)i

kc000k =
p
hc000(0); c000(0)i

sabit say¬lard¬r. Böylece

hc00(0); c00(0)i ve hc000(0); c000(0)i

sabit olur. Buradan her iki taraf¬n türevi al¬n¬rsa

hc000(0); c00(0)i+ hc00(0); c000(0)i = 0



c(4)(0); c000(0)

�
+


c000(0); c(4)(0)

�
= 0
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ve sonuç olarak

hc00(0); c000(0)i = 0 =


c000(0); c(4)(0)

�

elde edilir. (3.4) eşitlikleri gere¼gi

hc00(0); c000(0)i =


h(X;X);�Ah(X;X)X +rXh(X;X)

�

= �


h(X;X); Ah(X;X)X

�
+


h(X;X);rXh(X;X)

�

olur. Tan¬m 2.4.16 ve Tan¬m 2.4.20 gere¼gince Ah(X;X)X 2 �(M) ve
h(X;X) 2 �(M)? oldu¼gundan



h(X;X); Ah(X;X)X

�
= 0

olur ve buradan

hc00(0); c000(0)i =


h(X;X);rXh(X;X)

�
= 0

yaz¬l¬r. Böylece


h(X;X); (rXh)(X;X)

�
= 0

elde edilir. (3.14) eşitli¼ginde 0 6= � 2 R olmak üzere

hA�X;Xi = �

olsun. (3.13) eşitli¼gi gere¼gince böyle bir � say¬s¬ daima vard¬r. Böylece

h(X;X) = ��

olur. Gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa



��; (rXh)(X;X)

�
= 0

veya

�


�; (rXh)(X;X)

�
= 0
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elde edilir. � 6= 0 oldu¼gundan


�; (rXh)(X;X)

�
= 0

bulunur. � ve � ortogonal oldu¼gundan



�; �
�
= 0

olur. Böylece 0 6= c 2 R olmak üzere

(rXh)(X;X) = c�

şeklinde yaz¬l¬r ve buradan (rXh)(X;X) de¼geri �(p) ifadesinin bir reel say¬

kat¬d¬r. Tan¬m 2.4.20 de (2.5) eşitli¼ginde X = Y ve � = rh al¬n¬rsa

hA
rh; Xi =



h(X;X);rh

�

bulunur. Ayr¬ca


h(X;X);rXh(X;X)

�
= 0

oldu¼gundan,

hA
rh; Xi = 0

elde edilir. X 6= 0 ve A
rh 2 �(M) oldu¼gundan

A
rh = 0

olur. (2.5) eşitli¼gi gere¼gince

hA�X;Xi = hh(X;X); �i

bulunur. Burada h(X;X) 2 �(M)? oldu¼gundan

h(X;X) = ��

olacak şekilde 0 6= � 2 R vard¬r. Böylece

hA�X;Xi =


��; �

�
= �



�; �
�

= 0
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elde edilir. Her iki taraf¬n türevi al¬n¬rsa

D�
rA

�
�
; X
E
+ hA�X;rXXi = 0

olur.

rXX = 0

oldu¼gundan, hA�X;rXXi = 0;
D�
rA

�
�
; X
E
= 0

ve

(rA)� = 0

elde edilir. (3.4) eşitli¼ginde,

c(4)(0) = �h(Ah(X;X)X;X) + (r
2

(X;X)h)(X;X) (3.16)

sonucuna var¬l¬r. Özel olarak c(4)(0) bir normal vektördür. E¼ger

(rXh)(X;X) 6= 0 ise (3.4) ve (3.16) eşitliklerinden c00(0) ve c(4)(0) vektörleri
lineer ba¼g¬ml¬ ve c e¼grisinin rank¬ 3 olur. Bu ise Yard¬mc¬ Teorem 3.1.1 ile

çeli̧sir ve o halde (rXh)(X;X) = 0 d¬r. p noktas¬ndaki pozitif de�nit A�

şekil operatörünü düşünelim. �(p) = � olmak üzere

A� = �I

olacak şekilde bir � > 0 var olsun. (3.15) eşitli¼ginden,

fc0(0); c00(0); c000(0)g

cümlesi lineer ba¼g¬ml¬d¬r ve böylece c e¼grisinin rank¬ 2 dir. Bu nedenle

p noktas¬ndan geçen tüm jeodeziklerin görüntüleri
1

�
yar¬çapl¬ ve f(p) +

�

�
merkezli çemberlerdir. f(M) görüntüsü ayn¬ yar¬çap ve merkezli ve f(p) deki

df(TM(P )) tanjant uzay¬ ile 2-küre üzerinde yatar. (2) ifadesinin ispat¬n¬ A�
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dönüşümünün farkl¬ iki özde¼gere sahip olamayaca¼g¬n¬ göstererek tamamlaya-

l¬m.

0 < � < �

olan � ve � özde¼gerlerine ve uygun ortonormal fe1; e2g özvektörlerine sahip
A� dönüşümü verilsin ve s jeodezik, s 2 (0;

�

2
) ve 0s(0) = Xs olmak üzere

Xs = e1 cos s+ e2 sin s (3.17)

olsun.

cs = f � s

e¼grisi için fc0s(0); c00s(0); c000s (0)g cümlesi lineer ba¼g¬ms¬zd¬r. Bu nedenden cs

e¼grisi rank¬ 4 olan bir W�e¼grisidir. Şimdi (3.4), (3.14) ve (3.15) eşitliklerini
cs e¼grisinin f�1(s); �2(s)g Frenet e¼griliklerini hesaplamak için kullanal¬m:

�1(s) = kT 0(s)k = kc00(s)k = kh(X;X)k

olur. (3.14) eşitli¼gi gere¼gince

h(X;X) = hA� (e1 cos s+ e2 sin s) ; e1 cos s+ e2 sin si �
= hA�e1 cos s+ A�e2 sin s; e1 cos s+ e2 sin si �
= [hA�e1 cos s; e1 cos si+ hA�e1 cos s; e2 sin si

+ hA�e2 sin s; e1 cos si+ hA�e2 sin s; e2 sin si] �
= [cos2 s hA�e1; e1i+ cos s sin s hA�e1; e2i

+cos s sin s hA�e2; e1i+ sin2 s hA�e2; e2i
�
�

elde edilir. �; � 2 R ve A�e1 = �e1; A�e2 = �e2 oldu¼gundan,

h(X;X) = [cos2 s h�e1; e1i+ cos s sin s h�e1; e2i
+cos s sin s h�e2; e1i+ sin2 s h�e2; e2i

�
�

= [� cos2 s he1; e1i+ � cos s sin s he1; e2i
+� cos s sin s he2; e1i+ � sin2 s he2; e2i

�
�
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yaz¬l¬r. fe1; e2g cümlesi ortonormal oldu¼gundan

h(X;X) =
�
� cos2 s+ � sin2 s

�
� (3.18)

bulunur. � birim vektör oldu¼gundan

�1(s) = kh(X;X)k

=
p
hh(X;X); h(X;X)i

=
q
�

� cos2 s+ � sin2 s
�
�;
�
� cos2 s+ � sin2 s

�
�
�

=
q�

� cos2 s+ � sin2 s
�2 h�; �i

=
q�

� cos2 s+ � sin2 s
�2

= � cos2 s+ � sin2 s

(3.19)

bulunur. �2(s) de¼gerini hesaplamadan önce Gramm-Schmidt metodu ile c

e¼grisinin ortonormal Frenet çat¬s¬n¬ oluştural¬m.

E1 = c0 = X (3.20)

alal¬m.

E2 = c00 � hc00; E1i
hE1; E1i

E1

= h(X;X)� hh(X;X); XihX;Xi X

(3.21)

yaz¬l¬r. Fakat � vektörü e1 ve e2 vektörüne dik oldu¼gundan

hh(X;X); Xi =

�
� cos2 s+ � sin2 s

�
�; e1 cos s+ e2 sin s

�
= 0

olur. Böylece

E2 = h(X;X) (3.22)

elde edilir.

E3 = c000 � hc000; E1i
hE1; E1i

E1 �
hc000; E2i
hE2; E2i

E2 (3.23)
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şeklinde yaz¬l¬r. Burada rh = 0 oldu¼gundan

c000 = �Ah(X;X)X (3.24)

olur. Şimdi c000 de¼gerini hesaplayal¬m:

c000 = �Ah(X;X)X

= �A(� cos2 s+� sin2 s)�X

= �
�
� cos2 s+ � sin2 s

�
A� (e1 cos s+ e2 sin s)

= �
�
� cos2 s+ � sin2 s

�
(cos sA�e1 + sin sA�e2)

= �
�
� cos2 s+ � sin2 s

�
(� cos se1 + � sin se2)

= �
�
�2 cos3 s+ �� sin2 s cos s

�
e1

�
�
�� cos2 s sin s+ �2 sin3 s

�
e2

(3.25)

elde edilir.

(3.23) ifadesinde bulunan iç çarp¬mlar hesaplan¬rsa,

hc000; E1i =


�
�
�2 cos3 s+ �� sin2 s cos s

�
e1

�
�
�� cos2 s sin s+ �2 sin3 s

�
e2; e1 cos s+ e2 sin s

�

= �
�
�2 cos4 s+ �� sin2 s cos2 s

�

�
�
�� cos2 s sin2 s+ �2 sin4 s

�

= ��2 cos4 s� �� sin2 s cos2 s

��� cos2 s sin2 s� �2 sin4 s

= �
�
�2 cos4 s+ 2�� sin2 s cos2 s+ �2 sin4 s

�

= �
�
� cos2 s+ � sin2 s

�2

(3.26)
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elde edilir. � vektörü e1 ve e2 vektörüne dik oldu¼gundan,

hc000; E2i =


�
�
�2 cos3 s+ �� sin2 s cos s

�
e1

�
�
�� cos2 s sin s+ �2 sin3 s

�
e2;

�
� cos2 s+ � sin2 s

�
�
�

= 0

(3.27)

olur. (3.25), (3.26) ve (3.27) eşitlikleri (3.23) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

E3 = �
�
�2 cos3 s+ �� sin2 s cos s

�
e1

�
�
�� cos2 s sin s+ �2 sin3 s

�
e2

+
�
� cos2 s+ � sin2 s

�2
(e1 cos s+ e2 sin s)

= �
�
�2 cos3 s+ �� sin2 s cos s

�
e1

�
�
�� cos2 s sin s+ �2 sin3 s

�
e2

+
�
� cos2 s+ � sin2 s

�2
cos se1

+
�
� cos2 s+ � sin2 s

�2
sin se2

bulunur. Buradan da

E3 =
�
�
�
�2 cos3 s+ �� sin2 s cos s

�

+
�
� cos2 s+ � sin2 s

�2
cos s

i
e1

�
��
�� cos2 s sin s+ �2 sin3 s

�

�
�
� cos2 s+ � sin2 s

�2
sin s

i
e2

(3.28)

elde edilir. Şimdi ortonormal çat¬y¬ oluşturabiliriz:

V1 =
E1
kE1k

=
X

kXk = X (3.29)

ve

V2 =
E2
kE2k

=
h(X;X)

kh(X;X)k (3.30)
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ve

V3 =
E3
kE3k

(3.31)

olacakt¬r. Burada �2(s) = hV 0
2 ; V3i oldu¼gundan V 0

2 ve V3 de¼gerlerini hesapla-

yacak olursak (3.24) ve (3.30) eşitlikleri gere¼gince

V 0
2 =

1

kh(X;X)k
erXh(X;X) =

1

kh(X;X)k(�Ah(X;X)X)

= � 1�
� cos2 s+ � sin2 s

�A(� cos2 s+� sin2 s)�X

= �
�
� cos2 s+ � sin2 s

�
�
� cos2 s+ � sin2 s

�A� (e1 cos s+ e2 sin s)

= �� cos se1 � � sin se2

(3.32)

olur. Böylece

�2(s) = hV 0
2 ; V3i =

1

kE3k
hV 0
2 ; E3i (3.33)

yaz¬l¬r ve bu eşitlikte gerekli olan hV 0
2 ; E3i de¼geri hesaplan¬rsa

hV 0
2 ; E3i = h�� cos se1 � � sin se2;

�
�
�
�2 cos3 s+ �� sin2 s cos s

�

+
�
� cos2 s+ � sin2 s

�2
cos s

i
e1

+
�
�
�
�� cos2 s sin s+ �2 sin3 s

�

+
�
� cos2 s+ � sin2 s

�2
sin s

i
e2

E

= �3 cos4 s+ �3 sin4 s

+�2� sin2 s cos2 s+ ��2 cos2 s sin2 s

�
�
� cos2 s+ � sin2 s

� �
� cos2 s+ � sin2 s

�2

(3.34)
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veya

hV 0
2 ; E3i = �3 cos4 s+ �3 sin4 s+ �2� sin2 s cos2 s

+��2 sin2 s cos2 s�
�
� cos2 s+ � sin2 s

�3

= �3 cos4 s+ �3 sin4 s+ �2� sin2 s cos2 s

+��2 sin2 s cos2 s� �3 cos6 s� 3�2 cos4 s� sin2 s

�3� cos2 s�2 sin4 s� �3 sin6 s

olur ve gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

hV 0
2 ; E3i = �3 cos4 s (1� cos2 s) + �3 sin4 s

�
1� sin2 s

�

+�2� sin2 s cos2 s (1� 3 cos2 s)

+��2 sin2 s cos2 s
�
1� 3 sin2 s

�

= �3 cos4 s sin2 s+ �3 sin4 s cos2 s

+�2� sin2 s cos2 s(sin2 s� 2 cos2 s)

+��2 sin2 s cos2 s
�
cos2 s� 2 sin2 s

�

= �3 cos4 s sin2 s+ �3 sin4 s cos2 s

+�2� sin4 s cos2 s� 2�2� sin2 s cos4 s

+��2 sin2 s cos4 s� 2��2 sin4 s cos2 s

= sin2 s cos4 s
�
�3 � 2�2�+ ��2

�

+cos2 s sin4 s
�
�3 � 2��2 + �2�

�

= � sin2 s cos4 s
�
�2 � 2��+ �2

�

+� cos2 s sin4 s
�
�2 � 2��+ �2

�



61

veya

hV 0
2 ; E3i = � sin2 s cos4 s (�� �)2 + � cos2 s sin4 s (�� �)2

=
�
� sin2 s cos4 s+ � cos2 s sin4 s

�
(�� �)2

= cos2 s sin2 s
�
� sin2 s+ � cos2 s

�
(�� �)2

(3.35)

elde edilir. Şimdi kE3k de¼gerini hesaplayal¬m.

kE3k2 =
Dh
�
�
�2 cos3 s+ �� sin2 s cos s

�
+
�
� cos2 s+ � sin2 s

�2
cos s

i
e1

+
h
�
�
�� cos2 s sin s+ �2 sin3 s

�
+
�
� cos2 s+ � sin2 s

�2
sin s

i
e2;

h
�
�
�2 cos3 s+ �� sin2 s cos s

�
+
�
� cos2 s+ � sin2 s

�2
cos s

i
e1

+
h
�
�
�� cos2 s sin s+ �2 sin3 s

�
+
�
� cos2 s+ � sin2 s

�2
sin s

i
e2

E

=
h
�
�
�2 cos3 s+ �� sin2 s cos s

�
+ cos s

�
� cos2 s+ � sin2 s

�2i2

+
h
�
�
�� cos2 s sin s+ �2 sin3 s

�
+ sin s

�
� cos2 s+ � sin2 s

�2i2

bulunur. Gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa,

kE3k2 =
h
�� cos s

�
� cos2 s+ � sin2 s

�
+ cos s

�
� cos2 s+ � sin2 s

�2i2

+
h
�� sin s

�
� cos2 s+ � sin2 s

�
+ sin s

�
� cos2 s+ � sin2 s

�2i

=
�
cos s

�
� cos2 s+ � sin2 s

� �
��+ � cos2 s+ � sin2 s

��2

+
�
sin s

�
� cos2 s+ � sin2 s

� �
��+ � cos2 s+ � sin2 s

��2

=
�
cos s

�
� cos2 s+ � sin2 s

� �
�(cos2 s� 1) + � sin2 s

��2

+
�
sin s

�
� cos2 s+ � sin2 s

� �
�
�
sin2 s� 1

�
+ � cos2 s

��2

=
�
cos s

�
� cos2 s+ � sin2 s

� �
�� sin2 s+ � sin2 s

��2

+
�
sin s

�
� cos2 s+ � sin2 s

�
(�� cos2 s+ � cos2 s)

�2
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veya

kE3k2 =
�
cos s sin2 s

�
� cos2 s+ � sin2 s

�
(�� �)

�2

+
�
sin s cos2 s

�
� cos2 s+ � sin2 s

�
(�� �)

�2

=
�
� cos2 s+ � sin2 s

�2
(�� �)2

�
cos2 s sin4 s+ cos4 s sin2 s

�

= (�� �)2 cos2 s sin2 s
�
� cos2 s+ � sin2 s

�2

elde edilir. Her iki taraf¬n karekökü al¬n¬rsa

kE3k = (�� �) cos s sin s
�
� cos2 s+ � sin2 s

�
(3.36)

bulunur. (3.33), (3.35) ve (3.36) eşitlikleri gere¼gince

�2(s) =
cos2 s sin2 s

�
� sin2 s+ � cos2 s

�
(�� �)2

(�� �) cos s sin s
�
� cos2 s+ � sin2 s

�

= (�� �) cos s sin s

(3.37)

elde edilir. (3.19) ve (3.37) eşitliklerince

�1(s) = � cos2 s+ � sin2 s

�2(s) = (�� �) cos s sin s
(3.38)

yaz¬l¬r. cs e¼grisinin rank¬ 4 oldu¼gundan Yard¬mc¬ Teorem 3.1.1 gere¼gince

c(s) = (r1 cos a1s; r1 sin a1s; r2 cos a2s; r2 sin a2s) (3.39)

şeklinde ifade edilebilir. Şimdi bu e¼grinin e¼grilikleri ile a1s ve a2s de¼gerleri

aras¬ndaki ili̧skiyi saptayal¬m. Öncelikle e¼grinin Gramm-Schmidt metodu

yard¬m¬yla ortonormal Frenet çat¬s¬n¬ oluştural¬m:

E1 = (�a1r1 sin a1s; a1r1 cos a1s;�a2r2 sin a2s; a2r2 cos a2s) (3.40)

ve

E2 = c00(s)� hc
00(s); E1i
hE1; E1i

E1 (3.41)
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olup,

c00(s) = � (a21r1 cos a1s; a21r1 sin a1s; a22r2 cos a2s; a22r2 sin a2s) (3.42)

oldu¼gundan

hc00(s); E1i = 0 (3.43)

olur ve (3.42) ve (3.43) de¼gerleri (3.41) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa,

E2 = (�a21r1 cos a1s;�a21r1 sin a1s;�a22r2 cos a2s;�a22r2 sin a2s) (3.44)

elde edilir. Böylece

E3 = c000(s)� hc
000(s); E1i
hE1; E1i

E1 �
hc000(s); E2i
hE2; E2i

E2 (3.45)

olur.

c000(s) = (a31r1 sin a1s;�a31r1 cos a1s; a32r2 sin a2s;�a32r2 cos a2s) (3.46)

oldu¼gundan
hc000(s); E1i
hE1; E1i

=
a41r

2
1 + a42r

2
2

a21r
2
1 + a22r

2
2

(3.47)

ve

hc000(s); E2i = 0 (3.48)

elde edilir. (3.46), (3.47) ve (3.48) eşitlikleri (3.45) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa,

E3 = (a31r1 sin a1s;�a31r1 cos a1s; a32r2 sin a2s;�a32r2 cos a2s)

+
a41r

2
1 + a42r

2
2

a21r
2
1 + a22r

2
2

(�a1r1 sin a1s; a1r1 cos a1s;

�a2r2 sin a2s; a2r2 cos a2s)
(3.49)

bulunur. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

E3 =

�
a1a

2
2r1r

2
2 (a

2
1 � a22)

a21r
2
1 + a22r

2
2

sin a1s;
a1a

2
2r1r

2
2 (a

2
2 � a21)

a21r
2
1 + a22r

2
2

cos a1s;

a21a2r
2
1r2 (a

2
2 � a21)

a21r
2
1 + a22r

2
2

sin a2s;
a21a2r

2
1r2 (a

2
1 � a22)

a21r
2
1 + a22r

2
2

cos a2s

� (3.50)
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elde edilir.

E4 = c(4)(s)�


c(4)(s); E1

�

hE1; E1i
E1 �



c(4)(s); E2

�

hE2; E2i
E2

�


c(4)(s); E3

�

hE3; E3i
E3

(3.51)

olup

c(4)(s) = (a41r1 cos a1s; a
4
1r1 sin a1s; a

4
2r2 cos a2s; a

4
2r2 sin a2s) (3.52)

olarak hesaplan¬r. Ayr¬ca



c(4)(s); E1

�
= 0 ve



c(4)(s); E3

�
= 0 (3.53)

ve 

c(4)(s); E2

�

hE2; E2i
=

a61r
2
1 + a62r

2
2

a41r
2
1 + a42r

2
2

(3.54)

olur. (3.52), (3.53) ve (3.54) eşitlikleri (3.51) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

E4 = (a41r1 cos a1s; a
4
1r1 sin a1s; a

4
2r2 cos a2s; a

4
2r2 sin a2s)

+
a61r

2
1 + a62r

2
2

a41r
2
1 + a42r

2
2

(�a21r1 cos a1s;�a21r1 sin a1s;

�a21r2 cos a2s;�a21r2 sin a2s)

(3.55)

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

E4 =

�
a21a

4
2r1r

2
2 (a

2
1 � a22)

a41r
2
1 + a42r

2
2

cos a1s;
a21a

4
2r1r

2
2 (a

2
1 � a22)

a41r
2
1 + a42r

2
2

sin a1s;

a41a
2
2r
2
1r2 (a

2
2 � a21)

a41r
2
1 + a42r

2
2

cos a2s;
a41a

2
2r
2
1r2 (a

2
2 � a21)

a41r
2
1 + a42r

2
2

sin a2s

� (3.56)

bulunur. (3.40) ve (3.44) eşitlikleri gere¼gince

kE1k =
p
a21r

2
1 + a22r

2
2 ve kE2k =

p
a41r

2
1 + a42r

2
2

(3.57)

elde edilir. (3.50) eşitli¼gi gere¼gince

kE3k =

s�
a1a

2
2r1r

2
2 (a

2
1 � a22)

a21r
2
1 + a22r

2
2

�2
+

�
a21a2r

2
1r2 (a

2
1 � a22)

a21r
2
1 + a22r

2
2

�2

=
a1a2r1r2 (a

2
1 � a22)p

a21r
2
1 + a22r

2
2

(3.58)
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olarak hesaplan¬r. (3.56) eşitli¼gi gere¼gince

kE4k =

s�
a21a

4
2r1r

2
2 (a

2
1 � a22)

a41r
2
1 + a42r

2
2

�2
+

�
a41a

2
2r
2
1r2 (a

2
2 � a21)

a41r
2
1 + a42r

2
2

�2

=
(a21 � a22) a

2
1a
2
2r1r2p

a41r
2
1 + a42r

2
2

(3.59)

olarak bulunur. (3.40) ve (3.57) eşitlikleri gere¼gince

V1 =
(�a1r1 sin a1s; a1r1 cos a1s;�a2r2 sin a2s; a2r2 cos a2s)p

a21r
2
1 + a22r

2
2

(3.60)

olur. (3.44) ve (3.57) eşitlikleri gere¼gince

V2 =
(�a21r1 cos a1s;�a21r1 sin a1s;�a22r2 cos a2s;�a22r2 sin a2s)p

a41r
2
1 + a42r

2
2

(3.61)

ve (3.50) ve (3.58) eşitlikleri gere¼gince

V3 =
(a2r2 sin a1s;�a2r2 cos a1s;�a1r1 sin a2s; a1r1 cos a2s)p

a21r
2
1 + a22r

2
2

(3.62)

olarak hesaplan¬r. (3.56) ve (3.59) eşitlikleri gere¼gince

V4 =
(a22r2 cos a1s; a

2
2r2 sin a1s;�a21r1 cos a2s;�a1r1 sin a2s)p

a41r
2
1 + a42r

2
2

(3.63)

şeklinde elde edilir. (3.60) eşitli¼gi gere¼gince

V 0
1 =

(�a21r1 cos a1s;�a21r1 sin a1s;�a22r2 cos a2s;�a22r2 sin a2s)p
a21r

2
1 + a22r

2
2

(3.64)

olur. (3.61) eşitli¼gi gere¼gince

V 0
2 =

(a31r1 sin a1s;�a31r1 cos a1s; a32r2 sin a2s;�a32r2 cos a2s)p
a41r

2
1 + a42r

2
2

(3.65)

elde edilir. (3.62) eşitli¼gi gere¼gince

V 0
3 =

1p
a21r

2
1 + a22r

2
2

(a1a2r2 cos a1s; a1a2r2 sin a1s;

�a1a2r1 cos a2s;�a1a2r1 sin a2s)
(3.66)

bulunur. (3.61) ve (3.64) eşitlikleri gere¼gince,

�1(s) = hV 0

1 ; V2i =
a41r

2
1 + a42r

2
2p

(a21r
2
1 + a22r

2
2) (a

4
1r
2
1 + a42r

2
2)

(3.67)
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ve (3.62) ve (3.65) eşitlikleri gere¼gince

�2(s) = hV 0

2 ; V3i =
a31a2r1r2 � a1a

3
2r1r2p

(a21r
2
1 + a22r

2
2) (a

4
1r
2
1 + a42r

2
2)

(3.68)

elde edilir. (3.63) ve (3.66) eşitlikleri gere¼gince

�3(s) = hV 0

3 ; V4i =
a1a

3
2r
2
2 + a31a2r

2
1p

(a21r
2
1 + a22r

2
2) (a

4
1r
2
1 + a42r

2
2)

(3.69)

olarak hesaplan¬r. (3.67), (3.68) ve (3.69) eşitlikleri gere¼gince

�21(s) + �22(s) + �23(s) =
(a41r

2
1 + a42r

2
2)
2

(a21r
2
1 + a22r

2
2) (a

4
1r
2
1 + a42r

2
2)

+
(a31a2r1r2 � a1a

3
2r1r2)

2

(a21r
2
1 + a22r

2
2) (a

4
1r
2
1 + a42r

2
2)

+
(a1a

3
2r
2
2 + a31a2r

2
1)
2

(a21r
2
1 + a22r

2
2) (a

4
1r
2
1 + a42r

2
2)

=
a81r

4
1 + 2a

4
1r
2
1a
4
2r
2
2 + a82r

4
2 + a61a

2
2r
2
1r
2
2

(a21r
2
1 + a22r

2
2) (a

4
1r
2
1 + a42r

2
2)

+
�2a41a42r21r22 + a21a

6
2r
2
1r
2
2

(a21r
2
1 + a22r

2
2) (a

4
1r
2
1 + a42r

2
2)

+
a21a

6
2r
4
2 + 2a

4
1a
4
2r
2
1r
2
2 + a61a

2
2r
4
1

(a21r
2
1 + a22r

2
2) (a

4
1r
2
1 + a42r

2
2)

veya

�21(s) + �22(s) + �23(s) =
a81r

4
1 + a82r

4
2 + a61a

2
2r
2
1r
2
2 + a21a

6
2r
2
1r
2
2

(a21r
2
1 + a22r

2
2) (a

4
1r
2
1 + a42r

2
2)

+
a21a

6
2r
4
2 + 2a

4
1a
4
2r
2
1r
2
2 + a61a

2
2r
4
1

(a21r
2
1 + a22r

2
2) (a

4
1r
2
1 + a42r

2
2)

=
a61r

4
1 (a

2
1 + a22) + a62r

4
2 (a

2
1 + a22)

(a21r
2
1 + a22r

2
2) (a

4
1r
2
1 + a42r

2
2)

+
a21a

2
2r
2
1r
2
2 (a

4
1 + a42 + 2a

2
1a
2
2)

(a21r
2
1 + a22r

2
2) (a

4
1r
2
1 + a42r

2
2)

=
(a61r

4
1 + a62r

4
2) (a

2
1 + a22)

(a21r
2
1 + a22r

2
2) (a

4
1r
2
1 + a42r

2
2)

+
a21a

2
2r
2
1r
2
2 (a

2
1 + a22)

2

(a21r
2
1 + a22r

2
2) (a

4
1r
2
1 + a42r

2
2)

=
(a21 + a22) (a

2
1r
2
1 + a22r

2
2) (a

4
1r
2
1 + a42r

2
2)

(a21r
2
1 + a22r

2
2) (a

4
1r
2
1 + a42r

2
2)

(3.70)



67

olur. (3.70) eşitli¼ginde gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa,

�21(s) + �22(s) + �23(s) = a21(s) + a22(s) (3.71)

elde edilir. Birinci ve üçüncü e¼grilikler kullan¬l¬rsa,

�21(s)�
2
3(s) =

(a41r
2
1 + a42r

2
2)
2

(a21r
2
1 + a22r

2
2) (a

4
1r
2
1 + a42r

2
2)

� (a1a
3
2r
2
2 + a31a2r

2
1)
2

(a21r
2
1 + a22r

2
2) (a

4
1r
2
1 + a42r

2
2)

=
(a41r

2
1 + a42r

2
2)
2
(a1a

3
2r
2
2 + a31a2r

2
1)
2

(a21r
2
1 + a22r

2
2)
2
(a41r

2
1 + a42r

2
2)
2

=

�
a1a

3
2r
2
2 + a31a2r

2
1

a21r
2
1 + a22r

2
2

�2

=

�
a1a2 (a

2
2r
2
2 + a21r

2
1)

(a21r
2
1 + a22r

2
2)

�2

= a21(s)a
2
2(s)

(3.72)

olarak hesaplan¬r. (3.72) eşitli¼ginde �23(s) yaln¬z b¬rak¬l¬r ve (3.71) eşitli¼ginde

yerine yaz¬l¬rsa,

�21(s) + �22(s) + a21(s)a
2
2(s)�

�2
1 (s) = a21(s) + a22(s) (3.73)

bulunur. (3.12) eşitli¼gi gere¼gince a1(s) ve a2(s) fonksiyonlar¬
2�

L
nin tamsay¬

çarp¬mlar¬d¬r ve bu nedenle sabitlerdir. C1; C2 2 R olmak üzere
a21(s)a

2
2(s) = C1 ve a21(s) + a22(s) = C2 olsun. (3.38) ve (3.73) eşitlikleri

kullan¬l¬rsa

C2 = �2 cos4 s+ 2�� cos2 s sin2 s+ �2 cos2 s sin2 s

�2�� cos2 s sin2 s+ �2 cos2 s sin2 s+ C1
�
� cos2 s+ � sin2 s

��2

= �2 cos2 s
�
cos2 s+ sin2 s

�
+ �2 sin2 s

�
cos2 s+ sin2 s

�

+C1
�
� cos2 s+ � sin2 s

��2

= �2 cos2 s+ �2 sin2 s+ C1
�
� cos2 s+ � sin2 s

��2

(3.74)
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elde edilir. (3.74) eşitli¼ginde her iki taraf¬n türevi al¬n¬rsa

0 = �22 cos s (� sin s) + �22 sin s cos s� 2C1
�
� cos2 s+ � sin2 s

��3

� (2� cos s (� sin s) + �2 sin s cos s)

= sin 2s
�
�2 � �2

�
� 2C1

�
� cos2 s+ � sin2 s

��3
(�� �) sin 2s

= (�� �) sin 2s
�
�+ �� 2C1

�
� cos2 s+ � sin2 s

��3�

(3.75)

s 2
�
0;
�

2

�
ve � 6= � oldu¼gundan, (3.75) eşitli¼gi gere¼gince

0 = �+ �� 2C1
�
� cos2 s+ � sin2 s

��3

ve

(�+ �)
�
� cos2 s+ � sin2 s

�3
= 2C1 (3.76)

olur. (3.76) eşitli¼ginde her iki taraf¬n türevi al¬n¬rsa

3 (�+ �)
�
� cos2 s+ � sin2 s

�2
(�2� cos s sin s+ 2� sin s cos s) = 0

bulunur. Böylece

(�+ �)
�
� cos2 s+ � sin2 s

�2
(�� �) sin 2s = 0 (3.77)

elde edilir. (3.77) eşitli¼ginde (�+ �) > 0;
�
� cos2 s+ � sin2 s

�2
> 0 ve

sin 2s 6= 0 oldu¼gundan �� � = 0 yani

� = �

bulunur ki bu � < � olmas¬ ile çeli̧sir. Bu nedenle A� farkl¬ iki özde¼gere sahip

olamaz.

3.4 Baz¬ W-E¼grilerinin Rank¬

Bu kesimde parametrik denklemleriyle verilen baz¬ e¼grilerinW�e¼grileri olduk-
lar¬ ve ranklar¬ incelenmi̧stir.
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Örnek 3.4.1: c e¼grisi R3 te (x0; y0; z0) noktas¬ndan geçen ve (u1; u2; u3)

vektörüne paralel bir do¼gru olsun. t 2 R olmak üzere bu e¼grinin parametrik
denklemi

c(t) = (x0 + tu1; y0 + tu2; z0 + tu3)

eşitli¼gi ile verilir. c e¼grisi için

c0(t) = (u1; u2; u3)

c00(t) = (0; 0; 0)

eşitlikleri elde edilir. Böylece fc0(t); c00(t)g cümlesi lineer ba¼g¬ml¬ olur. Do¼gru-
lar¬n birinci e¼grilikleri s¬f¬r ve sabit oldu¼gundan Tan¬m 2.2.11 gere¼gince c e¼grisi

rank¬ 1 olan W�e¼grisidir.

Örnek 3.4.2: c e¼grisi, E3 Öklid uzay¬nda r yar¬çapl¬, (0; 0; 0) merkezli

bir çemberin denklemi

c(t) = r (cos t; sin t; 0)

eşitli¼gi ile verilsin. c e¼grisi için

c0 (t) = r (� sin t; cos t; 0)
c00 (t) = r (� cos t;� sin t; 0)
c000 (t) = r (sin t;� cos t; 0)

eşitlikleri elde edilir. Böylece fc0 (t) ; c00 (t) ; c000 (t)g cümlesi lineer ba¼g¬ml¬
olur. c e¼grisi için birinci e¼grilik

�1(s) =
1

r

eşitli¼gi ile verildi¼gi için �1(s) de¼geri sabittir. Tan¬m 2.2.11 gere¼gince c e¼grisi

rank¬ 2 olan bir W�e¼grisidir.
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Örnek 3.4.3: a 2 R+; b 2 R ve t 2 [0; 2�] olmak üzere helis e¼grisinin
parametrik denklemi

c (t) = (a cos t; a sin t; bt)

eşitli¼gi ile verilsin. c e¼grisi için

c0 (t) = (�a sin t; a cos t; b)
c00 (t) = a (� cos t;� sin t; 0)
c000 (t) = a (sin t;� cos t; 0)
c(4) (t) = a (cos t; sin t; 0)

eşitlikleri elde edilir. Böylece
�
c0 (t) ; c00 (t) ; c000(t); c(4) (t)

	
cümlesi lineer

ba¼g¬ml¬ olur. Helis e¼grisi için birinci ve ikinci e¼grilikler

�1(s) =
a

a2 + b2
; �2(s) =

b

a2 + b2

eşitlikleri ile verilidi¼gi için �1(s) ve �2(s) de¼gerleri sabittir. Tan¬m 2.2.11

gere¼gince c e¼grisi, rank¬ 3 olan bir W�e¼grisidir.
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BÖLÜM 4

BAS·IT JEODEZ·IKL·I YÜZEYLER

Bu bölümde (Kim and Lee, 1993) makalesi esas al¬nmak suretiyle he-

likal yüzeylerin jeodezikleri ile Blaschke manifoldunun karakterizasyonu ifade

edilmi̧stir. Jeodezikleri W�e¼grileri olan kompakt ve tam irtibatl¬ yüzeylerin
E
4 uzay¬ndaki kaŗs¬l¬klar¬ ve karakterizasyonlar¬ incelenmi̧stir.

Öncelikle baz¬ hat¬rlatmalar¬ yapal¬m. M yüzeyir Riemann koneksiyonu
ile bir Riemann manifoldu ve  : I !M bir e¼gri olmak üzere

0(s) = T1(s)

birim te¼get vektör olsun. Böylece

�1 = krT1T1k

eşitli¼gi ile verilir. E¼ger �1; I üzerinde s¬f¬rsa  e¼grisinin rank¬ 1 olarak ad-

land¬r¬l¬r. E¼ger �1 s¬f¬rdan farkl¬ysa T2 birim normal vektörü

I1 = fs 2 I : �1(s) 6= 0g

üzerinde

rT1T1 = �1T2

olacak şekilde tan¬mlan¬r. Böylece

�2 = krT1T2 + �1T1k

eşitli¼gi ile verilir. E¼ger �2; I1 aral¬¼g¬ üzerinde s¬f¬r ise  e¼grisinin rank¬n¬n 2

oldu¼gu söylenir. E¼ger �2 s¬f¬rdan farkl¬ysa T3 binormal vektörü

rT1T2 = ��1T1 + �2T3
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olacak şekilde tan¬mlan¬r. Genel olarak

�d = krT1Td + �d�1Td�1k

şeklinde tan¬mlan¬r ve e¼ger

Id�1 = fs 2 I : �d�1 6= 0g

aral¬¼g¬ üzerinde �d s¬f¬ra eşitse  e¼grisinin rank¬n¬n d oldu¼gu söylenir. E¼ger

 e¼grisinin rank¬ d ise Id�1 aral¬¼g¬ üzerinde

A =

2
6666666666664

0 ��1 0 0 ::: 0

�1 0 ��2 0 ::: 0

0 �2 0 0 ::: 0

:::

0 0 0 ::: 0 ��d�1
0 0 0 ::: �d�1 0

3
7777777777775

olmak üzere

rT1 (T1; T2; :::; Td) = (T1; T2; :::; Td)A

şeklinde yaz¬l¬r. Burada fT1; T2; :::; Tdg ve �1; �2; :::; �d s¬ras¬yla  e¼grisinin
Frenet çat¬s¬ ve Frenet e¼grilikleri olarak adland¬r¬l¬r. Em; er Riemann konek-

siyonu ile m�boyutlu Öklidyen uzay olsun. c : I � R! E
m regüler bir e¼gri

yani her t 2 I için c0(t) 6= 0 olsun. E¼ger her t 2 I için

c
0

(t) ^ c00(t) ^ ::: ^ c(d)(t) 6= 0

oldu¼gunda

c
0

(t) ^ c00(t) ^ ::: ^ c(d+1)(t) = 0

oluyor ve

�1; �2; :::; �d�1 : I ! R
+

Frenet e¼grilikleri c e¼grisi boyunca sabit kal¬yorsa, c e¼grisine d rank¬na sahip

bir W�e¼grisi denir.
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4.1 Helikal Yüzey ve Blaschke Manifoldu

Bu kesimde E4 uzay¬nda kompakt irtibatl¬ helikal bir M yüzeyinin jeodezik-

lerinin düzlemsel olma şart¬n¬ veren ve Blaschke manifoldunu karakterize eden

teoremler incelenmi̧stir.

Yard¬mc¬ Teorem 4.1.1: M yüzeyi, E4 uzay¬nda kompakt irtibatl¬ bir

yüzey ve p 2M noktas¬nda helikal olsun. Bu durumda p noktas¬ndan geçen

her jeodezik düzlemseldir.

·Ispat: X; Y 2 ToM olmak üzere (Imh)o ; h(X; Y ) taraf¬ndan gerilen O

noktas¬ndaki birinci normal uzay

(Imh)o = fh(X; Y ) : X; Y 2 ToMg

olmak üzere boy (Imh)o = 1 yani ToM uzay¬n¬n fe1; e2g ortonormal baz¬ için

h (e1; e2) = 0

olsun. Böylece O noktas¬ M yüzeyinin bir umbilik noktas¬d¬r.  e¼grisi O

noktas¬ndan geçen bir jeodezik ve

(0) = 0 ve 0(s) = T

olsun. O zaman X;Y 2 TM ve � 2 T?M olmak üzere Yard¬mc¬ Teorem

3.2.2 ye benzer şekilde

00(s) = h(T; T )

000(s) = �Ah(T;T )T +
�
rTh

�
(T; T )


(4)
(s) = �

�
rTA

�
h(T;T )

T � h(T;Ah(T;T )T )

�2A(rT h)(T;T )T +
�
r?

T h
�
(T; T )

eşitlikleri elde edilir. Burada şekil operatörünün kovaryant türevi

�
rTA

�
�
Y = rX (A�Y )� Ar?

X
�Y � A�rXY
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eşitli¼gi ile verilir.  e¼grisinin düzlemsel oldu¼gunu ispatlamak için, T (0) = t

olmak üzere
�
rth

�
(t; t) = 0

oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Kabul edelim ki
�
rth

�
(t; t) 6= 0 olsun. �1;

 e¼grisinin birinci Frenet e¼grili¼gi ve �;  e¼grisi boyunca birim normal vektör

alan¬ olmak üzere

h(T; T ) = �1�

olsun. Asl¬nda �; O noktas¬ndaki H ortalama e¼grilik vektörü yönündedir.

Böylece �1 sabit ve  e¼grisi boyunca


�
rTh

�
(T; T ); h(T; T )

�
= 0

yaz¬l¬r. t? vektörü, t vektörüne dik olmak üzere

h(t; t?) = 0

oldu¼gundan
�
rtA

�
h(T;T )

t = 0

elde edilir. Di¼ger taraftan

�1 = hh(T; T ); h(T; T )i =


Ah(T;T )T; T

�

olur.  jeodezik oldu¼gundan bu denklemin  jeodezi¼gi boyunca kovaryant

türevi yard¬m¬yla D�
rTA

�
h(T;T )

T; T
E
= 0

elde edilir. �1 6= 0 iken
D�
rtA

�
�
t; t
E
= 0

elde edilir. Bu herhangi bir yön için sa¼glan¬rken linerizasyon ve Tan¬m 2.5.19

kullan¬l¬rsa
�
rA

�
�
= 0
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olur. O zaman  e¼grisinin türevleri

0(s) = t

00(s) = h(t; t)

000(s) = �Ah(t;t)t+
�
rth

�
(t; t)


(4)
(s) = �h(Ah(t;t)t; t) +r?

t

��
rth

�
(T; T )

�

olarak hesaplan¬r. Ayr¬ca  e¼grisinin e¼grilikleri sabittir. Böylece

h00(0); 000(0)i = 0

ve


000(0); (4)(0)

�
= 0

eşitlikleri yaz¬l¬r. (4)(0); M yüzeyine normal bir vektör oldu¼gundan

00(0) ^ (4)(0) = 0

olur. Böylece  e¼grisinin rank¬ 3 olarak ifade edilir. Fakat M kompakt

oldu¼gundan  e¼grisi kapal¬d¬r ve bu durum Yard¬mc¬ Teorem 3.1.1 ile çeli̧sir.

O zaman
�
rth

�
(t; t) = 0 d¬r. Bu durumda, e¼grilik sabit ve  e¼grisi boyunca

�
rTh

�
(T; T ) = 0

bulunur. Kabul edelim ki

boy (Imh)o = 2

olsun. O zaman

h(e1; e2) 6= 0

olan ToM uzay¬n¬n fe1; e2g ortonormal bir baz¬ vard¬r. M; O noktas¬nda

izotropiktir. Yard¬mc¬ Teorem 2.2.26 gere¼gince

hh(e1; e1); h(e1; e2)i = 0
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ve

hh(e2; e2); h(e1; e2)i = 0

yaz¬l¬r. Böylece h(e1; e1)?h(e1; e2) ve h(e2; e2)?h(e1; e2) şeklinde dik olurlar.
boy (Imh)o = 2 oldu¼gundan h(e1; e1); h(e2; e2) 2 (Imh)o ve böylece h(e1; e1)
ve h(e2; e2) lineer ba¼g¬ml¬ olur. Böylece

h (e1; e1) ^ h(e2; e2) = 0

elde edilir. O zaman

kh (e1; e1)k = kh(e2; e2)k

ve

h (e1; e1) = �h(e2; e2)

olur ve O noktas¬ndaki ortalama e¼grilik vektörü H kaybolur. UoM uzay¬ O

noktas¬nda birim tanjant uzay olmak üzere t 2M için

�
rth

�
(t; t) 6= 0

olsun. 1 jeodezi¼gini

1(0) = 0 ve 
0

1(0) =
e1 + e2p

2

olarak düşünelim. 1 sabit Frenet e¼grili¼gine sahiptir ve


�
rT1h

�
(T1; T1) ; h (T1; T1)

�
= 0

olur. Böylece

T1 =
d1
ds

ve O noktas¬ndaki ortalama e¼grilik vektörü s¬f¬r olur. Gerekli hesaplamalar

yap¬l¬rsa


�
re1h

�
(e1; e1) ; h (e1; e1)

�
+ 3


�
re1h

�
(e1; e2) ; h (e1; e2)

�

+3

�
re1h

�
(e2; e2) ; h (e1; e2)

�
+

�
re2h

�
(e2; e2) ; h (e1; e2)

�
= 0

(4.1)
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bulunur. Di¼ger 2 jeodezi¼gini

2(0) = 0 ve 
0

2(0) =
e1 � e2p

2

gibi düşünelim.

�
rT2h

�
(T2; T2) ; h (T2; T2)

�
= 0

öyle ki 
0

2(s) = T2 yaz¬l¬r. Bu ise

�

�
re1h

�
(e1; e1) ; h (e1; e1)

�
+ 3


�
re1h

�
(e1; e2) ; h (e1; e2)

�

�3

�
re1h

�
(e2; e2) ; h (e1; e2)

�
+

�
re2h

�
(e2; e2) ; h (e1; e2)

�
= 0

(4.2)

olmas¬n¬ gerektirir. (4.1) ve (4.2) birlikte kullan¬l¬rsa

3

�
re1h

�
(e2; e2) ; h (e1; e2)

�
+

�
re2h

�
(e2; e2) ; h (e1; e2)

�
= 0 (4.3)

elde edilir. Di¼ger taraftan O noktas¬ndaki jeodezikler ayn¬ sabit e¼griliklere

sahiptir,

�
rh
�
(X;X;X) ;

�
rh
�
(X;X;X)

�
= 0

eşitli¼gi X birim vektörünün seçiminden ba¼g¬ms¬zd¬r. Yard¬mc¬ Teorem 2.2.26

gere¼gince her birim X vektörü veM yüzeyine te¼get olan her X vektörüne dik

olan X? için


�
rh
�
(X;X;X) ;

�
rh
� �
X;X;X?

��
= 0

olur. Yani
�
rh
�
(e1; e1; e1)?

�
rh
�
(e1; e1; e2)

ve
�
rh
�
(e1; e1; e1)?h (e1; e2)

elde edilir. O zaman (4.3) eşitli¼gi


�
re2h

�
(e2; e2) ; h (e1; e2)

�
= 0
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olmas¬n¬ gerektirir. Böylece

�
re2h

�
(e2; e2) ^ h (e1; e2) = 0

ve
�
re2h

�
(e2; e2) = 0

elde edilir. Fakat bu t 2 UoM için

�
rth

�
(t; t) 6= 0

olmas¬yla çeli̧sir. Böylece her t 2 UoM için

�
rth

�
(t; t) = 0

olur. O noktas¬ndan geçen her jeodezik düzlemseldir ve böylece ispat tamam-

lanm¬̧s olur.

Teorem 4.1.2: M bir Riemann manifoldu ve p 2M olsun. M manifoldu

p noktas¬nda Blaschke manifoldudur ancak ve ancak C(p) küreseldir.

·Ispat: M manifoldu bir p noktas¬nda Blaschke manifoldu olsun. q nok-

tas¬ C(p) cümlesinin eleman¬ ise �(p; q) uzay¬n¬n boyutu k � 1 olup sabittir.
Cut-locus C(p)M manifoldunun d�k boyutlu altmanifoldudur ve C(p) cüm-
lesindeki her q için

�(p; q) = UqM \ (TqC(p))?

yaz¬l¬r. Bununla birlikte M manifoldu Yard¬mc¬ Teorem 2.2.31 gere¼gince bir

SLpl manifoldudur ve sonuç olarak Cut locus C(p);
l

2
uzakl¬¼g¬nda küreseldir.

M Riemann manifoldu, verilen bir p 2M noktas¬nda küresel cut-locusa sahip

olsun. C(p) manifoldundaki bir q noktas¬ için �(q) = �(p; q) notasyonu

kullan¬ls¬n ve u 2 TM için

v(u) =
u

kuk
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olsun.

Şekil 4.1. Cut noktalar¬

q 2 C(p) için UqM uzay¬ndaki v vektörlerinin cümlesi N(q) olmak üzere

lim
i!1

r(i) = q

ve

v = lim
i!1

v(exp�1q (r(i)))

olacak şekilde bir (r(i))i2N dizisi vard¬r. Böylece

N(q) = UqM \ TqC(p)

olmas¬ndan hareketle �(q) ve N(q) cümlelerinin, UqM uzay¬n¬n ortogonal

kompleman uzay¬n¬n büyük küreleri oldu¼gunu göstermeliyiz. Bu sonuca C(p)

manifoldu küresel oldu¼gu için, �(q) ve N(q) kümeleri üzerindeki sürekli du-

rumlar¬n türetilmesi yoluyla ulaş¬l¬r. q 2 C(p) olmak üzere %(p; q) ifadesini
�

2
olacak şekilde normalize edelim. Teorem 2.4.31 gere¼gince her u0 2 �(q) ve

u00 2 N(q) için

hu0; u00i � 0
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elde edilir. Şimdi �(q) cümlesinin büyük küre oldu¼gunu ispatlamal¬y¬z.

Yard¬mc¬ Teorem 2.4.38 gere¼gince her u 2 �(q) vektörü için �u 2 �(q)

oldu¼gunu göstermek yeter. Bunu tümevar¬mla ilk ad¬m¬ izleyerek yapar¬z.

Yard¬mc¬ Teorem 2.4.38 gere¼gince �u0 ile beraber u0 2 �(q) vektörü bulunur.

�1(q) = �(q) \ u?0

olsun. �u1 ile beraber �1(q) cümlesinde bulunan bir u1 vektörünün varl¬¼g¬n¬
göstermeliyiz. Kabul edelim ki her u 2 �1(q) vektörü için �u =2 �1(q) ol-
sun. �1(q) konveks kümesi, aç¬k bir yar¬küre taraf¬ndan kapsanan UqM \u?0
kümesinin (d�2)�boyutlu bir kümesidir. u vektörünü bu yar¬kürenin güney
kutbu olarak adland¬ral¬m ve u = �u0 + �u00; � � 0 ve u0 2 �(q) olmak üzere
Yard¬mc¬ Teorem 2.4.37 yi uygulayal¬m. Yard¬mc¬ Teorem 2.4.38 gere¼gince

büyük yar¬ çember, �(q) cümlesinde yatan u0;�u0 ve u0 vektörleri ile u0 ve
u?0 vektörlerinin kesi̧simi yard¬m¬yla tan¬ml¬d¬r ki bu çeli̧skidir.

4.2 Basit Jeodezikli Yüzeyler

Bu kesimde tam ve kompakt irtibatl¬ yüzeylere ait baz¬ karakterizasyonlar

üzerinde durulmuştur.

X : M ! E
4 izometrik immersiyonu ile E4 uzay¬nda M yüzeyi bir Rie-

mann yüzeyi olsun. Şöyle bir özellik tan¬mlans¬n:

(F) : M yüzeyinin öyle bir p noktas¬ vard¬r ki bu noktadan geçen her

jeodezik, E4 uzay¬nda bir W�e¼grisidir.
M yüzeyi kompakt irtibatl¬ bir yüzey olsun. Genelli¼gi bozmadan p noktas¬n¬

E
4 uzay¬n¬n o orijini kabul edebiliriz. M yüzeyinin (F) özelli¼gini sa¼glad¬¼g¬n¬

kabul edelim. Bu durumda aşa¼g¬daki yard¬mc¬ teorem verilebilir.
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Yard¬mc¬ Teorem 4.2.1: M; E4 uzay¬nda kompakt irtibatl¬ yüzey olsun.

Kabul edelim ki O noktas¬ndan geçen periyodik olmayan bir  jeodezi¼gi var

olsun. O zaman M yüzeyi

S1(a)� S1(b) � E
4

standart torusuna izometriktir.

·Ispat: X :M ! E
4 izometrik immersiyon olsun. Kabul edelim ki O nok-

tas¬ndan geçen jeodezikler periyodik olmas¬n. Bu durumda Yard¬mc¬ Teorem

3.1.1 gere¼gince bu e¼griler rank¬ 4 olan W�e¼grileri olur. Teorem 3.3.2 (1) de

yap¬lanlara benzer bir yöntemle M yüzeyinde al¬nan bir aç¬k U cümlesi için

X(U) � T olur. U cümlesinden geçen her jeodezi¼gin T torusunda içerilen

bir görüntüsü olmas¬ sebebiyle X(M) � T elde edilir ve böylece M yüzeyi

S1(a)� S1(b) � E4 standart torusuna izometrik olur.

Yard¬mc¬ Teorem 4.2.2: M; E4 uzay¬nda kompakt irtibatl¬ yüzey ol-

sun. M yüzeyi O noktas¬nda helikaldir ancak ve ancak O noktas¬ndan geçen

her jeodezik periyodik W�e¼grisidir.

Teorem 4.2.3: M yüzeyi E3 uzay¬nda tam irtibatl¬ bir yüzey olsun. M

yüzeyi (F) özelli¼gini sa¼glar ancak ve ancak M yüzeyi standart küre veya E2

düzlemidir.

·Ispat: Kabul edelim ki M yüzeyi (F) özelli¼gini sa¼glas¬n. Yard¬mc¬

Teorem 2.2.25 gere¼gince M yüzeyi p noktas¬nda izotropik olur. Bu durumda

p noktas¬ umbilik nokta olur. p noktas¬ndan geçen bir  jeodezi¼gi alal¬m.

 e¼grisinin rank¬ 1 olsun. Bu durumda M yüzeyi E3 uzay¬nda E2 düzlemi

olur.  e¼grisinin rank¬ 2 olsun. Bu durumda tüm jeodezikler ayn¬ yar¬çap ve

merkeze sahip çemberler olur. Böylece M yüzeyi standart küre olur. Kabul
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edelim ki  e¼grisinin rank¬ 3 olsun.  e¼grisinin yay uzunlu¼guyla parametre-

lendirildi¼gini farzedelim. 0(s) = T olsun. (3.4) eşitliklerine benzer şekilde

00(s) = h(T; T ) ve 000(s) = �Ah(T;T )T +
�
rTh

�
(T; T ) elde edilir.  e¼grisinin

rank¬ 3 oldu¼gundan

0(s) ^ 00(s) ^ 000(s) 6= 0

yaz¬l¬r. Bu durumda

(T ^ h(T; T )) ^
�
-Ah(T;T )T+

�
rTh

�
(T; T )

�
= (T ^ h(T; T )) ^

�
-Ah(T;T )T

�

+ (T ^ h(T; T )) ^
�
rTh

�
(T; T )

olur. h(T; T ) ve
�
rTh

�
(T; T ) ifadeleri lineer ba¼g¬ml¬ oldu¼gundan

h(T; T ) ^
�
rTh

�
(T; T ) = 0

bulunur. Böylece  e¼grisi boyunca

T ^ h(T; T ) ^ Ah(T;T )T 6= 0

ve

T ^ Ah(T;T )T 6= 0

elde edilir. M yüzeyi izotropik oldu¼gundan Yard¬mc¬ Teorem 2.2.26 gere¼gince

t = T (0) ve (0) = p olmak üzere



h(t; t); h(t; t?)

�
= 0

olur. Böylece Ah(t;t)t?t? ve

Ah(t;t)t ^ t = 0

elde edilir. Bu durum kabulümüz ile çeli̧sece¼ginden böyle bir durum söz

konusu de¼gildir. TersineM yüzeyi standart küre veya bir düzlem olursa (F)

özelli¼gini sa¼glad¬¼g¬ aç¬kt¬r.
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Teorem 4.2.4: M; E4 uzay¬nda kompakt irtibatl¬ bir yüzey olsun. M

yüzeyi (F) özelli¼gini sa¼glar ancak ve ancak M; S1(a)� S1(b) � E4 standart
torusudur veya E3 uzay¬nda standart küredir veya

X(s; �) =
1

�
(sin�s cos �; sin�s sin �; (1� cos�s) cos 2�; (1� cos�s) sin 2�)

formunda O 2 E4 noktas¬nda Blaschke yüzeyidir öyle ki burada �; O nok-

tas¬ndan geçen jeodeziklerin Frenet e¼grili¼gidir.

·Ispat: Kabul edelim ki M yüzeyi (F) özelli¼gini sa¼glas¬n.  e¼grisi O

noktas¬ndan geçen bir W�e¼grisi olsun. M kompakt oldu¼gundan  e¼grileri

kapal¬ jeodeziklerden oluşur. Yard¬mc¬ Teorem 2.2.15 ve Yard¬mc¬ Teorem

3.1.1 gere¼gince  e¼grisinin rank¬ çift olur.  e¼grisinin rank¬ 2 olsun. Örnek

3.4.2 dikkate al¬n¬rsa  e¼grisi bir çemberdir. Böylece M yüzeyi E3 uzay¬nda

bir küre olur.  e¼grisinin rank¬ 4 olsun. Teorem 3.3.2 (1) gere¼ginceM yüzeyi

standart torus olur. Ayr¬ca Teorem 2.2.27 gere¼gince M yüzeyi

X(s; �) =
1

�
(sin�s cos �; sin�s sin �; (1� cos�s) cos 2�; (1� cos�s) sin 2�)

Blaschke yüzeyidir. Tersine M yüzeyi küre, Blaschke yüzeyi veya torus

oldu¼gunda jeodezikleri, rank¬ 2 ve 4 olan W�e¼grileri olur.

Şimdi E4 uzay¬nda tam irtibatl¬ yüzeyleri inceleyelim. Kabul edelim ki

O noktas¬ndan geçen her  jeodezi¼ginin rank¬ 4 olsun. Teorem 3.3.2 (1) de

verildi¼gi üzere M yüzeyi

S1(a)� S1(b) � E
4

standart torusu olur. Şimdi O noktas¬ndan geçen her jeodezi¼gin rank¬n¬n 3 ve

3 ten küçük oldu¼gunu kabul edelim. � 2 (0; 2�) için X(0; �) = o orijin, r1(�)

ve �(�) negatif olmayan fonksiyonlar, �(�); (0; 2�) aral¬¼g¬nda pozitif de¼gerli
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bir fonksiyon olsun. O noktas¬ etraf¬nda (s; �) jeodezik koordinat komşulu¼gu

sistemi için

X : M ! E
4

olmak üzere

X(s; �) = r1(�) (cos� (�) s� 1) f1(�) + r1(�) sin�(�)sf2(�)

+�(�)sf3(�)

(4.4)

izometrik immersiyonu yaz¬ls¬n. f1(�); f2(�); f3(�); E
4 uzay¬n¬n ortonormal

vektörleridir. E¼ger baz¬ � 2 (0; 2�) de¼gerleri için r1(�) = 0 ise X(s; �) bir

düz do¼grudur. E¼ger baz¬ � 2 (0; 2�) de¼gerleri için �(�) = 0 ise X(s; �) bir
çemberdir. r1(�) > 0 ve �(�) > 0 olmak üzere sabit bir � için X(s; �) bir

helistir.

f4(�); E
4 Öklid uzay¬nda birim vektör ve

ff1(�); f2(�); f3(�); f4(�)g

cümlesi E4 uzay¬ için bir ortonormal baz teşkil etsin. � 2 (0; 2�) ve E4

uzay¬n¬n standart baz¬

�
@

@y1
;
@

@y2
;
@

@y3
;
@

@y4

�
olmak üzere

@

@y1
= (1; 0; 0; 0) ;

@

@y2
= (0; 1; 0; 0)

@

@y3
= (0; 0; 1; 0) ;

@

@y4
= (0; 0; 0; 1)

(4.5)

şeklinde verilir.

X�

�
@

@s

�
=

4X

i=1

@Xi

@s

@

@yi

=
@X1

@s

@

@y1
+
@X2

@s

@

@y2
+
@X3

@s

@

@y3
+
@X4

@s

@

@y4

(4.6)
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şeklinde yaz¬l¬r. (4.4) göz önüne aln¬rsa

@X1

@s
=

@

@s
[r1(�) (cos� (�) s� 1) f1(�)]

= (cos� (�) s� 1) @
@s
[r1(�)f1(�)]

+r1(�)f1(�)
@

@s
[(cos� (�) s� 1)]

= (cos� (�) s� 1) :0 + r1(�)f1(�)

��(�) (� sin�(�)s)

= �r1(�)�(�) sin�(�)sf1(�)

(4.7)

ve
@X2

@s
=

@

@s
[r1(�) sin�(�)sf2(�)]

= sin�(�)s
@

@s
[r1(�)f2(�)]

+r1(�)f2(�)
@

@s
[sin�(�)s]

= sin�(�)s:0 + r1(�)f2(�)�(�) cos�(�)s

= r1(�)�(�) cos�(�)sf2(�)

(4.8)

ve
@X3

@s
=

@

@s
[�(�)sf3(�)]

= s
@

@s
[�(�)f3(�)]

+�(�)f3(�)
@

@s
s

= s:0 + �(�)f3(�):1

= �(�)f3(�)

(4.9)

ayr¬ca, X4 = 0 oldu¼gundan
@X4

@s
= 0



86

bulunur. (4.5), (4.7), (4.8) ve (4.9) eşitlikleri (4.6) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

X�

�
@

@s

�
= �r1(�)�(�) sin�(�)sf1(�)

+r1(�)�(�) cos�(�)sf2(�)

+�(�)f3(�)

(4.10)

elde edilir. Şimdi X�

�
@

@�

�
de¼gerini hesaplayal¬m:

X�

�
@

@�

�
=

4X

i=1

@Xi

@�

@

@yi

=
@X1

@�

@

@y1
+
@X2

@�

@

@y2
+
@X3

@�

@

@y3
+
@X4

@�

@

@y4

(4.11)

olur. (4.4) kullan¬l¬rsa,

@X1

@�
=

@

@�
[r1(�) (cos� (�) s� 1) f1(�)]

= (cos� (�) s� 1) @
@�
[r1(�)f1(�)]

+r1(�)f1(�)
@

@�
[(cos� (�) s� 1)]

(4.12)

bulunur. Gerekli hesaplamalar yap¬l¬rsa,

@

@�
[r1(�)f1(�)] = r01(�)f1(�) + r1(�)f

0

1(�)

@

@�
[(cos� (�) s� 1)] = ��0 (�) s sin� (�) s

(4.13)

olur. (4.13) eşitlikleri (4.12) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

@X1

@�
= (cos� (�) s� 1) [r01(�)f1(�) + r1(�)f

0
1(�)]

+r1(�)f1(�) [��0 (�) s sin� (�) s]

= r01(�) (cos� (�) s� 1) f1(�)

+r1(�) (cos� (�) s� 1) f 01(�)

�r1(�)�0 (�) s sin� (�) sf1(�)

(4.14)
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elde edilir. Benzer olarak

@X2

@�
=

@

@�
[r1(�) sin�(�)sf2(�)]

= sin�(�)s
@

@�
[r1(�)f2(�)]

+r1(�)f2(�)
@

@�
[sin�(�)s]

(4.15)

ve
@

@�
[r1(�)f2(�)] = r01(�)f2(�) + r1(�)f

0
2(�)

@

@�
[sin�(�)s] = �0 (�) s cos� (�) s

(4.16)

oldu¼gundan, (4.16) eşitlikleri (4.15) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

@X2

@�
= sin�(�)s [r01(�)f2(�) + r1(�)f

0
2(�)]

+r1(�)f2(�) [�
0 (�) s cos� (�) s]

= r01(�) sin�(�)sf2(�) + r1(�) sin�(�)sf
0
2(�)

+r1(�)�
0 (�) s cos� (�) sf2(�)

(4.17)

elde edilir. Benzer şekilde,

@X3

@�
=

@

@�
[�(�)sf3(�)]

= s
@

@�
[�(�)f3(�)] + �(�)f3(�)

@

@�
s

(4.18)

ve
@

@�
[�(�)f3(�)] = �0(�)f3(�) + �(�)f 03(�),

@

@�
s = 0 (4.19)

oldu¼gundan, (4.19) eşitlikleri (4.18) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

@X3

@�
= s [�0(�)f3(�) + �(�)f 03(�)] + �(�)f3(�):0

= �(�)sf 03(�) + �0(�)sf3(�)

(4.20)

elde edilir. Yine X4 = 0 oldu¼gundan

@X4

@�
= 0 (4.21)
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olur. (4.5), (4.14), (4.17), (4.20) ve (4.21) eşitlikleri (4.11) eşitli¼ginde yerine

yaz¬l¬r ve düzenlenirse

X�

�
@

@�

�
= r1(�) (cos� (�) s� 1) f 01(�) + r1(�) sin�(�)sf

0
2(�)

+fr01(�) (cos� (�) s-1) -r1(�)�0(�)s sin�(�)sgf1(�)
+fr01 (�) sin�(�)s+ r1(�)�

0(�)s cos�(�)sgf2(�)
+�(�)sf 03(�) + �0(�)sf3(�)

(4.22)

elde edilir. (4.22) ifadesinin kovaryant türevi hesaplan¬rsa

er
X�

�

@
@s

�X�

�
@
@s

�
=

4X

i=1

@

@s
X�

�
@

@s

�

i

@

@yi

=
@

@s
X�

�
@

@s

�

1

@

@y1
+

@

@s
X�

�
@

@s

�

2

@

@y2

+
@

@s
X�

�
@

@s

�

3

@

@y3
+

@

@s
X�

�
@

@s

�

4

@

@y4

(4.23)

olur. (4.23) eşitli¼gindeki her bir bileşen

@

@s
X�

�
@

@s

�

1

=
@

@s
[�r1(�)�(�) sin�(�)sf1(�)]

= �r1(�)�2(�) cos�(�)sf1(�)
(4.24)

ve
@

@s
X�

�
@

@s

�

2

=
@

@s
[r1(�)�(�) cos�(�)sf2(�)]

= �r1(�)�2(�) sin�(�)sf2(�)
(4.25)

ve
@

@s
X�

�
@

@s

�

3

=
@

@s
[�(�)f3(�)] = 0 (4.26)

bulunur. (4.24), (4.25) ve (4.26) eşitlikleri (4.23) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

er
X�( @@s)

X�

�
@
@s

�
= �r1(�)�2(�) cos�(�)sf1(�)

�r1(�)�2(�) sin�(�)sf2(�)
(4.27)

elde edilir.
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� sabit ve X�

�
@

@s

�
= T olsun. Bu durumda

D
erTT; T

E
= h�r1(�)�2(�) cos�(�)sf1(�)

�r1(�)�2(�) sin�(�)sf2(�);

�r1(�)�(�) sin�(�)sf1(�)

+r1(�)�(�) cos�(�)sf2(�)

+�(�)f3(�)i

olarak hesaplan¬r. ·Iç çarp¬m¬n lineer olma özelli¼gi kullan¬l¬rsa

D
erTT; T

E
= (�r1(�)�2(�) cos�(�)s) (�r1(�)�(�) sin�(�)s)

hf1(�); f1(�)i+ (�r1(�)�2(�) cos�(�)s)

(r1(�)�(�) cos�(�)) hf1(�); f2(�)i

+(�r1(�)�2(�) cos�(�)s) �(�) hf1(�); f3(�)i

+(�r1(�)�2(�) sin�(�)s) (�r1(�)�(�) sin�(�)s)

hf2(�); f1(�)i+ (�r1(�)�2(�) sin�(�)s)

(r1(�)�(�) cos�(�)s) hf2(�); f2(�)i

+(�r1(�)�2(�) sin�(�)s) �(�) hf2(�); f3(�)i

(4.28)

olur. O zaman

ff1(�); f2(�); f3(�); f4(�)g

ortonormal baz oldu¼gundan

hf1(�); f1(�)i = hf2(�); f2(�)i = 1

hf1(�); f2(�)i = hf1(�); f3(�)i = hf2(�); f3(�)i = 0

(4.29)
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yaz¬l¬r. (4.29) eşitlikleri (4.28) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa
D
erTT; T

E
= r21(�)�

3(�) cos�(�)s sin�(�)s

�r21(�)�3(�) sin�(�)s cos�(�)s

= 0

elde edilir. Böylece

erTT = 0 (4.30)

ve
T [hT; T i] =

D
erTT; T

E
+
D
T; erTT

E

= 2
D
erTT; T

E

= 0

olur. Tan¬m 2.2.6 gere¼gince X(s; �) bir jeodeziktir. O halde

D
er
X�( @@s)

X�

�
@
@s

�
; X�

�
@
@�

�E
= 0 (4.31)

bulunur.

Şimdi yukar¬daki iç çarp¬m¬n hesab¬ndan önce baz¬ hat¬rlatmalar yapal¬m.

ff1(�); f2(�); f3(�); f4(�)g cümlesi ortonormal bir baz oldu¼gundan

hf1(�); f1(�)i = hf2(�); f2(�)i = hf3(�); f3(�)i = 1

olur. Her iki taraf¬n türevi al¬n¬r ve gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

hf1(�); f 01(�)i = 0 (4.32)

ve benzer şekilde

hf2(�); f 02(�)i = hf3(�); f 03(�)i = 0 (4.33)

olarak hesaplan¬r. Ayn¬ zamanda

hf1(�); f2(�)i = hf2(�); f3(�)i = hf3(�); f1(�)i = 0 (4.34)
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eşitliklerinde de her iki taraf¬n türevleri al¬n¬rsa,

hf 01(�); f2(�)i + hf1(�); f 02(�)i = 0

hf 02(�); f3(�)i + hf2(�); f 03(�)i = 0

hf 03(�); f1(�)i + hf3(�); f 01(�)i = 0

(4.35)

elde edilir. Şimdi (4.22) eşitli¼gi ile verilen X�

�
@

@�

�
ifadesinde

B1 = r1(�) (cos� (�) s� 1) f 01(�)

B2 = r1(�) sin�(�)sf
0
2(�)

B3 = fr01(�) (cos� (�) s� 1)� r1(�)�
0(�)s sin�(�)sg f1(�)

B4 = fr01 (�) sin�(�)s+ r1(�)�
0(�)s cos�(�)sg f2(�)

B5 = �(�)sf 03(�)

B6 = �0(�)sf3(�)

ve (4.27) ile verilen er
X�( @@s)

X�

�
@
@s

�
ifadesinde de

C1 = �r1(�)�2(�) cos�(�)sf1(�)

C2 = �r1(�)�2(�) sin�(�)sf2(�)

k¬saltmalar¬ yap¬l¬rsa,
D
er
X�( @@s)

X�

�
@
@s

�
; X�

�
@
@�

�E
= hC1; B1i+ hC1; B2i+ hC1; B3i

+ hC1; B4i+ hC1; B5i+ hC1; B6i

+ hC2; B1i+ hC2; B2i+ hC2; B3i

+ hC2; B4i+ hC2; B5i+ hC2; B6i

olur. (4.32), (4.33) ve (4.34) eşitliklerinden

hC1; B1i = hC1; B4i = hC1; B6i = 0

hC2; B2i = hC2; B3i = hC2; B6i = 0

(4.36)
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elde edilir. Ayr¬ca

hC1; B2i = �r21(�)�2(�) sin�(�)s cos�(�)s hf1(�); f 02(�)i

hC1; B3i = �r1(�)�2(�) cos�(�)s fr01(�) (cos� (�) s� 1)

�r1(�)�0(�)s sin�(�)sg hf1(�); f1(�)i

hC1; B5i = �r1(�)�2(�) cos�(�)s�(�)s hf1(�); f 03(�)i

ve
hC2; B1i = f�r21(�)�2(�) sin�(�)s cos�(�)s

+r21 (�)�
2(�) sin�(�)sg hf2(�); f 01(�)i

hC2; B4i =
�
�r1(�)�2(�)r01(�) sin2 �(�)s� r21(�)�

2(�)�0(�)

sin�(�)s cos�(�)sg hf2(�); f2(�)i

hC2; B5i = �r1(�)�2(�) sin�(�)s�(�)s hf2(�); f 03(�)i
olarak hesaplan¬r. O zaman hesaplanan de¼gerler

D
er
X�( @@s)

X�

�
@
@s

�
; X�

�
@
@�

�E
= K

ifadesinde yerine yaz¬l¬rsa,

K = �r21(�)�2(�) sin�(�)s cos�(�)s hf1(�); f 02(�)i

�r1(�)�2(�) cos�(�)s fr01(�) cos�(�)s� r01(�)

�r1(�)�0(�) sin�(�)sg � r1(�)�
2(�) cos�(�)s�(�)s

hf1(�); f 03(�)i+ f�r21(�)�2(�) sin�(�)s cos�(�)s

+r21 (�)�
2(�) sin�(�)sg hf2(�); f 01(�)i

�r1(�)�2(�)r01(�) sin2 �(�)s

�r21(�)�2(�)�0(�) sin�(�)s cos�(�)s

�r1(�)�2(�) sin�(�)s�(�)s hf2(�); f 03(�)i

(4.37)
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bulunur. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

K = �r21(�)�2(�) sin�(�)s cos�(�)s

� (hf1(�); f 02(�)i+ hf2(�); f 01(�)i)

�r1(�)�2(�) cos�(�)s�(�)s hf1(�); f 03(�)i

+r21�
2(�) sin�(�)s hf2(�); f 01(�)i

�r1(�)�2(�)r01(�)
�
sin2 �(�)s+ cos2 �(�)s

�

+r1(�)�
2(�)r01(�) cos�(�)s+ (r

2
1(�)�

2(�)�0(�)

� sin�(�)s cos�(�)s)� r21(�)�
2(�)�0(�) sin�(�)s cos�(�)s

�r1(�)�2(�) sin�(�)s�(�)s hf2(�); f 03(�)i

(4.38)

olur. Burada
hf1(�); f 02(�)i+ hf2(�); f 01(�)i = 0

sin2 �(�)s+ cos2 �(�)s = 1

de¼gerleri (4.38) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

K = �r1(�)r01(�)�2(�)

+r1(�)r
0
1(�)�

2(�) cos�(�)s

+r21(�)�
2(�) hf2(�); f 01(�)i sin�(�)s

�r1(�)�2(�)�(�) hf1(�); f 03(�)i s cos�(�)s

�r1(�)�2(�)�(�) hf2(�); f 03(�)i s sin�(�)s

(4.39)

elde edilir. (4.39) eşitli¼ginde yer alan sinüs ve kosinüs fonksiyonlar¬n¬n lineer

ba¼g¬ms¬zl¬¼g¬ndan r01(�) = 0 olur. Böylece

r1(�) de¼geri sabittir (4.40)
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sonucuna var¬l¬r. Ayr¬ca

r1(�) hf2(�); f 01(�)i = 0

r1(�)�(�) hf1(�); f 03(�)i = 0

r1(�)�(�) hf2(�); f 03(�)i = 0

(4.41)

eşitlikleri elde edilir. E¼ger r1(�) = 0 ise

X(s; �) = �(�)sf3(�)

ya da (4.5) eşitli¼ginde verilen koordinat sistemiyle

X(s; �) = (0; 0; �(�)sf3(�); 0)

olur ve böylece yüzey E2 2�boyutlu düzleme kaŗs¬l¬k gelir. Şimdi r1(�) 6= 0
oldu¼gunu varsayarak r1 gösterimini kullanal¬m.

Durum 1: Kabul edelim ki her � 2 (0; 2�) için

f 01(�) = f 02(�) = f 03(�) = 0

olsun. O zaman
f1(�) = (1; 0; 0; 0)

f2(�) = (0; 1; 0; 0)

f3(�) = (0; 0; 1; 0)

f4(�) = (0; 0; 0; 1)

olarak alabiliriz. Böylece

X(s; �) = (r1 (cos� (�) s� 1) ; r1 sin�(�)s; �(�)s; 0)

biçiminde yaz¬labilir. Bu durumda yüzey E3 uzay¬nda bir dairesel silindir

olur.
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Durum 2:

J = f� 2 (0; 2�):f 01(�) 6= 0g[f� 2 (0; 2�):f 02(�) 6= 0g[f� 2 (0; 2�):f 03(�) 6= 0g
ve J 6= ? olsun. Baz¬ �0 de¼gerleri için �(�0) 6= 0 olsun. O zaman � süreklidir.
J; (0; 2�) aral¬¼g¬n¬n bir aç¬k altkümesi olmak üzere �0 say¬s¬n¬ içeren bir J1 aç¬k

altkümesi vard¬r öyle ki J1 � J dir. C1; J1 aral¬¼g¬n¬n irtibatl¬ bir bileşeni

olsun. C1 üzerinde r1(�) 6= 0 ve �(�0) 6= 0 oldu¼gundan (4.41) eşitliklerinden

hf1(�); f 03(�)i = hf2(�); f 03(�)i = hf1(�); f 02(�)i = 0

elde edilir. Şimdi e¼gri için Frenet türev formüllerini elde edelim:
2
6666664

f 01(�)

f 02(�)

f 03(�)

f 04(�)

3
7777775

=

2
6666664

a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

a4 b4 c4 d4

3
7777775

2
6666664

f1(�)

f2(�)

f3(�)

f4(�)

3
7777775

(4.42)

olmak üzere,

a1 = hf 01(�); f1(�)i = 0

b1 = hf 01(�); f2(�)i = 0

c1 = hf 01(�); f3(�)i = 0

a2 = hf 02(�); f1(�)i = 0

b2 = hf 02(�); f2(�)i = 0

c2 = hf 02(�); f3(�)i = 0

a3 = hf 03(�); f1(�)i = 0

b3 = hf 03(�); f2(�)i = 0

c3 = hf 03(�); f3(�)i = 0

d4 = hf 04(�); f4(�)i = 0

(4.43)
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ve ayr¬ca

d1 = hf 01(�); f4(�)i = �1 (�)

d2 = hf 02(�); f4(�)i = �2 (�)

d3 = hf 03(�); f4(�)i = �3 (�)

a4 = hf 04(�); f1(�)i = ��1 (�)
b4 = hf 04(�); f2(�)i = ��2 (�)
c4 = hf 04(�); f3(�)i = ��3 (�)

(4.44)

olarak elde edilir. Burada (4.44) eşitliklerinde

hf 01(�); f4(�)i = �1 (�)

hf 02(�); f4(�)i = �2 (�)

hf 03(�); f4(�)i = �3 (�)

(4.45)

olarak ifade edilen �i fonksiyonlar¬ C1 üzerinde � ya ba¼gl¬ fonksiyonlard¬r ve

hf 01(�); f4(�)i + hf 04(�); f1(�)i = 0

hf 02(�); f4(�)i + hf 04(�); f2(�)i = 0

hf 03(�); f4(�)i + hf 04(�); f3(�)i = 0

(4.46)

oldu¼gundan, (4.45) ve (4.46) eşitliklerinden

hf 04(�); f1(�)i = ��1 (�)

hf 04(�); f2(�)i = ��2 (�)

hf 04(�); f3(�)i = ��3 (�)

(4.47)

elde edilir. (4.43), (4.44) ve (4.47) eşitlikleri (4.42) ifadesinde yaz¬l¬rsa

2
6666664

f 01(�)

f 02(�)

f 03(�)

f 04(�)

3
7777775

=

2
6666664

0 0 0 �1 (�)

0 0 0 �2 (�)

0 0 0 �3 (�)

��1 (�) ��2 (�) ��3 (�) 0

3
7777775

2
6666664

f1(�)

f2(�)

f3(�)

f4(�)

3
7777775

(4.48)
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şeklinde Frenet formülleri elde edilir.

Şimdi C1 aral¬¼g¬ üzerinde erX�( @@s)
X�

�
@
@�

�
ifadesinin de¼gerini hesaplayal¬m.

(4.40) eşitli¼gi gere¼gince r01 (�) = 0 d¬r. Bu de¼ger (4.22) eşitli¼ginde yerine

yaz¬l¬rsa

X�

�
@

@�

�
= r1 (cos� (�) s� 1) f 01(�) + r1 sin�(�)sf

0
2(�)

�r1�0(�)s sin�(�)sf1(�) + r1�
0(�)s cos�(�)sf2(�)

+�(�)sf 03(�) + �0(�)sf3(�)

(4.49)

elde edilir. (4.49) eşitli¼ginde türev al¬n¬rsa

er
X�( @@s)

X�

�
@
@�

�
= L

ifadesi

L = r1f
0
1(�)

@

@s
(cos� (�) s� 1) + (cos� (�) s� 1) @

@s
(r1f

0
1(�))

+r1f
0
2(�)

@

@s
sin�(�)s+ sin�(�)s

@

@s
(r1f

0
2(�))

�r1�0(�)f1(�)
@

@s
(s sin�(�)s) + s sin�(�)s

@

@s
(�r1�0(�)f1(�))

+r1�
0(�)f2(�)

@

@s
(s cos�(�)s) + s cos�(�)s

@

@s
(r1�

0(�)f2(�))

+�(�)f 03(�)
@

@s
s+ s

@

@s
(�(�)f 03(�))

+�0(�)f3(�)
@

@s
s+ s

@

@s
(�0(�)f3(�))

= �r1f 01(�)� (�) sin�(�)s+ (cos� (�) s� 1) :0

+r1f
0
2(�)� (�) cos� (�) s+ sin�(�)s:0

�r1�0(�)f1(�) (sin�(�)s+ s�(�) cos�(�)s)

+s sin�(�)s:0 + r1�
0(�)f2(�) (cos�(�)s

�s�(�) sin�(�)s) + s cos�(�)s:0

+�(�)f 03(�):1 + s:0 + �
0(�)f3(�):1 + s:0
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olarak elde edilir. Gerekli hesaplamalar yap¬l¬rsa

L = �r1f 01(�)� (�) sin�(�)s+ r1f
0
2(�)� (�) cos� (�) s

�r1�0(�)f1(�) (sin�(�)s+ s�(�) cos�(�)s)

+r1�
0(�)f2(�) (cos�(�)s� s�(�) sin�(�)s)

+�(�)f 03(�) + �0(�)f3(�)

(4.50)

olarak elde edilir. Şimdi

er
X�

�

@
@s

� er
X�

�

@
@s

�X�

�
@
@�

�
= M

hesaplan¬rsa,

M = �r1f 01(�)� (�)
@

@s
(sin�(�)s)

+ sin�(�)s
@

@s

�
�r1f 01(�)� (�)

�

+r1f
0
2(�)� (�)

@

@s
(cos� (�) s)

+ cos� (�) s
@

@s
(r1f

0
2(�)� (�))

�r1�0(�)f1(�)
@

@s
(sin�(�)s+ s�(�) cos�(�)s)

+ (sin�(�)s+ s�(�) cos�(�)s)
@

@s
(�r1�0(�)f1(�))

+r1�
0(�)f2(�)

@

@s
(cos�(�)s� s�(�) sin�(�)s)

+ (cos�(�)s� s�(�) sin�(�)s)
@

@s
(r1�

0(�)f2(�))

+
@

@s
(�(�)f 03(�)) +

@

@s
(�0(�)f3(�))

= �r1�2 (�) cos� (�) sf 01 (�)� r1�
2 (�) sin� (�) sf 02 (�)

�r1�0(�)f1(�) (� (�) cos�(�)s

+� (�) cos�(�)s� s�2 (�) sin� (�) s)

+r1�
0(�)f2(�) (��(�) sin�(�)s

��(�) sin�(�)s� s�2 (�) cos� (�) s)
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olur ve son eşitlik düzenlenirse

M = [�2r1� (�)�0 (�) cos� (�) s

+r1�
2 (�)�0 (�) s sin� (�) s] f1 (�)

� [2r1� (�)�0 (�) sin� (�) s

+r1�
2 (�)�0 (�) s cos� (�) s] f2 (�)

�r1�2 (�) cos� (�) sf 01 (�)

�r1�2 (�) sin� (�) sf 02 (�)

(4.51)

elde edilir.

X�

�
@

@s

�
ve X�

�
@

@�

�
ifadelerini s¬ras¬yla T ve Q ile gösterelim. Tan¬m

2.5.17 gere¼gince

erTQ = rTQ+ h(T;Q)

oldu¼gundan

erT
erTQ = erT (rTQ+ h(T;Q))

yaz¬l¬r. Tan¬m 2.5.18 gere¼gince

erTh(T;Q) = �Ah(T;Q)T +r?

T h(T;Q)

olur. Ayr¬ca

erTrTQ = rTrTQ+ h(T;rTQ)

oldu¼gundan

erT
erTQ = rTrTQ+ h(T;rTQ)� Ah(T;Q)T +r?

T h(T;Q)

elde edilir. Tan¬m 2.5.5 gere¼gince,

R(T;Q)T = rTrQT �rQrTT �r[T;Q]T (4.52)
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yaz¬l¬r. (4.52) eşitli¼ginde rTrQT = rTrTQ yaln¬z b¬rak¬l¬rsa

rTrTQ = R(T;Q)T +rQrTT +r[T;Q]T

olur. Böylece

erT
erTQ = R(T;Q)T +rQrTT +r[T;Q]T

+h(T;rTQ)� Ah(T;Q)T +r?

T h(T;Q)

elde edilir. Tan¬m 2.5.16 gere¼gince

�
rTh

�
(T;Q) = r?

T h(T;Q)� h(rTT;Q)� h(T;rQT )

oldu¼gundan,

erT
erTQ = R(T;Q)T +rQrTT +r[T;Q]T

+h(T;rTQ)� Ah(T;Q)T +
�
rTh

�
(T;Q)

+h(rTT;Q) + h(T;rQT )

(4.53)

elde edilir.

(4.51) eşitli¼ginde s! 0 iken (4.53) eşitli¼ginde erT
erTQ! 0 olur. C1 üzerinde

s de¼geri 0 al¬n¬rsa

2r1� (�)�
0 (�) f1(�) + r1�

2 (�) f 01(�) = 0 (4.54)

elde edilir. (4.48) eşitli¼gindeki f 01(�) = �1 (�) f4(�) de¼geri (4.54) eşitli¼ginde

yerine yaz¬l¬rsa

2r1� (�)�
0 (�) f1(�) + r1�

2 (�) f 01(�) = 2r1� (�)�
0 (�) f1(�)

+r1�
2 (�)�1 (�) f4(�)

ve

2r1� (�)�
0 (�) f1(�) + r1�

2 (�)�1 (�) f4(�) = 0 (4.55)

olur. (4.55) eşitli¼ginde bazlar¬n lineer ba¼g¬ms¬zl¬¼g¬ kullan¬l¬rsa her � 2 C1

için

�0 (�) = 0 ve �1 (�) = 0 (4.56)
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olur. Böylece � fonksiyonunun C1 aral¬¼g¬ üzerinde sabit oldu¼gu görülür.

X�

�
@

@s

�
= T (s) birim vektör oldu¼gundan,

X�

�
@

@s

�
2

=

�
X�

�
@

@s

�
; X�

�
@

@s

��
= 1 (4.57)

bulunur. Gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa
�
X�

�
@

@s

�
; X�

�
@

@s

��
= r21�

2 (�) sin2 � (�) s

+r21�
2 (�) cos2 � (�) s+ �2 (�)

= r21�
2 (�) + �2 (�)

(4.58)

bulunur. (4.57) ve (4.58) eşitliklerinden

r21�
2 (�) + �2(�) = 1 (4.59)

elde edilir. r1 ve �(�) fonksiyonlar¬ sabit oldu¼gundan � fonsiyonu da C1

üzerinde sabit olur. Böylece �; � ve r1 fonksiyonlar¬ C1 üzerinde sabit olur.

Buradan �1 ve �2 e¼grilikleri C1 aral¬¼g¬ üzerinde sabit olur. Süreklilik gere¼gi

C1; (0; 2�) aral¬¼g¬ olur. O zaman rank¬ 3 olan O noktas¬ndan geçen her

jeodezik ayn¬ Frenet e¼grili¼gine sahip olur ki bu M yüzeyinin O noktas¬nda

helikal oldu¼gu anlam¬na gelir. Yard¬mc¬ Teorem 4.1.1 gere¼gince O noktas¬n-

dan geçen her jeodezik düzlemsel olur. Bu ise kabulümüz ile çeli̧sir.

Sonuç 4.2.7: M; E4 uzay¬nda tam irtibatl¬ bir yüzey olsun. M yüzeyi

(F) özelli¼gini sa¼glar ancak ve ancakM; E3 uzay¬nda bulunan E2 düzlemi veya

E
3 uzay¬n¬n altkümesi olan bir standart küre veya E3 uzay¬nda bir dairesel

silindir veya

S1(a)� S1(b) � E4

standart torusu veya O � E4 uzay¬nda

X(s; �) =
1

�
(sin�s cos �; sin�s sin �; (1� cos�s) cos 2�; (1� cos�s) sin 2�)
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formundaki Blaschke yüzeyidir.

·Ispat: M yüzeyi E4 uzay¬nda tam irtibatl¬ bir yüzey olmak üzere M

yüzeyi (F) özelli¼gini sa¼glas¬n.  e¼grisi o noktas¬ndan geçen bir jeodezik

olsun.  e¼grisinin rank¬ 1 veya 2.olsun. Teorem 4.2.3 gere¼gince jeodezikler

düz do¼grulara veya çemberlere kaŗs¬l¬k gelir. Ayr¬ca rank 2 oldu¼gunda M

yüzeyi Teorem 2.2.27 gere¼gince E4 uzay¬nda

X(s; �) =
1

�
(sin�s cos �; sin�s sin �; (1� cos�s) cos 2�; (1� cos�s) sin 2�)

Blaschke yüzeyine kaŗs¬l¬k gelir. Bu durumdaM yüzeyi E3 uzay¬nda E2 düz-

lemi veya S2 standart küresi olur.  e¼grisinin rank¬ 3 olsun. Bu durumda

Kesim 4.2 Durum 1 de ifade edildi¼gi üzere yüzey E3 uzay¬nda bir dairesel

silindir olur.  e¼grisinin rank¬ 4 olsun. Teorem 3.3.2 ifadesinde bulunan

(1) gere¼gince M yüzeyi S1(a) � S1(b) � E
4 standart torusu olur. Tersine

bu yüzeyler üzerinde al¬nan jeodezikler düz do¼grular, çemberler, helisler veya

torus üzerindeki helislere kaŗs¬l¬k gelece¼ginden, (F) özelli¼gini sa¼glarlar.

Sonuç 4.2.8: M; E4 uzay¬nda tam irtibatl¬ bir yüzey olsun. M yüzeyi ü-

zerindeki her jeodezi¼ginW�e¼grisi olmas¬ için gerek ve yeter şartM yüzeyinin

E
3 uzay¬nda E2 düzlemi veya E3 uzay¬n¬n altkümesi olan bir standart küre

veya E3 uzay¬nda bir dairesel silindir veya S1(a)� S1(b) � E4 standart torus
olmas¬d¬r.

·Ispat: M; E4 uzay¬nda tam irtibatl¬ bir yüzey olsun. M yüzeyinin tüm

jeodezikleri W�e¼grisi olsun. M yüzeyinin jeodeziklerini  ile temsil edelim.

 e¼grisinin rank¬ 1 ise jeodezikler düz do¼grular ve böyleceM yüzeyi E2 düzlemi

olur.  e¼grisinin rank¬ 2 ise jeodezikler çemberler ve böylece M yüzeyi
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standart küre olur.  e¼grisinin rank¬ 3 ise jeodezikler helisler ve böylece M

yüzeyi dairesel silindir olur.  e¼grisinin rank¬ 4 ise jeodezikler torus üzerinde

helis ve böylece M yüzeyi standart torus olur. Tersine M yüzeyi E2 düzlemi

olsun. Bu durumda M yüzeyinin jeodezikleri düz do¼grular olur. Örnek

3.4.1 gere¼gince düz do¼grular rank¬ 1 olan W�e¼grileri oldu¼gundan bu koşulu

sa¼glar. M yüzeyi standart küre olsun. Bu durumdaM yüzeyinin jeodezikleri

büyük çemberler olur. Örnek 3.4.2 de çemberlerin rank¬ 2 olan W�e¼grileri

oldu¼gu ifade edilmi̧sti. M yüzeyi silindir yüzeyi olsun. Bu durumda M

yüzeyinin jeodezikleri dairesel helis e¼grisi olur. Örnek 3.4.3 de helislerin,

rank¬ 3 olan W�e¼grileri oldu¼gu ifade edilmi̧sti. M yüzeyi standart torus

olsun. Teorem 3.3.2 (1) de ifade edildi¼gi gibi M yüzeyinin jeodezikleri rank¬

4 olan W�e¼grileri olur. Böylece S1(a) � S1(b) � E
4 torusu da bu koşulu

sa¼glar ve ispat tamamlan¬r.
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SONUÇLAR VE ÖNER·ILER

Bu çal¬̧smada, 4�boyutlu Öklid uzay¬nda basit jeodezikli altmanifold-
lar ve yüzeyler için baz¬ karakterizasyonlar verilmeye çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Dirk

Ferus ve Stephan Schirrmacher taraf¬ndan yay¬nlat¬lan �Öklidyen uzayda ba-

sit jeodezikli altmanifoldlar� ile Young Ho Kim ve Eun Kyoung Lee taraf¬ndan

yay¬nlat¬lan �4�boyutlu Öklid uzay¬n¬n jeodezikleriW�e¼grileri olan yüzeyler�
çal¬̧smalar¬nda verilen teoremler detayl¬ bir şekilde incelenmeye çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Rank¬ çift olan W -e¼grilerinin parametrik denklemi elde edilerek, baz¬ W -

e¼grilerinin ranklar¬ hesaplanm¬̧st¬r. Ayr¬ca helikal yüzeylerin jeodeziklerinin

ve Blaschke manifoldunun karakterizasyonlar¬ incelenmi̧stir.

Bu çal¬̧smadan elde edilen sonuçlara dayal¬ olarak baz¬ öneriler geli̧stirilebi-

lir: 4�boyutlu Öklid uzay¬nda yap¬lan çal¬̧smalar daha yüksek boyutlu Öklid
uzaylar¬nda çal¬̧s¬labilir. Ayr¬ca bu çal¬̧sma, Minkowski uzay-zaman gibi

farkl¬ metriklere sahip di¼ger uzaylara taş¬narak, bu uzaylardaki kaŗs¬l¬klar¬

aranabilir.
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