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OZET

Bu tez ¢alismasinin amaci Hamilton-Jacobi Teorisi ve Minimal Yiizeyler iizerine bazi

arastirmalar yapmak ve bazi 6zel durumlar1 incelemektir.

Bes boliimden olusan ¢alismamizda giris boliimiinde konunun tarihsel gelisimi hakkinda
bilgiler aktarilmugtir. Ikinci boliimde konu ile ilgili temel tanim, teorem ve kavramlara yer
verilmistir. Uciincii boliimde Hamilton-Jacobi Teorisi hakkinda genel bilgiler verilerek bazi
0zel durumlar i¢in 6rnekler ¢oziilmiistiir. Dordiincii boliimde ise Minimal hiperyiizeylerin genel

olarak tanim, teorem ve Ornekleri verilerek bazi hesaplamalar yapilmistir.

Son boliimde ise; yapilan calismanin sonucu ve bu ¢alisma neticesinde verilen 6neriler

gosterilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Hamilton-Jacobi, Minimal yiizeyler, Lagrangian, Hareket

fonksiyonu, Euler-Lagrange.
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SUMMARY

The aim of this thesis is conduct research about the Hamilton-Jacobi Theory and Minimal

Surfaces, and to investigate some special cases.

The study consisting of five parts, provides information about the historical progress of
the topic in the first part of introduction. Basic definitions, theorems and concepts take place in
the second part while in the following part, examples are solved for some special cases by giving
general information about the Hamilton-Jacobi Theory. On the other hand, some calculations
are done by giving definitions, theorems and examples related to Minimal Surfaces in the fourth

part.

Finally, the results of conducted study and some suggestions related to the study are

provided as the last part.

Keywords: Hamilton-Jacobi, Minimal surfaces, Lagrangian, Action function, Euler-

Lagrange .
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1. GIRIS

Fiziksel matematigin, iilkemizde hala ikinci stmif muamele gormesi, calisma alanlarinin
sinirlandirilmig olmast ve yapilan calismalarin azhigi, fiziksel matematige alan igerisinde
yeterince onem verilmedigini ortaya koymaktadir. Bu nedenle birka¢ temel fizik kuralina
deginmek arastirma agisindan énemli goriilmektedir. Bir fizik problemini ¢alisirken yapilmasi
gereken en temel {i¢ sey; uygun bir Lagrangian belirlenmesi (basit¢ce kinetik ve potansiyel
enerjinin farki alinarak bulunur), sonra Euler-Lagrange denklemlerinin bulunmasi, daha sonra
ise Hamilton-Jacobi denklemi vasitasiyla da problemin netlik kazanmasidir. Probleme uygun
denklem secilerek denklemin varlik, teklik ve ¢oziimii olup olmadigi durumlari incelenerek
problemin gercek anlamda bir fizik problemi haline gelip gelmedigi yukarida agiklanan
yontemlerle belirlenir. Bu yontem bir fizikci i¢in ne kadar kolay olsa da bazen matematikgiler
icin oldukg¢a zor bir "meydan okuma” haline doniisebilir. Bunun sonucunda da, alanin disiplinler
arasi islerligin azlig1 sebebiyle, caligma yapmak oldukca zor bir hale gelmektedir. Bu sebeple
arastirmada ele alinan konular, sirasiyla, matematiksel tanimlar, dnermeler, yardimci teoremler
ve teoremler olarak verilmis, calisma icin gerekli fiziksel tanim, teorem ve yardimci teoremler

ise boliimlerin altinda ifade edilmistir.

Tarihsel olarak incelendiginde yapilan arastirmalarin biiytik fizik ve matematik dahilerine
kadar gittigi kolaylikla fark edilebilir. Bu alanda yapilan ilk calismalarin kokeninin 18. yiiz
yila kadar dayanmiyor olmasi (Davis vd., 1995), calismanin temellerinin saglam oldugunu
gostermektedir. 1900’ li yillara dogru gelindikge fizik ve matematik alanlarinin 6nemi daha
da belirginlesmis ve gerekli calismalar yapilmaya baslanmistir. 1930’ lardan sonra gerek
O’Neill, Spivak gerekse de Do Carmo, Kuhnel, Oprea gibi geometrinin devleri tarafindan alana
katk1 saglanmaya baslanmis ve bugiin kullanilmakta olan temel dergiler, kitaplar ve makaleler
olusmustur. 1970 ve sonrasinda J. Eells ve L. Lemaire fiziksel matematigin temelleri olan
harmonik haritalar hakkinda bir ¢cok makale yaymlamistir. 2000 yilindan sonra ise Ovidiu Calin

ve Der-Chen Chang bu alanda 6nemli eserler vermislerdir.

Minimal yiizeyler teorisi hakkinda ilk ¢alisma Langrange tarafindan 1762 yilinda
yapilmustir. Lagrange ilk olarak Q C R? acik araligindaki yiizeyler arasinda bulunabilecek en

kiiciik alanh yiizeyi arastirmakla ise baglamistir (Anonim, 2016).

Meusnier 1776 yilinda minimal grafik denklemine geometrik bir yorum yaparak, H = 0

oldugu zaman yiizeyin en kii¢iik alana sahip oldugunu aciklamigtir. Bu tanimlamadan sonra



geleneksel olarak H = 0 esitligini saglayan ylizeylere minimal yiizeyler denilmistir. Bununla

birlikte H = 0 sartin1 saglayan bazi minimal ylizeyler minimum alana sahip olmayabilir.

Ondokuzuncu yiizyilin ortalarina dogru Plateau minimal yiizeylerin fiziksel olarak sabun
film olarak incelenebilecegini farketmistir. Bu yiizden sabit topoloji ve Jordan egrileri ile
sinirlanmig minimal yiizey tanimlama problemine Plateau Problemi denir. Bu problem egriligi
0zdes olarak sifir olan yiizeylere, Plateau minimum probleminin ¢oziimleri olarak g6z Oniine

alinmalari itibaryle minimal yiizeyler denir (Blaschke, 1949; Sinpo, 2004).

Ayn1 yiizy1l boyunca bu konuyla ilgili Catalan, Bonnet, Serret, Riemann, Weierstrass,
Enneper ve daha bir ¢cok matematik¢i ¢aligmalarda bulunmustur. Modern teori bakimindan
incelendiginde Weierstrass ve Enneper’in incelemeleri ¢ok onemlidir. Minimal yiizeyin
Weierstrass Enneper gosterimi minimal yiizeyler i¢in onemlidir. Ciinkii minimal yiizeyler ve

kompleks analiz arasinda baglanti kurmustur (Anonim, 2016).

Yukaridaki bilgiler 1s18inda tezin ikinci ve {giincii boliimiinde temel olabilecek
matematiksel bazi tanimlar, yardimei teoremler ve teoremler verildikten sonra Euler-Lagrange
denklemleri, Hamiltonian denklemleri, Lagrange denklemleri ve bu denklemlerin Riemann
manifoldlar ile olan etkilesimleri verilmistir. Dordiincii boliimde de minimal yiizeylerin

tanimlari, teoremleri ve drnekleri verilerek besinci boliimde sonug¢ ve Oneri kismina gecilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Oklid Uzay: ve Metrik

Bu kisimda ¢alismamizda yararlanacagimiz bazi temel tanimlar ve teoremler verilmistir.

Tanim 2.1.1
d: E"xE" — R

) 2.1

()C,y) — d ()C,y) = Hx—y>|| = (yi_xi)

ISR

Il
—

1

olarak tanmimlanan d fonksiyonuna E” Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d (x, y) reel sayisina

da x,y € E" noktalar1 arasindaki uzaklik denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.1.2
d: E"xE" — R
(xy) = d(xy) =]

bigiminde tanimlanan d fonksiyonuna E” de Oklid metrigi denir (Hacisalihoglu, 1998).

(2.2)

Tamm 2.1.3 E” de siralt bir {Py, Py, P3,...,P,} nokta n+ 1 lisine R” de karsilik gelen
{POP{,POPQ, ...,POPn} vektor n—lisi R” igin ortonormal bir baz ise {Py, Py, P>, ..., P,} sistemine

E" in bir dik catis1 veya Oklid catis1 denir (Hacisalihoglu,1998).

Tanim 2.1.4 Bir X ciimlesi ve iizerinde bir T topolojisinden olusan (X,7t) ikilisine bir

topolojik uzay denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanmm 2.1.5 X bir topolojik uzay olsun. X in P ve Q gibi farkli noktalar: i¢in, X de
sirastyla, P ve Q noktalarini i¢ine alan Ap ve Ag agik alt climleleri Ap NAp = 0 olacak sekilde
bulunabilirse X topolojik uzayina bir Hausdorff uzay denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.1.6 X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir f : X — Y fonksiyonu siirekli ise
ve f~! tersi var ve f~! de siirekli ise, f fonksiyonuna X den Y ye bir homeomorfizim (topolojik
doniisiim) denir. f bir homeomorfizm oldugu zaman X ile Y uzaylarina da topolojik olarak

denktirler ya da kisaca homeomorfiktirler denir (Hacisalihoglu, 1998).



2.2 Harita, Atlas, Manifold, Riemann Manifoldlar ve Koneksiyonlar

Calismanin bu kisminda harita, atlas, manifold, koneksiyon kavrami, koneksiyon

kavrami yardimiyla tanimlanan dier kavramlar, 1-form ve Lie operatorii verilmistir.

Tamim 2.2.1 M bir n— boyutlu topolojik manifold ve U da E" in bir agik alt climlesi
olsun. O zaman tanim geregince, U bir ¥ homeomorfizmi ile M nin bir W acik alt climlesine
eslenebilir.

Y.UCE'"—-WCM

Bu durumda (W, W) ikilisine M de koordinat komsulugu veya harita denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.2.2 M bir n— boyutlu topolojik manifold ve M nin bir agik ortiisii {Uy} olsun.
Uy, agik ciimlelerinin o indislerinin ciimlesi A olmak iizere {Uy} Ortiisii i¢in {Ug }qea yazilir.
E" de Uy ya bir ¥y homeomorfizmi altinda homeomorf olan agik ciimle V, olsun. Boylece

ortaya ¢ikan
{ (lPOC? UOL) }OLGA

koleksiyonuna bir atlas (koordinat komsulugu sistemi) denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanmm 2.2.3 V vektor uzayi ile birlegen bir afin uzay M olsun. p € M ve Vev icin
(p, 7) siral1 ikilisine M afin uzaymin p noktasindaki bir tanjant vektorii denir. M afin uzayinin,
p € M noktasindaki tanjant vektorlerinin kiimesi 7,M ile gosterilir. Bu durumda uzayin adi

tanjant uzay1 olur. Bu uzay n-boyutlu bir vektor uzayidir. O halde,

T,M={(p, V)|V €V} (23)
d
biciminde yazilir. Bu uzay da verilen tabanlari, E tanjant koordinat vektorleri yardimi ile
Xi p
J A(foo ")
— = , 2.4
| )= @) @4

ifade edilir. Burada ¢ = (x',x%,...,x"") p nin civarindaki koordinat sistemini, (u'

s, u) ler
ise R" de tanml1 koordinat fonksiyonlarini, f : M — R ise diizgiin fonksiyonu belirtmektedir

(Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.2.4 M bir C* manifold olsun. M iizerindeki C* vektor alanlarinin uzay1 (M)

ve M manifoldundan R ye C* fonksiyonlarin uzay1 C*(M,R) olmak tizere

g: (M) x x(M) — C*(M,R)



seklinde tanimlanan pozitif, simetrik, 2-lineer g Riemann metrigi ile birlikte M ye bir Riemann

manifoldu ad1 verilir (Hacisalihoglu ve Ekmekg¢i, 2003).

Tamm 2.2.5 M bir C* manifold olsun. M iizerindeki vektor alanlarinin uzayr x (M),

vV f,g €C?(M,R) veV X,Y,Z € x(M) olmak iizere

Vi x(M)xx (M) — x(M)

(X,Y) — V(X,Y)=VxY (2.5)

fonksiyonu i¢in;

i) VixigvZ = fVxZ+gVyZ

ii) Vi (fY) = fVxY +X(f)Y

ozellikleri saglaniyorsa V ye M manifoldu iizerinde bir afin koneksiyon ve Vy e de X e gore

kovaryant tiirev operatorii denir (Hacisalihoglu, 1998; Spivak, 1979).

Tamm 2.2.6 V = (vi,v2,...,v) € R", P € E", {x{,x,...,x,} E" i¢cin Oklid koordinat
sistemi ve f : E" — R bir diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. Bu durumda v plf] ye f nin
v p icin yone gore tiirevi denir. v plf] yone gore tiirevi

" d
Volfl= Yok (2.6)
S ol

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamim 2.2.7 M bir C* manifold ve V da M iizerinde bir afin koneksiyon olsun. O halde
her X,Y,Z € (M) olmak iizere V doniigiimii;

i) VxY — VyX = [X,Y] (Stfir torsiyon 6zelligi),

i) X(g(Y,2)) =g(VxY,Z) 4+ g(Y,VxZ) (Metrikle bagdasabilme tzelligi)

sartlarini sagliyorsa V ya M iizerinde Riemann (veya Levi-Civita) koneksiyonu adi verilir (Yano

ve Kon, 1984).



Tamm 2.2.8 {uj,us,...,u, }, R} iizerinde dogal koordinat sistemi olsun. R iizerinde

vektor alanlart V ve W = Y W,0; iseler,
n
VyW = Y V(W) 2.7)
i=1
vektor alanina W nin V' ye gore kovaryant tiirevi denir.

Burada {0; : 1 <i <n}, x(R}) vektor alanlar uzayinin standart bazidir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.2.9 M bir C* n—manifold ve M iizerinde bir afin koneksiyon V olsun.

Tor: y(M)xx(M) — x(M)

(X,Y) — Tor(X,Y)=VxY—VyX —[X,Y] (2.8)

seklinde tanimlanan vektor degerli tensére M {iizerinde tanimli V koneksiyonunun torsiyon

tensorii denir (Hacisalihoglu ve Ekmekgci, 2003).

Tamim 2.2.10 V bir K cismi {izerinde vektor uzayi ve

[]: VxV — V
() = Y] 22
doniisiimii de V X,Y,Z € V i¢in
1) 2-lineer
2) Alterne (VX,Y €V i¢in [X,Y] = —[V,X])
3)
X, [V, Z]]+[Y,[Z,X]|+[Z,[X,Y]] =0 (2.10)
olarak verilsin. [,] doniisiimiine V iistiinde bir Lie operatorii (Lie parantez operatorii) denir

(Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.2.1 M bir C* manifold ve M iizerindeki vektor alanlarinin uzay1 x (M) olsun.

L1 x(M)xx(M) — x(M)
X(X,Y) S XY (2.11)

doniigimii Vf € C*(M,R) i¢in

X Y](f) =X(Y ) =Y (X[) (2.12)



seklinde tanimlanirsa [, ] bir Lie operatoriidiir (Boothby, 1986).

Tamm 2.2.11 (M, g) bir Riemann manifoldu ve X € (M) i¢in Ly, keyfi bir (p, g) tipinde
tensor alanin1 yine (p,q) tipinde bir tensor alanina gotiiren ve agagidaki kosullar1 saglayan bir
operator olsun, X e gore Lie tiirev operatorii denir (Yano ve Kon, 1984; Duggal ve Bejancu,

1996);

i) Lx(f) = X(f), VfeC”(M,R)

ii) LxY = [X,Y], VY €y(M)

iii) Lyg (Y,Z) = X (3(Y,2)) — g ([X,Y].Z) — g ([X,Z] ,Y) VX,Y ve Z € x(M).

Tamm 2.2.12
d: CE"R) — x*(E")
f — df
oyleki, VX e x(E" icindf(X) =X eklinde taniml1 d fonksiyonuna diferensiyel operator
y X ¢indf fls y yel op

denir (Willmore, 1959).

(2.13)

Tanim 2.2.13 P € E" noktasindaki kotanjant uzay1 Ty, (P) olsun.

B — U TH(P
v Pe]E"E<)

fonksiyonu i¢in
tow=1: E'" — [E"

bir 6zdeslik fonksiyonu olacak sekilde

n: U Ts(P) — E!
PGE”E()

fonksiyonu mevcutsa w ya E" iistiinde 1—form denir ve bu 1—formlarmn ciimlesi }*(E") ile

gosterilir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamim 2.2.14 7),M nin dual uzay1 7,;M olsun. Bu uzaya M iizerinde tanimlanan kotanjant
uzay1 denir. 7;M nin elamanlari kotanjant vektdr olarak adlandirilir. M iizerinde tanimlan

1-form @ &yle bir fonksiyondur ki p € M noktasinda ®, € T,;M kotanjant vektdrlerine denk



gelmektedir. 1-formlara 6rnek vermek gerekirse, f € F(M) diferansiyellenebilir fonksiyonu
gosterilebilir. Bu fonksiyonun,

df)p:T,M =R

(df)P(V) = vp(f)a Vvp € TpM (214)
seklinde tanimlanir ve yerel koordinatlarda, df = Z%dxi dir. Burada {dx'} T,;M’ nin bir
i

tabanidir. Dual uzayda {%}, T,M’ nin bir bazidir. Genelleme yapilacak olursa, 1-formlar,
n . .
=) o'dx (2.15)
i=1

seklinde ifade edilebilir. Burada @' = 0)(%) ve M manifoldun iizerinde bulunan tiim 1-formlarin

kiimesi x* (M) seklinde gosterilir (Calin ve Chang, 2005).

Yardimeci Teorem 2.2.1 (Poincare Teoremi) M bir n—manifold ve f € C*(M,R) olsun.

O zaman,

d*f =d(df) =0 (2.16)

dir (Hacisalihoglu, 2004).

Yardimei Teorem 2.2.2 (M, g) bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde bir Riemann

koneksiyon olsun. O zaman VX,Y,Z € (M) i¢in Riemann koneksiyonu,

2¢(VxY,Z) =Xg(Y,Z)+Yg(Z,X)—Zg(X,Y)

—g(X,[¥,Z)) + (¥, [Z,X]) +g(Z,[X,Y]) (2.17)

Kozsul formiilii ile tek tiirlii belirtilir (Kuhnel, 2006).

Tamm 2.2.15 (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. VX,Y,Z € x(M) i¢in XAY lineer
operatorii

(XAY)Z =g(Y,2)X — g(X,Z)Y (2.18)

olarak tamimlanir (Olszak ve Rosca, 1991).



2.3 Tensorler ve Egrilik Tensorleri

Bu kisimda ¢alismanin sonraki boliimlerinde sik¢a kullanilacak olan tensorler, egrilik

tensorleri tanimlanmig ve bununla ilgili baz1 6nemli teoremlere yer verilmistir.

Tamm 2.3.1 R sayilar cismi lizerinde p—tane vektor uzay1 Vi, V3, ..., V), olsun.
fiVixVex ..xV,—=R

fonksiyonu u;,v; € V;, A € R igin

Lofur, ua,y ooy i+viy ooy utp) = flun, ooy Uiy ooy Up) + (U1, oy Viy ooy Up)
2. fur, uzy ooy Ay, ooy up) =Af(ur, uz, ooy ttiy .oy up)

ozellikleri saglaniyor ise f ye i—yinci yere gore lineerdir denir. Bu durumda, Vi =1, 2, ...,p

icin (1) ve (2) ozellikleri saglaniyor ise f fonksiyonuna p—lineer fonksiyon denir (Hacisalihoglu

ve Ekmekgi, 2003).

Tanmm 2.3.2 R, reel sayilar cismi iizerinde r— tane vektor uzayi Vi, Vo, ..., V; ve

r—lineer doniislimlerin
r—lineer
L(Vi, Vay ooy Vi R):{f|f:V1 X Vax ..x V, R}

ciimlesinin R iizerinde vektor uzay1 oldugunu biliyoruz. Bu vektor uzayma V|, V', ..., V' dual

vektor uzaylarinin tensor ¢carpimi denir ve
LV, Vo, .y Vs R) =V @V, ®...QV]

ile gosterilir. Boylece V| ® VJ ® ... ® V) tensor uzaymm her bir elemanmna
r—yinci mertebeden (veya r. mertebeden) kovaryant tensor ( veya kovaryant r-tensor)

denir.

Vi=Vo=...=V,=Vise V*®V*®...®V* uzaymna bir kovaryant tensor uzayi ve bu
uzayin her bir elemanina da r. dereceden bir kovaryant tensor veya kovaryant r-tensor denir

(Hacisalihoglu ve Ekmekgi, 2003).

Tamim 2.3.3 V vektor uzay1 ve V nin dual uzay1 V* olmak iizere
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dir. Yukaridaki Tanim 2.3.2 de verilen ifadelerde V yerine V* alinarak V* iizerinde s— lineer

fonksiyonlarin vektor uzay: elde edilebilir. Bu uzaya kontravaryant tensor uzayi denir. Bu uzay1

LVH)=LV5,V, L VER) =VIehe.. eV, =V

ve
T°(V") =V
olarak alacagiz. Boylece
°Wv* = R
T'(V*) =V

elde edilir. 7°(V*) tensor ¢arpimina bir kontravaryant s— tensor uzayi ve bu uzayimn her bir
elemanina da s— inci mertebeden bir kontravaryant tensor veya bir kontravaryant s— tensor

denir (Hacisalihoglu ve Ekmekei, 2003).

Tamim 2.3.4 p € M noktasinda ki (r,s) tipindeki bir tensor,
T:(T,M)" x(T,M)’ — R

multi-lineer bir fonksiyondur. (r,s) tipindeki T tensor alani diizgiin bir haritadir. Yerel

koordinatlarda,
L . . 0 0
o 1112...1¢ J J -
T=T% " ddll ... @dx <>z>axi1 ®...®axis (2.19)
yazilir. Burada r ler 1-formlar gibi, s ler ise vektor alanlar1 gibi hareket eder ve
i J J
T((Dl, ceny O.)r,Xl, ...,Xs) = lewjrdxj] (Xl)dxjr(xr)gll(ﬂ)l)g((ﬂs)

I

i1...Iy v J1 i 1
Tl X Xro) ..o

J1eedr

sonucuna ulasilir. Bu durumda T tensorii, s — kovaryant ve r — kontravaryant’ tir denir (Calin

ve Chang, 2005; Spivak, 1979).

Tamm 2.3.5. M Riemann manifoldu ve V, M iizerinde Riemann koneksiyonu olsun.
VX,Y,Z € x(M) igin

R: x(M) >y (M) xx (M) — x(M)

(X,Y,Z) — R(X,Y)Z=VxVyZ-VyVxZ-Viy yZ (2.20)

bi¢ciminde tanimlanan R fonksiyonu M manifoldu iizerinde (1,3) tensor alanidir. Bu tensor alani
M manifoldunun Riemann egrilik tensor alani olarak adlandirilir (Hacisalihoglu ve Ekmekci,

2003; Spivak, 1979).
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Yardimcir Teorem 2.3.1. (M,g) bir Riemann manifoldu ve R Riemann egrilik

tensorii olsun. O zaman VX,Y,Z,W € y(M) igin;
i) g(R(va)ZaW) = _g(R(Y7X)Z7W),

iii) g(R(X,Y)Z,W) = g(R(Z,W)X,Y)

yazilir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.3.6 (M, g) bir n—boyutlu Riemann manifoldu ve {e,...,e,}, % (M)’ nin bir baz1
olsun. Boylece VX,Y € y (M) igin g Riemann metrigi
n
=) g(X,ei)g(ei,Y) (2.21)
i=1
seklinde tanimlanir (De ve Shaikh, 2007).

Tanim 2.3.7 (M, g) bir n—boyutlu Riemann manifoldu ve {Xi, ..., X, }, x(M)’ nin bir bazi

olsun. Bu durumda

0: uM) x( > n
X Z (X:, X)X, (2.22)

seklinde tamimli Q operatoriine M nin Ricci operatorii ad1 verilir. Ayrica Q yardimi ile M’ nin
Ricci egrilik tensorii S,

S: xM)xxyM) — C*(M,R)

2.23
(XY) = S(X.Y)=g(Q(X).Y) 229

bi¢ciminde tanimlanan (0,2) tipinde bir tensordiir. Eger
SX,Y) =Ag(X,Y) —m (X)n (¥) (2.24)

ise (M,g) manifolduna bir u—Einstein manifoldu denir. u = 0 ise (M,g) manifoldu Einstein

manifold olarak adlandirilir (Hacisalihoglu ve Ekmekgi, 2003).

Tanimm 2.3.8 n-boyutlu M Riemann manifoldu iizerinde R Riemann egrilik tensorii ve
{e1,...,en}, X (M)’ nin bir baz1 olsun. VX,Y € x (M) i¢in S Ricci egrilik tensori,

S(X,Y)= zn:g (R(ei,X)Y,e) (2.25)
i=1
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seklinde tanimlanir (Oprea, 1997).

Tamm 2.3.9 (M, g) bir Riemann manifoldu ve {ej,ez,...,e,}, TpM tanjant uzayinin bir

bazi olmak iizere M nin skaler egriligi,

-

N
I
—_

T= S(e,’, e,‘) (2.26)

bi¢ciminde tanimlanir (Chen, 1973).

Teorem 2.3.1 M Riemann manifoldu lizerinde tanmimli 3-boyutlu R Riemann egrilik
tensori VX,Y,Z € (M) igin S Ricci egrilik tensorii, Q Ricci operatorii ve T skaler egriligi

cinsinden

RX,Y)Z = S(Y,2)X—g(X,Z)QY +¢(Y,Z) OX
—S(X,2)Y - % [8(Y.Z)W —g(X,Z)Y] (2.27)

seklinde yazilir (Yildiz, vd., 2013).

2.4 Gradient Vektor Alam ve Divergens

Tamm 2.4.1 (M, g) Riemann manifoldu olmak iizere, f € F(M) diizgiin bir fonksiyon
olsun. f nin gradienti,

g(Vf.X)=df(X), VXeyM) (2.28)

seklinde yazilir. Burada kullanilan Vf, M {izerinde tanimlanan ve metrik olarak d f ye denk

olan bir vektor alanidir. Unutulmamasi gereken bir nokta da gradientin,

seklinde yazilabilir olmasidir. Yerel koordinatlarda Levi-Civita koneksiyonu ile olan karigiklig

gidermek amaciyla gradienti,
L . d
Vi=Y (VY5

i—1 0x;

notasyonu ile ifade ederiz. Bu durumda,
df =Y =dx;
f l_Zl axi -xl

kullanilarak (2.28) denkleminde yerlerine yazilirsa,

gij (V)X = %Xé VX € x(M) (2.29)
J
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denklemi elde edilir. Gradientin bilesenleri olarak,

D
(Vf)fzg”gj;

ve daha sonra da,
of 9
ox; Ox ; j

tekrarlanan indekslerin toplami olarak ifade edilir (Calin ve Chang, 2005).

V=gt

Tamm 2.4.2 M manifoldu iizerinde tanimlanan bir vektor alant X € (M) olsun. X in
p € M noktasindaki divergensi

n
div(X), =Y &y(VEX,E) (2.30)
i=1
yazilir. Burada Ey, ..., E, T,M nin ortonormal bir bazini ve V da g ye gore M manifoldu iizerinde

tamimlanan Levi-Civita koneksiyonunu gostermektedir (Calin ve Chang, 2005; O’Neill, 1983).

2.5 Euler-Lagrange ve Lagrange Denklemleri

Tanim 2.5.1 (M, g) bir Riemann manifold olmak iizere, ¢ € F(M) olsun. Y yOniinde
Xj
0
¢ nin tiirevi; ¢. ; seklinde gosterilir. Ayrica 7,M’ nin bir baz1 { y ey — }iSE
J 8x1| p axm| p
99
i =V 2.31
0. ;= ; 2 9 (2.31)

ox; ]

yazilir. Burada kullanilan V, M manifoldu iizerinde tanimlanan Levi-Civita koneksiyonudur

(O’Neill, 1983).

Tanim 2.5.2 M ve N Riemann manifoldlar olmak iizere ¥ : M — N haritas1 verilsin. Tlk
kisim parametrelerin uzayni, ikinci kisim ise koordinatlarin uzaym gostermek iizere, p € M

icin (x1, ...,x,) yerel koordinatlari ve (yj, ...,y,) de ¥(p) € N igin var ise, vektor alani

\p;i:lp*(i i 9

ax,-) = ¢ o (2.32)

Y. ; € x(¥(M)) seklinde belirtilir (Calin ve Chang, 2005; O’Neill, 1983).
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Bazi 6zel durumlar i¢in, ornegin, M = R; olmak lizere tanjant vektor alani,
d
dt
seklinde ifade edilir (Calin ve Chang, 2005; O’Neill, 1983).

(1) = Wa() (2.33)

Tanmm 2.5.3 N koordinat uzay1 olmak iizere bir Lagrangian, L : TN — R seklinde ifade
edilir. Bir Lagrangianin, Tanim 2.4.2 de verilen W : M — N icin ¥ ve . ; skalar fonksiyonlari ile
iligkisi kagimlmazdir. Lagrangian ifadesi, sirastyla, M lizerinde tanimlanan g;; ve h;; metriklerini

icerir ( Calin ve Chang, 2005).

Tamm 2.5.4 (M, g) kompakt bir Riemann manifoldu ve f € F(M) olsun. f ’nin kinetik
enerjisi,
1
E(f) =/ ~|VfI* av (2.34)
M2

seklinde tanimlansin. Bu durumda |V f|> = g(Vf,Vf) ve Vf = grad f olarak tammlanir. M
kompakt oldugunda, 0 < E(M) < oo olur. O halde Lagrangian,

L= % IV fI? (2.35)

olarak tanimlanir ( M. P. do Carmo, 1995).

Teorem 2.5.1 (2.34) denklemi ile verilen Lagrangian i¢in Euler-Lagrange denklemi,

Af=0 (2.36)
seklinde yazilir (Calin ve Chang, 2005).
Ispat Yerel koordinatlarda,
1 ;.of of 1 ;.
L=—oV_ L 2 — ol f. £ 2.37
2g axi axj' 2g f’l f’J ( )

yazilir. L f fonksiyonuna bagli olmaksizin, (2.36) denkleminin sag tarafi sifirlandiginda ifadenin
sol tarafinda,
oL i
— =N = (VK (2.38)
af;k 5] ( )

bulunur. Boylece (V f )k . = 0yadadiv(Vf) = 0 oldugu kolaylikla bulunabilir.

Tanim 2.5.5 Bir Riemann manifoldu iizerinde tanimlanan egri ¢ : 7/ C R — (M,g)

olsun. Dogal Lagrangian, ¢ egrisi ve U : M — R’ ye tanimlh potansiyel ile iligkilidir. K
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kinetik enerjiyi ve U potansiyel enerjiyi gostermek lizere, aralarindaki fark dogal Lagrangian’ 1
tanimlamaya yardimci olacaktir. Bir ¢ egrisi lizerinde ¢(¢) noktasinda, bir ¢ aninda ¢(¢) hiziyla

hareket eden bir birim kiitle parcacig1 diisiiniilsiin. Daha sonra dogal Lagrangian,

L(9,9) = %g(qn 9)-U(9) (2.39)

seklinde yazilir (Thirring, 1978).
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3.1 Dogal Lagrangian’ in Bir Durumu Olarak Hamilton-Jacobi Denklemi

Bu boliimde dogal Lagrangian’ i Arnold’ un 1989 yilinda yayinlamis oldugu

Mathematical Methods of Classical Mechanics kitabindan ve Ovidiu Calin, Der-Chen Chang

in Geeometric Mechanics on Riemann Manifolds adli kitaplarindan faydalanilarak tanim

verilmig, Euler- Lagrange denklemi tanimlanmig, bu sayede toplam enerjinin potansiyel ve

kinetik enerjinin toplam1 oldugu gosterilmis ve bu denklemlerin anlagilmasina yardimci olacak

teoremler verilmistir.

Tamm 3.1.1 Riemann manifoldu tizerinde ¢ : (t1,12) — (M, g) seklinde bir egri verilsin.

U : M — R potansiyeli ve L ise dogal Lagrangian’ 1 gdstersin.

£(0.6) = 3 [6(1) 2~ U 6())

Denklemin sol tarafinin integralinin alinmast durumunda,

elde edilir. Euler-Lagrange denklemini diislindiigiimiizde,
Ve =—VUp

3.2 de bulunan integralin denklemi sagladig1 goriiliir.

Toplam enerji,
1.
H = [6(1)],~ U(0(1))

potansiyel ve kinetik enerjinin toplami olarak yazilir (Arnold, 1989).

Yardimci Teorem 3.1.1 S : R x M — R bir fonksiyon olsun. Daha sonra,

oS .
o

dir (Arnold, 1989).

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)
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ispat Teoremin sol tarafi acilirsa,

d Z—a’x Zar

bulunur. Bundan dolay1
as

Gradient,

seklinde verilmis olsun. Bu durumda,

as .

g(VS,([)) gl](VS) ¢ ” kl (l) axl

oxk

denklemi elde edilir. O halde,
oS
950 = (g, +4(VS.8))d

bulunur.

15 15
I:/Ldt veJ:/(Ldt—dS)

141 1

integralleri ayn1 ¢ : (11,12) — (M, g) egrisi i¢in extremum noktalarini saglarlar. Ciinkii,

J=1-S(t2,0(t2)) +S(t1,0(t1))

dir.

Yardima Teorem 3.1.2 J integrali 5 ‘({) WA ‘ |VS | +U)’ ya esittir (Calin ve
Chang, 2005).

Ispat: J nin integrali L — dS/dt dir. Yardimc1 teorem 3.1 kullanilarak,

oS S
-2 = L <d +8(V5,6))
a5 :
= —\q}} —gVS(f))—!—l|VS|2— VS|? —a—S—U

= y¢_ Sy — \VS| +0).

Boylece, I integrali ve

5]
B 1,. 2 S 1 2
= [ [so-wsE -G it o] -

n
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integrali ayn1 ¢ : (¢1,¢,) — M egrisi igin (¢1,1;) noktalarini saglar. Ayrica yukaridaki integraldeki

S: R x M — R keyfi bir fonksiyondur. (3.5) denklemini saglayan S fonksiyonu,

S 1, .
— 4+ -1V =0 3.6
at+2! S"+U (3.6)

seklinde sec¢ilir. Daha sonra J integrali,
15}
J:/%\(b—VS\zdt (3.7)
g
olur. Boylece J nin minimal olabilmesi ancak ve ancak,

$=Vs (3.8)

olmasi ile miimkiindiir. Burada S fonksiyonu (3.6) esitliginin bir ¢oziimiidiir.

Tammm 3.1.2 (3.8) denklemi bir Hamilton-Jacobi denklemi olarak ifade edilir. Aym

zamanda
oS oS
5 —i—H(a,x) =0
ya da,
aa—f+H(VS) =0 (3.9

seklinde yazilir. Burada H Hamiltonian’ 1 gosterir (Arnold, 1989).

Teorem 3.1.3 Euler-Lagrange denkleminin ¢(z) ¢6ziimii boyunca,

0(1) = VoS(t,0(1)) (3.10)

elde edilir. Burada S, Hamilton-Jacobi denkleminin yani (3.6)" nin bir ¢6ziimiidiir (Arnold,

1989).

Ote yandan (3.10) denklemini saglayan herhangi bir egri, yeni bir parametre

belirleninceye kadar, Euler-Lagrange denklemlerinin bir ¢oziimiidiir.
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3.2 S Etkisinin Tekilligi

Bu kisimda Euler-Lagrange denklemlerinin S etkisinin tekilligini gostermek

amaciyla bazi tanim ve onermeler verilmistir.

X, Euler-Lagrange denklemlerinin ¢oziimlerinin bir akig1 tarafindan olusturulan bir

vektor alani olsun. Diger bir deyisle,

olsun. Divergensi uygulayip Teorem 3.1.3 ii kullanarak,

divX = divVS=AS
divXy, = div ()
= VoS(t,0(1))
= divVSs
= AS

dir. Burada A Laplacian’ 1 temsil eder (Thirring, 1978).

X ¢oziimlerinin akig1 eslenik noktalara sahip olmadigi miiddetce, divX’ in tekilligi
yoktur. Laplacianin bir hipoeliptik operator ( yani fonksiyonlarin tekilligini destekler) olmasi

sebebiyle, kullanilmas1 durumunda § etkisinin tekilligi olmadig: goriiliir.

Onerme 3.2.1 Coziimlerin akisginin eslenik noktalarinda S etkisi, tekildir (Calin ve

Chang, 2005).

3.3 Jeodeziklerin Durumu

Bu boliimde S etkisinin tekilliginin, Euler-Lagrange denklemlerinin ¢oziimlerinin
akisinin eslenik noktalarinda tekil oldugu gosterilmis ve bu sekilde jeodeziklerin durumunun da

gosterilebilecegi birkag tanim ve yorum ifade edilmistir.

Bu durumda, U = 0 ve Hamilton- Jacobi denklemi,

S 1, .,
=+ |V§|"=0 3.11
5 5198 (3.11)
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ve ¢ = VS dir.

Ayri degiskenler ile ¢oziime bakilacak olursa,

S(t,x) =a(t) +b(x). (3.12)

Sonrasinda (3.11) denkleminden yararlanarak,
/ 1 2
d(0)+51Vb)* =0
bulunur. Burada £ > 0 sabiti vardir, dyle ki

_d (1) = % Vb(x)P = E

dir.
Burada kullanilan E notasyonu aslinda; enerjiyi ifade eder. Ciinkii
1 2 1 2 1 2 1 12
E =3 |Vb(x)f = 5 [V(a+b) = 3 |[VSP =3 [0
yazilir.
Boylece
a(t) = —E(t)+a(0)
ve
! \Vb|* = E
5 =FE.
buradan da
1
x) = —(b(x) — b(x
Bx) =~ (bx) ~ b(x0))
olur.
Bu durumda B, 3.4 boliimiinde goriilecek olan, eikonal denklemini saglar.
VB =1,
ve
B(x0) =0,

yani B(x) = d(xo x) dir.
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O halde,
b(x) = b(xo) + V2Ed(xp,x) (3.13)
bulunur. (3.12) ve (3.13) kullanilirsa

S(t,x) = —Et+/2Ed(xo,x)+a(0)+ b(xo)
= —Et++v2Ed(xo,x) +5(0,x0)

elde edilir.

Sonug 3.3.1
E (t7 )
m——-=—

t—poo t

dir (Arnold, 1989).

Sonuc 3.3.2 7 ve xo’ 1n genel durumlari icin,
S(t,x) = S(to,x0) — (t —to)E + V2Ed(xp,x)

S(to,x) —S(Z‘Q,XQ) = \/ﬁd(Xo,x) — (l‘ —t())E

elde edilir (Arnold, 1989).

3.4 Riemannian Manifoldlarda Hareket Fonksiyonu

Calismanin bu kisminda Riemannian manifoldlarda hareket fonksiyonun tanimi

yapilmig ve daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi teoremlere yer verilmistir.

M bir Riemannian manifold ve ¢ : (f9,7;) — M bir diizgiin harita olsun. Lagrangian’ in

negatif olmadig1 kabul edilirse,

L(9,0) >0
olur.
Tanim 3.4.1 Baslangic durumuyla hareket fonksiyonu
S(t0,9(t0)) = So (3.12)
ve

S(1,0() = S+ [ L(0(s).(5))ds (313
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seklinde tamimlanir. Burada ¢, Euler-Lagrange denkleminin ¢(7p) ve ¢(¢) ye bagh ¢oziimiidiir
(Calin ve Chang, 2005).

Asagida Hareket ve Hamilton-Jacobi denklemlerinin arasindaki baglanti verilmistir.

Teorem 3.4.1 (3.13) denklemde tanimlanan Hareket,

E)S

5, TH( ¢,¢) (3.14)

Hamilton-Jacobi denklemini S(zp,0(f9)) = So baslangi¢c kosuluyla saglar. ~ Burada H,

Hamiltonian ile iligkilendirilmis Lagrangian’ 1 temsil eder (Thirring, 1978).

Ispat Zincir kuralini uygulayarak,

as as as . oS <8S ¢>

= 3¢k¢ 7 "\ (3.15)

Legendre doniisiimii yardimiyla da,

HCGe ) = (53-0) ~ LO0.60) 316

(3.15) ve (3.16) denklemleri kullanilarak (3.14) de gecen Hamilton-Jacobi denklemi elde edilir.

Baglangi¢ durumu ile Hamilton-Jacobi denkleminin, lineer olmayan bir denklem olarak,
birden fazla ¢oziimii olabilir. Bu duruma bir 6rnek verilecek olursa Euler-Lagrange denkleminin
i = 0 ile Lagrangian’ m L(x,x) = %xz ve ¢Oziimiin ise x = x(t) = ct + xo oldugunu gdzoniine

alahm. Hamiltonian H(p,x) = $p? dir.

Bu durumda, f (f,x) = \/2x —t fonksiyonu Hamilton-Jacobi denkleminin bir ¢éziimiidiir.

of [ 1.9f _
o T2e) =0

ve £(0,0) = 0 baslangi¢ kosulu ile xg = x(0) = 0 dur.

Farkl1 bir ¢oziimii ise S(z,x) hareketi ile gosterilsin.

t

S(t,x(1)) / st— ct—

0

—~
=
e
~
~—
o

1
2t 2t

Asagidaki soru su sekilde ele alinabilir;
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Hangi durumda Hamilton-Jacobi denkleminin bir ¢oziimii hareket fonksiyonu olabilmeyi

saglar?

Asagidaki problemde momentumu gozleyerek ise baglayalim.

_oL_ . _
P=% "¢

Ote yandan,

dir. Boylece,
0S

P=ox
dir. Bu durumun agiklanabilmesi icin, Euler-Lagrange denkleminin herhangi bir ¢oziimii orijine
gecis yapar, denilir. Bir sonraki teoremde de ifade edildigi gibi, Hamilton-Jacobi denkleminin
bir ¢6zlimiiniin olabilmesi i¢in hareket fonksiyonunun da Euler-Lagrange denkleminin herhangi
bir ¢ozlimii icin dahi uygulanmasi gereken bir durum oldugu asikar bir sekilde ortaya

cikmaktadir.

Teorem 3.4.2 S = S(z,0), Hamilton-Jacobi denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda,

aa—f —}—H(?—i,d)) =0
veya
S(t0,0(10)) = So
syle ki,
p= g_g (3.17)

momentum p = dL/d¢ dir. Daha sonra,

S(1.0(0)) = So+ [ L(0()d(s)ds (318

fo

burada L, Hamiltonian ile iligkilendirilmis Lagrangian ve ¢ Euler — Lagrange denkleminin bir

¢Ozilimii olacak sekilde,

d oL  JL

= 1<k< terince kiigiik |f —
dtad)k T < n ve yeterince kii¢iik |t —

dir (Calin ve Chang, 2005).
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Ispat Yeterince kiiciik |t; —to| ile ¢(ty) ve o(t) ile baglantih Euler — Lagrange

denleminin bir ¢ ¢dziimii verilsin. 7 € [fo, ;] ve kabul edelim ki t = #; olsun.

ve

dir.

Bu durumda,

1(0) = J(9) + S(t1,0(11)) — S(t0,9(10)) (3.19)

ds aS
ar o <a¢’¢>

Legendre doniisiimii uygulandiginda,

zincir kurali yardimyla;

L(9,9) = (p.6) —H(p,9)

icin p =dL/d¢ olsun. J(¢) integralinde degisim yapildiginda,

50 = [pdy-npe-E- N

I

= [{p=50)~ (G +HGg 00 =0

fo

as
elde edilir. Ciinkii p = 3% 9 ve S Hamilton-Jacobi denklemini saglar. Boylece (3.19) denklemi

1(0) = S(r1,0(t1)) — S(t0,9(t0)) (3.20)

olur. 71 in keyfi bir 0 < < ¢ ile degistirilmesi ile (3.18) hareket fonksiyonu elde edilir.

Simdi de Momentum durumunun gerekli olup olmadigir durumu incelendiginde,
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denkleminde ¢ ye gore tiirev alinip, Euler — Lagrange denklemleri kullanilirsa,

1 1
aS 98 oL d dL

o o~ Ja®=) a5

3]
dp
= —ds=p(t1) —p(t
/ds s = p(t1) — p(to)
]
bulunur.

oS

Boylece p(tp) =0 ve % = 0 ek hipotezleri ile, momentum durumunun gerekli oldugu

rahatlikla soylenebilir.

3.5 Korunumlu Sistemler icin Hamilton-Jacobi Denklemi

Bu kisimda ¢alismanin Hamilton-Jacobi denklemlerinin korunumlu sistemler ile

iligkisi anlatilmistir.

Hamiltonian’ 1n # zamanina ac¢ik¢a bagh kalmadigir durumlarda Hamilton denklemleri

kullanilarak,
dH_aH oH . aH_aH

ar P e T

elde edilir. Bundan dolayi, H(p,0) sisteminin ¢4ziimii boyunca sabit E enerjisine esittir.

=0 (3.21)

Boylece Hamilton-Jacobi sistemi
oS

SHE=0
ile
S(t0,9(t0)) = So,
S(t0,0(t0)) = So—Et

¢oziimii elde edilir. E enerjisi, $(0) ve ¢(¢) nin bitim noktalarinin yani sira ¢ ye de baghdir.

3.6 Keyfi Bir Lagrangian Icin Hareket Fonksiyonu

Bu boliimde Hareket fonksiyonlarinin keyfi bir Lagrangian ile iliskisinin ana sonucu,

asagidaki teorem ile verilebilir.
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Teorem 3.6.1 L = L(x,x,t) bir Lagrangian fonksiyonu olsun.
Ldt =dS
seklindeki denklemlerin Euler — Lagrange sisteminin ¢oziimiinii olusturan,
S=S8(x,1)

seklinde bir fonksiyon vardir (Arnold, 1989).

Ispat. X = x(t) Euler — Lagrange sisteminin bir ¢oziimii

d oL  JL
- 3.22
dt axk axk ( )
ve
oL
Pk = Fre (3.23)
Xk
k. momentum olsun. (3.20) genisletilirse,
opr. , Opr. , 9px| OL
— X+ =X+ =— | ==— 3.24
Lttt T (524)

= | ox,

sonucu elde edilir.

Lagrangian L = L(x,x,t), ¥ e bagl olmaksizin, (3.22) denklemde %, nin kat sayist,

opr

% 0 (3.25)

dir.

(3.23)’ de (3.22)’ 1 kullanilirsa,

2
i =0
0x,0%)

saglanir ve boylece L dogrusal bir fonsiyon olur dyle ki,

r

oL
bu dogrusal fonksiyonun hiz vektorii olur. (3.22)" i kullanarak a, = P pr elde edilir. Daha
Xy

sonra,

L=Lo(x,1)+ ) priy (3.26)

bulunur.
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oL
o pr Euler — Lagrange sistemi,
Xk

dLo op, P apk apk

k axk . OXr

seklinde acilirsa, denklemin sol tarafinda (3.26) ve sag tarafinda da py = py(x,¢) kullanilmig
olur. Kat sayilarin belirlenmesiyle,

opr _ Opy dpr 9L

WA o i 327

Ve

Ldt = Lodt + Y prdx,
r

1-formunun elde edilmesi saglanmig olur. Bu durumda rahatlikla sdylenebilir ki, S = S(x,r)

seklinde bir fonksiyon vardir ki Ldt = dS boyunca ¢oziimleri mevcuttur.

Sonug 3.6.1 S Teorem 3.6.1 de verilen bir fonksiyon olsun.

T

/ Ldt = S(t) — S(0).

0

dir. Burada kullanilan § fonksiyonu L Lagrangian ile ilgili bir hareket fonksiyonudur (Thirring,
1978).

3.7 Ornekler

Calismanin  bu kisminda hareket fonksiyonun Lagrange, Euler-Lagrange
ve Hamilton-Jacobi denklemlerinde nasil kullanildigim1 gosteren Orneklerle anlatilmasi

amaglanmugtir.

Ornek 3.7.1 Aymi dairesel hareket icerisindeki birim kiitle parcacig1 alalim.

Lagrangian hesaplanirsa

1

L(%)’JJ’) = A

S (@ +57) + (w9 = yx) (3.28)

dir.



28

Polar koordinatlardaki x = rcos¢® ve y = rsin¢ yerlerine yazilirsa

[(Fcos ¢ — rsind.§)? + (#sin ¢+ rcos (1)(]))2]

[rcos¢(#sing + rcos¢.¢) — rsing(#cos¢ — rsing.g|

- % [,-,2 cos? ¢ + 2 sin? ¢.q’>2 —2r.isindcos 0.0 + i sin® ¢ + r cos> (1).({)2 +2r.isind cos (I)(l)]
[

+ [rircos ¢sin + r* cos? ¢.¢ — r.i-sin g cos ¢ + ¥ sin® ¢.¢]
olur. Bu durumda gerekli sadelestirmeler yapilirsa, Lagrangian,
L(r,7,) = %(r'2+r2¢2>+r2¢ (3.29)
seklini alir.

Euler — Lagrange sistemi,
d oL dL doL dL
dtdi  or’  dtdd 90
olmak tzere,

Ferd o, (PG4 =0 (3.30)

elde edilir. Ikinci denklem, ilk integralin 72(¢ + 1) = C sabit bir deger elde edilmesine olanak

verir. Baglangigtaki durumu diisiindiigiimiizde, (0) = 0 icin C = 0 ve ¢ = —1 bulunur. Boylece
(3.30) in ilk denklemi # = —r olur. Co6ziimiin sinir kurallarina uydugu ve r(0) =0, r(t) =
R gdzoniine alinirsa,
Rsint
t) = te|0 3.31
=", relod] (31)

sonucu elde edilir.

Lagrangian,

1 R  R%sin’t R

2 2

= — cos2t
T 2sin“ 1T

L(r(t),#(1),0(1))

2 sin% 1 sin
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seklinde yazilir. Hareket fonksiyonu da momentin tam sifir oldugu anda yani, #p = O da,

SEx(.5(®) = [L0(0).50),8(0))d

0
T
1 R?
= — cos?2t dt
2811’12‘5/
0
B 1 1 sin2tT
~ 2sin?t 2 0
B R? sin21)
~ 2sin?t 2
_ 11 2sin’ccos’tR2
2 sin%1 2
R2
= —CO0ST
2
1
= §(x2(1)+y2(’c))cot1:

seklini alir. O halde S, orijinden uzaklastikga Oklidyen gibi davranir. Orijinin disindaki hareket

fonksiyonu i¢in mekanik egriler ile ilgili caligmalara bakilabilir.

Onerme 3.7.1 Hareket fonksiyonu,
1
S(t,x,y) = E(x2 +y?)cott

Hamilton-Jacobi denkleminin bir ¢oziimiidiir. Burada

9S 1[dS, 3S,] 1,35 S, 1,5, ,
x 2 [(ax) +3) } 3G g Y g ) =0
ve
5(0,(0,0)) =0
dir.

Ispat Asagidaki Lagrangian ile iliskili olan Hamiltonian,
H=pii+py—L

dir. Buradan
oL 1 ) L 1
= — =X— — X = —
D1 ax 2)’7 P1 2y

Ve

oL 1 _ N 1
= — = —_ —x — _x
P2 Jy y P Yy=02 )
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seklinde yazilir. Gerekli diizenlemeler yapilinca,

1 1 1
H(p,x,y) = 5(p1+p2) + 5 (p1y = pax) + g(x2 +y?)

sonucu elde edilir.

Ornek 3.7.2 Ters kuadratik potansiyelin etkisi altindaki birim kiitle pargacigi.

Lagrangian diisiiniilsiin.

L) = 2@+ 2)+ 1K

X,X) = = (X7 + X -

’ 2T 2x3 +x3

Bu denklemden, potansiyelin etkisi altinda kalan ve x—diizleminde bulunan bir

parcacigin yoriingesinin tanimlandigi sdylenir.
Ux)=—=— (3.33)

burada k bir sabittir. Boylece Lagrangian donel degismezlerinin (r,¢) kutupsal koordinatlarinda

cok daha uygun hale gelip,
. 1 ) 2:2
L(r,r,q)):i(r +7r°0 )+_ﬁ (3.34)
denklemini olusturdugu kolayca sdylenebilir. Hareket fonksiyonunu bulmak i¢in Hamiltonian
formiilllerini kullanalim. Moment,

oL . oL

PEg=h m=g = r*¢ (3.35)
seklinde olacak ve bu durumda Hamiltonian,
. : 1, , p5. 1k
H(p,r)=piit+p0—L=-(pi+ 3) =53 (3.36)
dir.
) oH y o . C e
=0 = 0 oldugunda, Momentum p; hareketinin bir sabiti olacaktir. Hareketin diger

dH
bir sabiti ise total enerjidir. 7 0 = H bir sabittir. (3.34), (3.35) ve (3.36) denklemlerinden

bir ¢6zlimiin yanisira,
k* kK
L=H+—5=H+—0
r D2

bulunur ve boylece hareket fonksiyonu,

T k2
S(t) = S(0) + / L=S(0) +HT+(0(1) ~0(0)) (3.37)
0
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olur. H ve p; sabitleri sinirlarin belirlendigi durumlarin agisindan yazilirsa,

R=r(t), ro=r0), ®=0(1),  ¢y=10(0)
bulunur. Genel olarak bu durum acik bir sekilde yazilamaz. (3.34) ve (3.35) denklemlerinden,

2 2
_ o Pk
E=7r +r—2

bulunur ve buradan da E = 2H kolaylikla yazilir.

o= p% — k? olsun ve

ZE_
po gyt i * (3.38)

dir.

O halde inceleme yapmak icin ti¢ durum vardir:

i)ou=0: r(t) =+VEt+ry, ve ro <R alinrsa,

R—r
r(t) = . % + 1o

bulunur. Hamilton denkleminin integrali alinirsa,

._aH_pz_k
A P
ve .
dt kol 1 ko101
¢(T)_¢0:ko/(\/ﬁ+ro)2:ﬁ(%_\/E_’H—ro):\/E(%_l_e)

elde edilir. £ icin ifadeyi kullanirsak,

kT 1 1_k'c

- R— ro (}"_0 B E> r()R (339)

bulunur.

(3.36) denklemini ele alalim. Bu denklemde,

)2
poE e B _(R=n)?
2 2 T
yazilip (3.36) degistirilerek,
R— 2 k2
S(x) = s(0) 4 K10 | ke (3.40)

2T roR
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denklemi elde edilir.

i) a > 0: (3.37) denkleminin integrasyonu ile pozitif bir yap1 diisiiniilsiin. O halde,
r(7)
/ rar
/ VEr? —a,
0

\/ErZ(r) —o= \/Erg —o+Et
1
(1) = E(oc+ (Et +\/Er} —)?) (3.41)

=t

burada

Ve

sonucuna ulagilir.

Hamilton denkleminin integralinin alinmasiyla,

aH p2
P2 2

0=

veE

elde edilir.

iii) & < 0 : o= —a® olsun. r(t) fonksiyonu (3.38) da verilmisti. Ancak o,

! ds pz Et+@/Er0—a2—a \/Er(%+a2+a
o)~ =2 [ 35 =
0 \/Er0+a —a \/Et—i—Er(z)—i—az—f—a

seklinde tanimlanabilir.

o = 0 durumunda incelendigi gibi o # 0 oldugunda, E ve p, sabitleri, sinir durumlarinin
bir fonksiyonu olarak yazilamaz. Hareket fonksiyonu icin agikar bir ¢6ziim bulunmasi, lineer

olmayan Hamilton-Jacobi denkleminin ¢oziimiine denktir. Yani,

S 0S, 1,05, K
25t G TG =

dir.
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Ornek 3.7.3 Kepler problemi

Lagrangiam gozoniine alalim. Bu durumda yer ¢ekiminin potansiyel etkisi altinda kalan

birim kiitle parcaciginin hareketinin tanimi yapilmis olur.
1 M
L= 5(x%+x§)+— (3.42)
x% + x%

M
Euler-Lagrange denklemi, ¥ = _W dir. Kutupsal koordinatlarda (r,¢), Euler-Lagrange
x

denklemleri rz(j) = sabit olacak sekilde,

2 M
7"—1"¢ :r_2
ve
d, ,
el —0
= (0)
bulunur.

Bu Kepler kurallarinin ikincisi olup, bolgesel hizin sabit oldugunu belirtmektedir.

H(p;r,0) = %( pr+pl) - A74 denklemi Hamiltonian’ dir ve ¢dziimler boyunca bu durum

degismeden kalir.

P2 = a¢ = 0 oldugunda, p, sabittir. Ote yandan p, = % = ¢r? ve bu durumda p,
momentumu bolgesel hizi olusturur.
E =2H olsun. p; = a = i kullanilarak,
dr p3 2M
— E——+— 343
dt r? + r ( )

sonucuna ulaglir.

Bolgesel hiz sabit oldugunda,

dé _p>

44
dr - 2 (3.44)

elde edilir.



(3.42) ve (3.43) denklemleri boliiniip, degiskenlerine ayrilip,

(1)
/ —pz/d¢
\/Er2+2Mr p2

o

integrali kullanilirsa, denklem saglanmis olur.

u = 1/r doniisiimii yapilirsa,

1/r(z)

/ \/E+2Mu p u?

1/ro

= p2(9(t) = 9)

bulunur.

A=E/p3 ve B=M/p3 igin
1/r(t)
du
S s el LUR

I/ro

denklemi elde edilmis olur.

A+ 2Bu—u? = A+ B> — (u— B)? esitligini kullanarak,

u—-B 1/r()

r)’l/m - ( () q)O)

arccos(

sonucu bulunur.

Bu esitlik,
1

r(t) =

seklinde yazilabilir. Ayrica, burada kullanilan

1

C= arccos(L)

VA+ B2

esitligi kutupsal koordinatlarda konik bir denklemi temsil eder.

B+ VA+B2cos(p3(9(t) —dg)) +C

34

(3.45)

(3.46)

(3.47)
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4. MINIMAL YUZEYLER

4.1 Rotasyonel Tensorii

Bu boliimde minimal yiizeylerin temel bilesenleri verilerek, gerekli tanim, teorem
ve Onermeler yardimiyla calismanin iceriginin daha net anlagilmasi saglanmistir. Bdylece,
klasik mekanikte bir akigkanin dinamiginin, akiskanin dénmesi ve geniglemesi ile aciklanmasi,
donme bilesenin rotasyonel vektorii ile tanimlanirken geniglemenin ise divergens fonksiyonu
ile agiklandig1 gosterilecektir. Donme ve genislemeyi igeren klasik formiiller bir ¢ € F(R?)

fonksiyonu ve V € x(RR?) vektor alan igin,
rot (gradd) =0 ve div(rot V) =0 4.1)

dir.  Yukaridaki formiillerden ilki gradient vektér alaninin donmeye(rotasyona) sahip
olmamasini, sonraki ise rotasyonel vektor alaninin sikistirilamaz oldugunu gosterir. Bu durumda
Riemann manifoldu {izerindeki bir vektor alaninin rotasyoneli bir vektor alan1 degildir. Ancak

bu alanin tensor oldugu rahatlikla sdylenebilir.

Tanmm 4.1.1 Bir (M,g) Riemann manifoldu iizerinde bulunan X vektor alaninin

rotasyoneli bir anti-simetrik 2-kovaryant tensorden olusur. Bu A tensdriiniin bilesenleri,
Aij=Xij— Xji (4.2)

dir. Kovaryant tiirevin tanimi1 kullanilarak,

X, X,

A= — —
b axj' axi

4.3)

oldugu kolaylikla bulunur (Calin ve Chang, 2005).

Gelecek teoremde (4.1) formiiliiniin manifoldlar iizerinde ifadesi gosterilecektir .

Onerme 4.1.1 X € 3 (M) bir vektor alani ise,
X =grad¢ <= rot X =0

dir (Calin ve Chang, 2005).
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Ispat Kabul edelim ki X = grad ¢ olsun. Sonra X* = gkf 90 ~ya daX; = q) yazﬂablhr Bu

durumda (4.3) de bulunan denklem yardimiyla,

dX; 0X; 9% 920

(rot X);j = ox; Ox  ox;ox;  Oxox;

=0

bulunur.

. . . . 0X; 0X g
Tersine, rot (X) = 0 olacak sekilde bir X vektor alani alalim. Bu durumda oo
X j Xk

olur. Boylece o = ZXkdxk I-formu kesin bir sekilde ifade edilir. Bu su anlama gelmektedir;
f yerel olarak tanimlanan bir fonksiyon olsun. Oyle ki, ® = df = Z%dxk olsun. Boylece
X = ax yada X/ = Z gk/ yam diger bir deyisle, X = grad f dir.

Bir sonraki 6nerme (4.1)” in benzer bir sonucundan ibarettir.
Onerme 4.1.2 iz rot X =0, VX € (M) dir (Fecko, 2006).
Ispat iz rot X = g/ (X;,j — X;,;) = X;j]'. — X!, = 0 yazilabilir.

Bir sonraki sonug ise Bianchi tipi birim fonksiyon ile iligkilidir.

Onerme 4.1.3 A nin dairesel kovaryant tiirevi rot X = 0 dir. Bu durumda,

dir (Fecko, 2006).
Ispat rot tanimi kullamilarak bilesenleri yok edebiliriz.

Bir sonraki 6nerme rotasyonel (rot) igin globallii ve invaryantli§i saglar. Riemann

metrigi ( ) seklinde ve Levi-Civita koneksiyonu V ile gosterilir.

Onerme 4.1.4 Eger A = rot X ise
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dir (Sharipov, 1996).

Ispat. Her U,V € x(M) igin

A(U,V) = AUV = (Xij —X;)U'V/ = (Vo X) UV — (V:X) ,U'V?
= <Va]~X7 U>V] o <Va,‘Xa U>Ul - <VVj8jX7 U> - <VUia,~X7V>
= <VVX7U> - <VUX7V>

elde edilir.

Teorem 4.1.1 X € y(M) olmak iizere A = rot X olsun. O zaman,
AU,V)=V(X,U)-UX,V)+(X,[U,V]) (4.6)

olur (Sharipov, 1996).

Ispat Levi-Civita koneksiyonu metrik koneksiyon ise,

VX,U) = (VyX,U)+(X,VyU)
UX,V) = (VyX,V)+(X,VyV)

dir. Koneksiyonun simetri 0zelligi kullanilip, ¢ikarma islemi yapilirsa,

elde edilir. Bu denklem dikkatlice incelenirse, (4.6) denklemine denktir.

Bir sonraki teoremde rof, Levi-Civita koneksiyonu ve Lee tiirevi arasindaki baglantiy1

vermektedir.

Teorem 4.1.2 Eger A = rot X ve V, (M, g) iizerinde tanimlanan koneksiyon Levi-Civita
koneksiyonu ise

AU,V)=2(VyX,U)— (Lxg)(U,V) 4.7)

dir (O’ Neill, 1983).

Ispat Levi-Civita koneksiyonu i¢in Koszul formiiliinden;

2(VyX,U) =V(X, Uy+X(U,Vy—-U(V.X)—(V,[X,U]) +(X,[U,V]) + (U, [V,X])
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bulunur.

Teorem 4.1.1 yardimiyla,

2VyX,U) = A(U,V)+X{U,V)—(V,[X,U])+ (U, [V,X])
= AU,V)+X{U,V)—(V,LyU) — (U,LxV)

esitligi saglanmus olur.
(Lxg)(U,V) = X(U,V) = (LxU,V) — (U, LxV)
denklemini kullanilarak,
2(VyX,U)=A(U,V)+ (Lxg)(U,V)

elde edilir.

Sonuc 4.1.1 Eger X bir vektor alan1 ve Lyg = 0 icin,
(rot X)(U,V) =2(VyX,U) (4.8)

yazilir (Calin ve Chang, 2005).

Sonug¢ 4.1.2 Eger X = grad ¢ olacak bicimde vektor alani ise,
(Lxg)(U,V) =2(VvX,U) (4.9)

dir (Calin ve Chang, 2005).

Tanmm 4.1.2 f € F(M) bir fonksiyon olsun. f” nin torsiyonu 7y : ¥ X ¥ — X olacak
sekilde,
THU,V) = V(F)U ~U(f)V (4.10)

olur. Her durum igin Ty, F(M)— lineer ise Ty, 2-kovaryant tensordiir denir (O’Neill, 1983).

Onerme 4.1.5 Torsiyonun bazi 6zellikleri asagida verilmistir (O’Neill, 1983):

(1)
T/(U,V) = —T¢(V,U)
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(i1)
Iz Ty =0
(iii)
Ty, = T +l’le, Vf,he ?(M)

(iv)

Ts(U,V) =0, YU,V = f sabittir
Ispat
(1)

Ty (UV)==(U(f)V =V(HU) =T;(V,U).
(i1)
IzTy = ¢7T¢(0;,0,) = ¢7((9if)3; — (9,/)0i

= grad f—grad f=0.

(iii)

Tw(U,V) = V(WU ~U(fh)V
= V(WU +hV(f)U — fURYV —hU(f)V
= f(VIWU-UHR)V)+h(V(/)U-U(f)V)
= fT(U,V)+hT$U,V).

(iv) U ve V lineer bagimsiz vektor alan1 olarak alinsin. Bu durumda,

herhangi U ve V vektor alani icin saglanir. Boylece f sabittir.

Bir sonraki 6nermede rot un X de F(M)— lineer olmadig1 agiktir.

Onerme 4.1.6 f € F(M) ve X € x(M) olsun (Calin ve Chang, 2005).

rot (fX) = frot (X)+(T7,X). (4.11)
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Ispat A = rot (X) ve Ay = rot (fX) oldugunu biliyoruz. Teorem 4.1.1" i kabul ederek,

ArU,V) = VX, U)=U{fX,V)+(fX,[U,V])
= V(NXU)+ VX, U) = fUX,V)=U(f)X,V)+f(X,[U,V])
= fVX,U)-UX, V) + (X, [UV])) + V() X, U) U)X, V)
= SAU,V)+ X, V(HU-U(f)V) = fAU,V) + (X, T;(U,V))

denklemi saglanir.
Onerme 4.1.7 (M,g) Riemann manifoldu iizerinde X herhangi bir vektor alani olsun

(Arnold, 1989).
Iz (Lxg) =2div X (4.12)

ispat Onerme 4.1.2 deki Iz kullanilacak olursa,
IzA=21z(V — (VyX,V)) —Iz(Lxg)

elde edilir. Onerme 4.1.2 yardimiyla /z A = 0 saglanir. Iz olarak divergens teoreminin tanimi

kullanilarak (4.12) elde dilir.

4.2 Minimal Yiizeylerde Uygulamalar

Calismanin bu kisminda minimal yiizeyler ile yapilmis uygulamalar ve bazi

teoremler ile Onermeler verilecektir.

3 C M bir hiperyiizey olmak iizere ¢! {0} = {x € M | ¢(x) = 0} seklinde tanimlansin.

Gradient vektor alam1 X = V¢ seklinde gosterilsin. Birim normal vektor,

X Vo
N=-—=—-—. (4.13)
X[ Vel
Burada f = %' olarak gosterilir. N = fX dir. Gradienti hesaplanirsa

VyN =Vy(fX) = fVyX+V(f)X (4.14)
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olur.  Burada kullamlan V, (M,g) Riemann manifoldu iizerinde tanimli Levi-Civita

koneksiyonudur. Boylece herhangi U € (),
(VwN,U) = (WX, U) +V(f)(X,U)
yazilir. X = V¢ iken H nin normalidir. Bu durumda (X,U) = 0 dir. Sonug olarak,
(VyN,U) = f(VyX,U), YU,V € y(H) (4.15)

dir.

Sonug 4.1.2 kullanilarak;
(Lxg)(U,V) =2[IX[[{VyN,U), VU,V € x(¥) (4.16)
yazilir. Weingarten déniisiimiinii hatirlayalim. Burada S € T11(3(),
(S(V),U) =—(VyN,U), YU,V €y (H) 4.17)
bulunur. Daha sonra (4.16)’ dan,
—2|X1[{s(V),U) = (Lxg)(U,V) (4.18)

elde edilir.

Tamm 4.2.1 Eger {ej,...,e,—1} C T, H ortonormal bir ¢atiysa, H’ nin bir p noktasindaki

skalar egriligi,

n—1
Y (S(e),ei) = %Iz S (4.19)
i=1

seklinde yazilir. (4.18) yardimiyla,

,_‘
I

o = (4.20)

2(n
elde edilir (Calin ve Chang, 2005).

(4.20)’ nin sag tarafindaki gibi bir denklem elde etmek igin, (M, g) manifoldu iizerinde
Z?;ll (Lxg)(ei,e;)’ den (4.18) ve (4.19) yardimiyla I7(Lxg) elde edilir. Bunu gergeklestirmek

icin de bir sonraki sonuca ihtiyacimiz olacaktir.

Teorem 4.2.1 N = fX ve f = ||X|| " ise

X(f)

(LXg)(N7N) =-2 f

(4.21)
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dir (Calin ve Chang, 2005).

Ispat Ly (fX) = [X, fX] = X(f)X oldugu bilinmektedir. Buradan hareketle,

(Lxg)(N,N) = X(N,N)—2(LxN,N)=—2(LxN,N)
= _2<LX(fX)7fX> = _2<X(f)X7fX>

= —2px(p =25

f

sonucuna kolaylikla ulagilabilir.

Teorem 4.2.2

dir (O’ Neill, 1983).

Ispat {e|,...,e,_1} C T, H olmak iizere ortonormal bir taban olsun. e, = N, secelim. O

halde T,M deki bir ortonormal taban {ey,...,e,_1, e, } olur. p noktasindaki /z,
n n—1
z(Lxg) = Z Lxg)(eiei) = ) (Lxg)(eirer) + (Lxg) (N, N) (4.23)
i=1 i=1
seklinde yazilir. Teorem 4.2.2 ve Onerme 4.1.7 kullanilarak,
2div X = -2(n—1)o, | X]| —2||X[| X (f) (4.24)
elde edilir. Ayn1 zamanda bu esitlik,
—(fdivX+X(f))=(n—-1)a, (4.25)
seklinde ifade edilebilir. Denklemin sol tarafi — div(fX) = —divN olarak yazilirsa,
divN

o — — (4.26)
n—1

bulunur.

Onerme 4.2.1 (M,g) bir Riemann manifold ve 3{ C M birim vektor alan1 N olan bir

hiperyiizey olsun. Asagidaki ifadeler birbirlerine denktirler;

1) M nin minimal bir hiperyiizeyi J dir.
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2) div Nig¢ = 0 dir (Calin ve Chang, 2005).
Asagidaki ornekler 6nermede gecen ifadelerin agiklanmasina yardimci olacaktir.

Ornek 4.2.1 M =R" ve 5 ={x, =0} verilsin. Bu durumda normal vektor alan1 N =
en = (0,...,0,1) ve divN = 0 olur. Bu durumda J{, R* de bir minimal hiperyiizeydir.

Ornek 4.2.2 R" de n — 1 boyutlu kiire 8"~ ! olsun. Birim vektor alam

N, = Z |x|ax,
n—1

8"~ in normali olmak iizere; divN = % dir. Boylece 8"~ ! in skalar egriligi, || = =1

olur.

Onerme 4.2.2 Bir Monge yolu olarak verilen yiizeyi ele alalim. Bu durumda (x,y) —
(x,y, f(x,y)) seklinde tanimlanan Monge yiizeyinin R** de minimal oldugu ancak ve ancak

f fonksiyonunun asagidaki denklemi saglamasiyla miimkiindiir (Calin ve Chang, 2005):

< 2R @uf P @pf 241 = 0uf PO + (3uf 0} +20uf D f Byf  (427)

Ispat Yiizey, 07" (0) ve ¢(x,y,z) = f(x,y) — z seklinde verilsin. Vi = (9.f,0yf,—1) ve
|V¢‘ = V/(0xf)*+ (9yf)* + 1 dur.

Verilen denklemler yardimiyla,

1 1
divN = dlv(w )= W‘M leV¢+V¢(|V¢‘) (4.28)
seklinde yazilabilir.
Ayrica,
1
ax e - x a a ax
1
(=) = —2(ayf.a§f+axf.axyf)

Vol Vol
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dir. Boylece,

1 1
a .
rv¢| we)) ~(g))

= vor (( of )7 02 f + (0yf)*.05 f + 205 f Oy f-Oxy f)

elde edilir. (4.28) de elde edilen sonuglar yerlerine yazilir ve divVe = 02f + 85 f oldugu goz

V(])( ) = xfa( )+ayf (

b
Vol

Oniine alinirsa (4.27) bulunur.

Sonug 4.2.1 f(x,y) Z arxky™ kK a,,, a9 # 0 seklinde tanimlansi. O halde f(x,y)

yiizeyinde m = 1 olmasi durumunda ancak ve ancak f(x,y) yiizeyinin R? de minimal oldugu
soylenir. Bu durumda f(x,y) = agy + ay fonksiyonu bir yiizeye karsilik gelir (Calin ve Chang,
2005).

Ispat. (4.27) denkleminin her iki tarafinin da boyutunun derecesi incelendiginde,

Af=0(x""),  f=0(""),  Rf=0("?), Ff=0(y"?)

oldugu goz Oniine alinirsa,

V@24 @2+ 1= 0(x"" [y )

2m—3 | 12m—3
)

yazilir. Ayrica (4.27)” nin sol tarafi da O(|x| seklinde yazilir.

@xf)222f = O(P" yo(x" %) = o(|x" %),
@y )22 = oy o(ly" ) = o(ly" )

3m=4 193 ¢ esit oldugu goriiliir. m = 1

degeri icin denklemin sag ve sol tarafi ayn1 boyut derecesine sahiptir.

esitliklerinden, denklemlerin sag taraflarinin O(|x|

4.3 Helmbholtz Ayrisimi

Bu boliim rotasyonel ve divergens fonksiyonlarinin formiilleri kullanilarak
olusturulan ornekleri icermektedir. Kompakt bir Riemann manifoldu iizerinde bulunan X
vektor alaninin, Y ve Z vektorlerinin toplaminin ayrisimi olarak yazilabileceginin gosterilmesi
amaclanmaktadir. Burada Y vektorii donme bilesenini, Z vektorii ise genisleme bilesenini ifade

etmektedir.
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Teorem 4.3.1 Bir (M,g) Riemann manifoldu iizerinde tanimli X vektor alani igin M
tizerinde,

X=Y+Z (4.29)

Y,Z € M vektor alanlan vardir. Ayrica divY = 0 ve rot Z = 0 oldugundan dolayr da ayrigim
tektir (Calin ve Chang, 2005).

Ispat Varhk: o = divX ve ¢ eliptik denklemin ¢oziimii olsun. (M,g) iizerinde
tanimlanan

AP =® (4.30)

verilsin. Z = V¢ ve Y = X — V¢ alinsin. Daha sonra
rot Z=rot Vo =0,divy =0—-Ap=0

bulunur.

Teklik: Iki ayrisim diisiinelim.
X=N+Zi="HL+2.
rot Z; = 0 iken ¢, nin Z; = V¢;, i = 1,2 olacak sekilde bir fonksiyonu vardir. Cikarma iglemi ile,
K=Y =V(9;—9,)

elde edilir.

U=Y,—-Y) ve § = ¢; — ¢, alimursa,

divU =divVo

bulunur.

U = divY, —divY;=0 iken, A¢ = O dir. Hopf Teoremi hatirlanacak olursa,

0 = sabit ,ya da ¢; — ¢, = sabit

sonucuna ulagilir. Gradient alinmasi durumunda, Z; — Z, = 0 elde edilir. Daha sonrada Y] =Y»
olur ve ayristmin tek oldugu ispatlanmis olur. Burada su yorumu yapmadan gecilmemelidir:
divX = divZ ve rot X = rot Y oldugunu, ayrica Y, Z vektor alanlar1 olmak {izere; bir ayrisimda

Y vektor alan1 donmeyi, Z vektor alani ise genislemeyi temsil ettigi unutulmamalidir.
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Ornek 4.3.1 X = (x| —x2)0y, + (x1 +x2)0y, verilsin. Helmholtz ayrigimi, X =Y +Z igin

X = x10x, —X20x, +X10x, +X20x,

= (—xZaxl +x18X2) + (Xlaxl —l—XzaxZ)
buradan da

Z = xlaxl+x2axza

= —Xanl + xlaxz

olarak ifade edilir.

4.4 Kompakt Olmama Durumu

Bu kisimda herhangi bir manifoldun kompaktlik durumu incelenerek Helmholtz

ayrisimi ile aralarinda ki iligki ac¢iklanacaktir.

Eger manifold kompakt degil ise, o halde Helmholtz ayrisimi tek degildir.

ay(x1),a2(x2), b1(x1), ba(xz) diizgiin fonksiyonlar olsun. Bu durumda

X = (a2(x2) / b (x1)dx1)ax1 + (b1 (x1) / a2 (32)dx2)s, 4.31)

vektor alanini alalim. O zaman, divX = ayb; —bjay = 0 dir. R? de ¢ harmonik fonksiyon olmak

tizere, o, B, 7, O € R keyfi sabitler i¢in
O(x1,x2) = ooxy + By +yxixz +8 (4.32)

dir. Boylece
Z=Vo= (0c+yx2)8x1 + (B+YX1)8X2 (4.33)

vektor alan1 divergensden ve Y = X — Z vektor alam1 da rotasyoneden bagimsizdir (Calin ve

Chang, 2005).
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, Riemann manifoldlar iizerinde geometrik mekanik kavramlarin
incelenmesi, temel kavramlarin agiklanmasi ve yapilan ¢alismaya yardimei olacagi diisiiniilen
teoremler, onermeler ve ispatlar agiklanmistir. Oncelikle temel geometrik kavramlar ifade
edilmis, sonra bu kavramlar yardimi ile calismanin ii¢iincii boliimiinde; Hamilton- Jaobi Teorisi’
nin tanimlari, teoremleri ve ispatlari verilmistir. Daha sonra Riemann manifoldlar iizerinde
tanimlanan Eikonal denklemlerin tanimlar1 verilmistir. Bu denklemlerin Lagrangian ile olan
iligkisi ornekler ile aragtirilmistir. Bu aragtirma neticesinde ne tiir sonuglara ulasildig: verilmistir.
Dordiincii boliimde minimal yiizeyler ile ilgili temel kavramlar, teoremler ve yardimci teoremler
ispatlar1 ile beraber ifade edilmistir. Helmholtz ayristminin minimal yiizeyler ile iligkisi

aciklanmustir.

Calisma neticesinde matematik ve fizik alanlarinda daha ¢ok arastirma yapmanin, di-
siplinler arasi etkilesim ile miimkiin olacag: goriildii. Iyi bir fizik problemi ile baglayan
calismalar matematigin de katkisi ile geometrik mekanik alanina ¢ok daha fazla katki sag-
layacagi kaginilmaz olacaktir. Benzer durum tersi icinde gecirlidir. Hamilton- Jacobi teorisi ile
Lagrangian ve Riemann manifold iizerinde tanimlanan Eikonal denklemlerin birbirleri ile olan
ilskileri neticisinde hem fiziksel hem de geometrik yorumlara ulagilabilir. Minimal yiizeyler i¢in
H = 0 olmasi yiizeyin en kii¢iik alana sahip oldugunu aciklar. Bununla birlikte H = 0 sartin1

saglayan baz1 minimal yiizeyler minimum alana sahip olmayabilir yorumuna ulagilmisgtir.
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