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ÖZET 

 

 
Bu tezde, üstel kübik B-spline kolokeyşın metodu kullanılarak bazı kısmi diferensiyel 

denklem sistemlerinin sayısal çözümleri araştırılmıştır. Kısmi diferensiyel denklem 

sistemlerine Crank-Nicolson zaman ayrıştırması uygulanmış ve zaman ayrıştırılmış 

sistemlerdeki  lineer olmayan terimler için Taylor metodu kullanılarak lineerleştirilme 

yapılmıştır.  Zaman ayrıştırılmış sistemin konum ayrıştırması için üstel kübik B-spline 

kolokeyşın metodu uygulanmış ve sistem, cebirsel denklem sistemine dönüştürülmüştür. 

Böylece kısmi diferensiyel denklem sistemlerinin üstel kübik B-spline kolokeyşın algoritması 

tasarlanmış ve elde edilen sonuçlar, literatürdeki farklı metotlar ile elde edilen sonuçlarla 

karşılaştırılarak algoritmanın deneysel doğruluğu tartışılmıştır. Üstel kübik B-spline 

fonksiyonlarının serbest parametresi en iyi çözümü verecek şekilde belirlenmeye çalışılmıştır. 

Farklı başlangıç koşulları uygulandığında oluşan çözümlerin mecvut fiziksel modelleri 

gösterilmiştir. 

Birinci bölümde sonlu farklar yaklaşımı, sonlu elemanlar metotları, B-spline 

fonksiyonlar, üstel kübik B-spline kolokeyşın metodu, lineer olmayan oluşum denklemleri, 

korunum kanunları ve soliton dalgaları tanıtılmıştır. İlerleyen bölümlerde ise lineer olmayan 

Schrödinger denklemi, reaksiyon difüzyon denklem sistemi, ikili Burgers denklem sistemi ve 

Boussinesq denklem sistemlerinin sayısal çözümleri elde edilmiştir. Sayısal metodun 

doğruluğu analitik çözümü bilinen problemler için maksimum hata normu ile, analitik çözümü 

bilinmeyen problemler için ise bağıl hata ile gösterilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: B-spline, Üstel kübik B-spline, Kolokeyşın metodu, Sonlu elemanlar, 

Lineer olmayan Schrödinger denklemi, Reaksiyon-difüzyon denklem sistemi, İkili Burgers 

Denklemi, Boussinesq denklem sistemi. 
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SUMMARY 

 
 

In this study, numerical solutions of some partial differential equation systems using 

exponential cubic B-spline collocation method are investigated.  The systems are time-

discretized using the Crank-Nicolson method. The nonlinear terms in the time-discretized form 

of the system are discretized by way of  the Taylor method. The application of the exponential 

B-spline collocation method  to the time-discretized system gives the fully-discretized systems 

which is an algebraic diagonal banded equation system. So an exponential cubic B-spline 

collocation algorithm is designed for numerical solutions of the system of partial differential 

equation.  Experimental accuracy of algorithm is discussed with comparing obtained solutions 

with the  solutions existing  in the literature.  Free parameter of exponential cubic B-spline 

functions is determined experimentally over the predefined interval to give best solution. 

Obtained solutions of physical models are shown when different initial conditions are applied,  

In the first chapter, the finite difference, the finite element methods, B-spline functions, 

exponential cubic B-spline collocation method, nonlinear evolution equations, conversation 

laws and soliton waves are described. In later chapters, the numerical solutions of nonlinear 

Schrödinger equation, reaction-diffusion equation system, coupled Burgers’ equation and 

Boussinesq eqaution system are obtained. The accuracy of numerical method is shown with 

maximum error norm for when analytical solution is known and relative error norm for when 

analytical solution is unknown.  

 

Keywords:B-spline, Exponential B-spline, Collocation method finite elements, Nonlinear 

Schrödinger equation, Reaction-diffusion equation system, Coupled Burgers’ equation, 

Boussinesq equation system. 
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1. G·IR·IŞ

Fizik, kimya, biyoloji, matematik, ekonomi, i̧sletme gibi pek çok alanda ve çeşitli

mühendislik dallar¬nda kaŗs¬laş¬lan bir çok problem, k¬smi diferensiyel denklemlerle mo-

dellenir. Model problemleri analitik olarak çözmek her zaman mümkün olmad¬¼g¬ndan

alternatif olarak say¬sal çözüm metotlar¬kullan¬l¬r. Dolay¬s¬yla diferensiyel denklem sis-

temlerinin verilen başlang¬ç ve s¬n¬r şartlar¬n¬sa¼glayan çözümlerini elde etmek için say¬sal

metotlar geli̧stirilmektedir. Say¬sal çözüm metotlar¬ aras¬nda, sonlu farklar metotu ve

sonlu elemanlar metotlar¬ en çok kullan¬lan metotlard¬r. Bu bölümde bu metotlardan

k¬saca bahsedildikten sonra üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodu tan¬t¬lm¬̧st¬r. Tezde

say¬sal çözümleri araşt¬r¬lacak olan lineer olmayan Schrödinger (NLS) denklemi, reaksiyon-

difüzyon denklem sistemi, ikili Burgers denklemi ve Boussinesq denklem sistemi, başlang¬ç

ve s¬n¬r şartlar¬ile birlikte verilmi̧s ve test problemleri tan¬t¬lm¬̧st¬r.

1.1. Temel Kavramlar

Bu k¬s¬mda, tezin ilerleyen aşamalar¬nda ortaya ç¬kan baz¬kavramlar¬n �ziksel ve

kimyasal anlamlar¬üzerinde k¬saca durulmuştur.

Aktivatör: Enzim aktivitesini h¬zland¬rarak, bir reaksiyonun oluşumunu kolay-

laşt¬ran uyar¬c¬madde.

Dalga: Titreşim hareketi yapan bir �ziksel niceli¼gin maddi ortamda veya uzayda

yay¬lmas¬.

Dalga boyu: Dalgan¬n bir tam döngü yapt¬¼g¬nda kat etti¼gi mesafe.

Dalga frekans¬: Dalgan¬n birim zamandaki titreşim say¬s¬.

Dalga periyodu: Dalgan¬n bir dalga boyu kadar yol almas¬için geçen süre.

Dalgan¬n h¬z¬: Dalgan¬n birim zamanda ald¬¼g¬yol.

Difüzyon: Maddelerin çok yo¼gun ortamdan, az yo¼gun ortama do¼gru kendili¼ginden

yay¬lmas¬.

Difüzyon katsay¬s¬: Birim yüzey aras¬nda yer de¼gi̧stiren malzeme miktar¬n¬n, bu

yüzeye dikey konsantrasyon gradyan¬na oran¬.

Enzim: Hücredeki biyokimyasal reaksiyonlar¬n gerçekleşmesini sa¼glayan biyolojik

katalizör.

Genlik: Bir dalgan¬n tepesinden çukuruna kadar olan düşey uzakl¬¼g¬n yar¬s¬.

·Izotermal: Is¬derecesi de¼gi̧smeyen, devaml¬ayn¬¬s¬y¬gösteren.
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·Inhibitör: Kimyasal ve biyokimyasal reaksiyonlar¬yavaşlatmak amac¬ile kullan¬lan,

genellikle organik yap¬da olan bileşikler.

Kataliz: Bir kimyasal tepkimenin katalizörler taraf¬ndan h¬zland¬r¬lmas¬olay¬.

Katalizör: Kimyasal tepkimeyi h¬zland¬ran fakat kendisi de¼gi̧smeden kalan madde.

Model: Fiziksel ya da kimyasal bir olay¬n ifade edildi¼gi denklem sistemi.

Mutualizm: Ortak yaşayan iki canl¬n¬n birbirinden faydaland¬¼g¬yaşama şekli.

Otokataliz: Bir reaksiyon ürününün, o reaksiyonu katalizleme durumu.

Popülasyon: S¬n¬rland¬r¬lm¬̧s co¼gra�k bölgede yaşayan ayn¬tür bireylerin oluştur-

du¼gu topluluk.

Reaksiyon: ·Iki veya daha fazla maddenin birbiri ile etkileşmesi sonucu kendi özel-

liklerini kaybederek yeni özellikte maddeler oluşturmas¬.

Reaktant: Kimyasal reaksiyona dahil olan molekül.

1.2. Sonlu Farklar Yaklaş¬m¬

Taylor serisi aç¬l¬m¬yard¬m¬ ile türevlere yaklaş¬mlar bulunabilir. Buna göre bir

de¼gi̧sken içeren ifadeler için sonlu fark yaklaş¬mlar¬, Taylor serisi yard¬m¬ ile aşa¼g¬daki

şekilde elde edilir.

[a; b] tan¬m aral¬¼g¬için, N bir pozitif tamsay¬, h =
b� a
N

ve bölünme noktalar¬

xi = a+ ih; i = 0; 1; : : : ; N

olsun. Bu durumda, u(x) fonksiyonu ve türevleri tan¬m aral¬¼g¬ üzerinde sürekli olmak

üzere, u(xi + h) ve u(xi � h) ifadelerinin xi noktas¬ndaki Taylor seri aç¬l¬mlar¬

u(xi + h) = u(xi) + hux(xi) +
h2

2!
uxx(xi) +

h3

3!
uxxx(xi) + : : : ; (1.1)

u(xi � h) = u(xi)� hux(xi) +
h2

2!
uxx(xi)�

h3

3!
uxxx(xi) + : : : (1.2)

olarak bulunabilir. (1.1-1.2) eşitliklerinden ux(xi) çözülürse

ux(xi) =
u(xi + h)� u(xi)

h
� h

2!
uxx(xi)�

h2

3!
uxxx(xi)� : : : ; (1.3)

ux(xi) =
u(xi)� u(xi � h)

h
+
h

2!
uxx(xi)�

h2

3!
uxxx(xi) + : : : (1.4)

elde edilir ve (1.3-1.4) düzenlenirse, u fonksiyonunun xi noktas¬ndaki birinci türevi

ux(xi) =
u(xi + h)� u(xi)

h
+O(h) = ui+1 � ui

h
+O(h); (1.5)

ux(xi) =
u(xi)� u(xi � h)

h
+O(h) = ui � ui�1

h
+O(h) (1.6)



3

formunda yaklaş¬k olarak bulunabilir. (1.5-1.6) ile bulunan yaklaş¬mlar s¬ras¬ile ileri ve geri

fark yaklaş¬mlar¬olarak adland¬r¬l¬r. Her iki yaklaş¬mda da görüldü¼gü gibi, seri belli bir

yerden kesildi¼gi için bir hata oluşacakt¬r. Oluşan hatalar, serinin kesildi¼gi yerden sonraki

ilk terime göre de¼gerlendirilir ve O(:) ile gösterilir.

E¼ger (1.2) eşitli¼gi, (1.1) eşitli¼ginden ç¬kar¬l¬r ve düzenlenirse

ux(xi) =
u(xi + h)� u(xi � h)

2h
+O(h2);

ux(xi) =
ui+1 � ui�1

2h
+O(h2) (1.7)

formunda birinci türev için merkezi fark yaklaş¬m¬da bulunabilir. Ayr¬ca, (1.1) ve (1.2)

eşitlikleri taraf tarafa toplan¬rsa

uxx(xi) =
u(xi + h)� 2u(xi) + u(xi � h)

h2
+O(h2);

uxx(xi) =
ui+1 � 2ui + ui�1

h2
+O(h2) (1.8)

formunda ikinci türev için sonlu fark yaklaş¬m¬da bulunabilir.

Ayr¬nt¬l¬bilgi için (Lapidus ve Pinder, 1982; Smith, 1978; Thomas, 1995; Irk, 2007)

referanslar¬incelenebilir.

1.2.1. Crank-Nicolson metodu

Say¬sal analizde Crank-Nicolson metodu bir sonlu farklar metodudur. Crank-Nicolson

metodu, ikinci mertebeden ve kapal¬bir metot olup John Crank ve Phyllis Nicolson taraf¬n-

dan bulunmuştur (Crank ve Nicolson, 1947). Crank ve Nicolson çal¬̧smalar¬nda, u(x; t) iki

de¼gi̧skenli bilinmeyen içeren diferensiyel denklemin sonlu fark metodu ile say¬sal çözümünü

araşt¬rmak için bilinmeyen fonksiyona ve türevlere

ut ' un+1 � un
�t

u =
un+1 + un

2

ux =
un+1x + unx

2
...

formunda yaklaş¬mlar önermi̧slerdir. Burada �t zaman¬ifade eder. Görüldü¼gü gibi, za-

mana göre türev için ileri sonlu fark yaklaş¬m¬kullan¬l¬rken bilinmeyen fonksiyon ve konuma

göre ard¬̧s¬k iki ayr¬k zamanlardaki ortalamalar¬al¬nm¬̧st¬r. Zamana göre türev için geri

veya merkezi sonlu fark yaklaş¬mlar¬da kullan¬labilir. Bu tezde kullan¬lacak olan Crank-

Nicolson yaklaş¬mlar¬aşa¼g¬daki gibidir.



4

rt ' rn+1 � rn
�t

; st '
sn+1 � sn
�t

; (1.9)

r3 =
(r3)n+1 + (r3)n

2
; s3 =

(s3)n+1 + (s3)n

2
; (1.10)

r2s =
(r2s)n+1 + (r2s)n

2
; s2r =

(s2r)n+1 + (s2r)n

2
; (1.11)

rxx =
rn+1xx + rnxx

2
; sxx =

sn+1xx + snxx
2

; (1.12)

ut ' un+1 � un
�t

; vt '
vn+1 � vn
�t

; (1.13)

u =
un+1 + un

2
; v =

vn+1 + vn

2
; uv =

(uv)n+1 + (uv)n

2
; (1.14)

ux =
un+1x + unx

2
; vx =

vn+1x + vnx
2

; (1.15)

uxx =
un+1xx + unxx

2
; vxx =

vn+1xx + vnxx
2

; (1.16)

(u2v) =
(u2v)n+1 + (u2v)n

2
; (uv2) =

(uv2)n+1 + (uv2)n

2
; (1.17)

uux =
(uux)

n+1 + (uux)
n

2
; vvx =

(vvx)
n+1 + (vvx)

n

2
; (1.18)

(uv)x =
(uv)n+1x + (uv)nx

2
; (vu)x =

(vu)n+1x + (vu)nx
2

; (1.19)

uxxt ' un+1xx � unxx
�t

; vxxt '
vn+1xx � vnxx

�t
: (1.20)

1.3. Sonlu Elemanlar Metodu

Fiziksel sürecin matematiksel formülasyonu ve matematiksel modelin say¬sal olarak

analizi, �ziksel olaylar üzerinde çal¬̧san bir çok mühendis ve bilim adam¬n¬n ilgilendi¼gi

iki temel konudur. Fiziksel sürecin matematiksel formülasyonu, ilgili konu (örne¼gin �zik

yasalar¬) hakk¬nda ve kullan¬lacak matematiksel metot hakk¬nda deneyim gerektirir. For-

mülasyon sonucunda genellikle bir diferensiyel denklem ortaya ç¬kar. Matematiksel modelin

elde edilmesi ve �ziksel sürecin karakteristik özelliklerinin tahmin edilebilmesi için analitik

ya da yaklaş¬k metodlara ihtiyaç vard¬r. Yaklaş¬k metotlardan sonlu elemanlar metodu

yayg¬n olarak kullan¬lmaktad¬r.

Sonlu elemanlar metodu, varyasyonel metotlardand¬r. Fakat geleneksel varyasyonel

metotlar¬na göre daha avantajl¬d¬r. Sonlu elemanlar metodunu di¼ger say¬sal metotlardan

üstün k¬lan üç temel özellik vard¬r. Sonlu elemanlar metodu hem düzgün, hem de düzgün

olmayan karmaş¬k geometrik bölgelerde iyi sonuçlar vermektedir. Pratik, uygulanmas¬

kolay ve bilgisayar programlama mant¬¼g¬na uygun bir metottur (Logan, 2007).
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1. Geometrik olarak karmaş¬k olan çözüm bölgesinin, sonlu eleman denen ve geometrik

olarak daha basit olan alt bölgelerin bir koleksiyonu olarak yeniden gösterilmesi.

2. Herhangi bir sürekli fonksiyon, cebirsel polinomlar¬n bir lineer kombinasyonu olarak

gösterilebilir düşüncesinden hareketle, herbir sonlu eleman üzerinde, yaklaş¬m fonk-

siyonlar¬oluşturulmas¬

3. Diferensiyel denklem kullan¬larak, herbir sonlu eleman üzerinde, bilinmeyen kat-

say¬lar aras¬nda cebirsel ba¼g¬nt¬lar elde edilmesi (Reddy, 1993).

Sonlu elemanlar metotlar¬ndan baz¬lar¬aşa¼g¬da verilmi̧stir.

1.3.1. A¼g¬rl¬kl¬rezidü metodu

Lu(x) = f(x) (1.21)

şeklinde ifade edilen bir diferensiyel denklemde; L bir diferensiyel operatör, f(x) bilinen

bir fonksiyon ve u(x) aranan çözüm olsun. (1.21) diferensiyel denkleminin say¬sal çözümü

için a¼g¬rl¬kl¬rezidü metodu kullan¬ld¬¼g¬nda u(x) fonksiyonu için

u(x) � eu(x) = NX
j=1

aj�j(x) (1.22)

formundaki sonlu yaklaş¬m serisi kullan¬l¬r.

(1.22) eşitli¼ginde verilen �j(x), j = 1; :::; N fonksiyonlar¬, diferensiyel denklemin

çözüm bölgesi üzerinde tan¬ml¬d¬r ve aj, j = 1; :::; N bilinmeyen katsay¬lard¬r. Sonlu ele-

manlar metodunda, �j(:) fonksiyonlar¬problem için verilen tüm s¬n¬r şartlar¬n¬sa¼glayacak

şekilde seçilirler ama genelde diferensiyel denklemi sa¼glamazlar.

A¼g¬rl¬kl¬rezidü metodu, eu(x) say¬sal çözüm ile tam çözüm aras¬ndaki sapma mik-

tar¬n¬minimuma indirmeyi amaçlar. Bu sapma ölçüsü rezidü olarak tan¬mlan¬r.

R(x) = Leu(x)� f(x) = Leu(x)� Lu(x): (1.23)

Vj a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki integrasyonu minimize edecek biçimde tan¬mlanm¬̧s

olan özel fonksiyonlar olmak üzere, (1.23) ile verilen rezidü ifadesi, Vj(x) a¼g¬rl¬k fonksiyon-

lar¬ile çarp¬larak problemin 
 tan¬m bölgesi üzerindeki integrali al¬n¬rsaZ



Vj(x)R(x)dx = 0; j = 1; ::; N (1.24)
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formunda N bilinmeyen N denklemden oluşan denklem sistemi elde edilir. Bu sistemden

aj bilinmeyenleri bulunarak (1.22) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa eu(x) say¬sal çözümüne ulaş¬l¬r
(Reddy, 1993).

1.3.2. Kolokeyş¬n metodu

Adi diferensiyel denklemlerin, k¬smi diferensiyel denklemlerin ve integral denklem-

lerin say¬sal çözümü için uygulanmas¬kolay bir metottur. Kolokeyş¬n metodunda tan¬m-

lanan yaklaş¬m fonksiyonu denklemlerde yerine yaz¬larak bölünme noktalar¬ndaki de¼gerleri

cinsinden olan cebirsel denklemleri elde edilir ve bilinmeyenler içeren cebirsel denklem

çözülür. Çözülen cebirsel denklem yaklaş¬k fonksiyonun bilinmeyen paremetreleridir.

Kolokeyş¬n metodu, a¼g¬rl¬kl¬rezidü metodunun bir uygulamas¬d¬r. Bu metotta Vj

a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬olarak

Vj = �(x� xj) (1.25)

fonksiyonlar¬seçilir. Bu fonksiyonlar

�(x� xj) =

8<: 1; x = xj

0; di¼ger durumlarda

özelli¼gine sahiptirler ve R(xj) = 0; j = 1; :::; N oldu¼gunda (1.24) integralinin sonucu s¬f¬r

olacakt¬r. Dolay¬s¬yla kolokeyş¬n metodu için problemin tan¬mlanan aral¬¼g¬nda verilen xj;

j = 1; : : : ; N kolokeyş¬n noktalar¬nda (1.22) eşitli¼ginin yaz¬lmas¬ile

L(
NX
j=1

aj�j(x))� f(x) = 0 (1.26)

denklemi elde edilir. S¬n¬r şartlar¬kullan¬larak, denklemdeki aj bilinmeyenleri bulunduktan

sonra, eu(x) say¬sal çözümüne ulaş¬l¬r (Lapidus ve Pinder, 1982).
1.3.3. Galerkin metodu

Galerkin metodu, verilen diferensiyel denklemi say¬sal olarak çözmek için kullan¬lan

di¼ger bir metottur.

Vj a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬, yaklaş¬m fonksiyonunda kullan¬lan �j(x) fonksiyonlar¬na eşit

olarak al¬nd¬¼g¬nda metot Galerkin metodu olarak adland¬r¬l¬r. Tan¬m bölgesi 
 iken, (1.24)
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denkleminin cebirsel denklemleri

Aij =

Z



�iL(�j)dx

Fi =

Z



�ifdx

olmak üzere
NX
j=1

Aijaj = Fi (1.27)

ile ifade edilir. Sistemin çözülmesiyle bulunan aj bilinmeyenlerinin (1.22) denkleminde

yerine yaz¬lmas¬ile (1.22) formunda say¬sal çözüme ulaş¬l¬r (Reddy, 1993).

1.3.4. Subdomain Galerkin metodu

Tan¬m bölgesi 
 olan problemi çözmek için Galerkin metodunda Vi a¼g¬rl¬k fonksiyonu

Vi =

8<: 1; xi � x < xi+1
0; di¼ger durumlar

olarak al¬nd¬¼g¬nda Galerkin metodu, subdomain Galerkin metoduna dönüşür. Subdomain

Galerkin metodunun cebirsel denklemleri

Aij =

Z



L(�j)dx

Fi =

Z



fdx

olmak üzere
NX
j=1

Aijaj = Fi

ile ifade edilir (Karakoç, 2011).

1.3.5. Moment metodu

Uygulan¬̧s¬ itibariyle Galerkin metoduna benzeyen bu metotta, Pj(x) ler polinom

olmak üzere, a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬
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Vj = Pj(x)

şeklinde seçilir. Böylece (1.24) ile verilen iç çarp¬mZ



Pj(x)R(x)dx = 0; j = 1; ::; N

formuna döner. Moment metodunun Galerkin metodundan fark¬şu şekilde ifade edilebilir.

Bu metotta rezidü ifadesi, seçilen fonksiyonlar ile ortogonal olacak şekilde düzenlenir ve bu

i̧slem için seçilen fonksiyonlar Galerkin metodunda oldu¼gu gibi yaklaş¬m fonksiyonu ile ayn¬

olmak zorunda de¼gildir. Uygulamada, ortogonalleştirme i̧slemi yap¬ld¬¼g¬taktirde, Vj = xj

seçiminin daha iyi sonuçlar üretti¼gi de görülmüştür (Jain, 1984).

1.4. Thomas Algoritmalar¬

Diferensiyel denklemlerin sonlu elemanlar metotlar¬ile say¬sal ayr¬̧st¬r¬lmas¬s¬ras¬nda

oluşan cebirsel denklem sistemlerinin katsay¬matrisleri bant matrislerdir. Katsay¬matris-

leri bant şeklinde olan cebirsel denklemlerin çözümlerinde s¬kça kullan¬lan metotlardan

birisi de Gauss eleme metodundan türetilen Thomas algoritmalar¬d¬r. Thomas algorit-

malar¬n¬n temel mant¬¼g¬, Gauss eliminasyon metodunda katsay¬lar¬s¬f¬r geldi¼ginde yoket-

melerin gerçekleştirilmemesidir. Thomas algoritmalar¬3-bant, 5-bant, 7-bant,. . . gibi tek

say¬l¬bant matrisler için geli̧stirilmi̧stir. Bant geni̧sli¼gi çift olan matrisler için bu algorit-

malar modi�ye edilerek kullan¬l¬rlar. Genel olarak Thomas algoritmalar¬iki ana k¬s¬mdan

oluşmaktad¬r. Birinci k¬s¬m katsay¬matrisinin köşegen alt¬nda bulunan k¬sm¬nda bulunan

elemanlar¬n¬n elenmesi, ikinci k¬s¬m ise çözümün elde edilmesidir.

Bant biçimindeki matrislerin klasik Gauss eliminasyonu ile çözümleri de mümkündür.

Ancak, Thomas algoritmalar¬ köşegen ve köşegen yak¬nlar¬nda bulunan s¬f¬rdan farkl¬

katsay¬lar¬ vektör biçiminde tan¬mlad¬¼g¬ndan programlama s¬ras¬nda bellek kullan¬m¬n¬

oldukça azaltmaktad¬r. Bu sayede algoritman¬n çal¬̧sma maliyeti azal¬r.

Bu tezde k¬smi diferensiyel denklem sistemlerinin say¬sal çözümlerinin elde edilmesin-

de kullan¬lan 3-bant, 7-bant ve 6-bant matrislerin çözümü için kullan¬lan Thomas algorit-

malar¬aşa¼g¬daki gibi s¬ralanabilir (Ames, 1992).



9

1.4.1. 3-Bant katsay¬matrisli cebirsel denklem sistemi ve çözüm algorit-

mas¬

3-bant katsay¬matrisli bir cebirsel denklem sisteminin genel biçimi26666666666666664

b0 c0

a1 b1 c1

. . . . . . . . .

aN�1 bN�1 cN�1

aN bN

37777777777777775

26666666666666664

x0

x1

...

xN�1

xN

37777777777777775
=

26666666666666664

d0

d1

...

dN�1

dN

37777777777777775
ile verilebilir. Bu denklem sisteminin çözümünde kullan¬lacak Thomas algoritmas¬aşa¼g¬-

daki gibidir:

Eleme Algoritmas¬:

�0 = b0; �0 = d0;

�i =
bi � aici�1
�i�1

; �i =
di � ai�i�1
�i�1

; i = 1; 2; � � � ; N:

Çözüm Algoritmas¬:

xN =
�N
�N
;

xi =
(�i + cixi+1)

�i
; i = N � 1; N � 2; � � � ; 0
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1.4.2. 7-Bant katsay¬matrisli cebirsel denklem sistemi ve çözüm algorit-

mas¬

7-bant katsay¬matrisli bir cebirsel denklem sisteminin genel biçimi26666666666666666666666666664

d0 e0 f0 g0

c1 d1 e1 f1 g1

b2 c2 d2 e2 f2 g2

a3 b3 c3 d3 e3 f3 g3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

aN�3 bN�3 cN�3 dN�3 eN�3 fN�3 gN�3

aN�2 bN�2 cN�2 dN�2 eN�2 fN�2

aN�1 bN�1 cN�1 dN�1 eN�1

aN bN cN dN

37777777777777777777777777775

26666666666666666666666666664

x0

x1

x2

x3

...

xN�3

xN�2

xN�1

xN

37777777777777777777777777775

=

26666666666666666666666666664

h0

h1

h2

h3

...

hN�3

hN�2

hN�1

hN

37777777777777777777777777775
ile verilebilir. Buna göre denklem sistemi aşa¼g¬daki gibi tasarlanan Thomas algoritmas¬ile

çözülebilir.

Eleme Algoritmas¬:

�0 = b0; �0 = c0; �0 = d0;

�0 = e0=�0; �0 = f0=�0; �0 = g0=�0; 0 = h0=�0;

a1 = b1; �1 = c1; �1 = d1 � �1�0;

�1 = (e1 � �1�0)=�1; �1 = (f1 � �10)=�1;

�1 = g1=�1; 1 = (h1 � �10)=�1;

�2 = b2; �2 = c2 � �2�0; �2 = d2 � �0�2 � �2�1;

�2 = (e2 � �0�2 � �1�2)=�2;

�2 = (f2 � �2�1)=�2; �2 = g2=�2; 2 = (h2 � �20 � �21)=�2
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ve

�i = bi � ai� i�3;

�i = ci � ai�i�3 � �i� i�2;

�i = di � ai�i�3 � �i�2�i � �i� i�1;

� i = (ei � �i�2�i � �i�i�1)=�i;

�i = (fi � �i�i�1)=�i;

�i = gi=�i;

i = (hi � �ii�1 � �ii�2 � aii�3)=�i; i = 3; 4; � � � ; N:

Çözüm Algoritmas¬:

xN = N ;

xN�1 = N�1 � �N�1xN ;

xN�2 = N�2 � �N�2xN � �N�2xN�1

ve

xj = j � �jxj+1 � xj+2�j � xj+3�j; i = N � 3; N � 4; � � � ; 0:

1.4.3. 6-Bant katsay¬matrisli cebirsel denklem sistemi ve çözüm algorit-

mas¬

6-bant katsay¬matrisli cebirsel denklem sistemlerinin çözüm algoritmas¬7-bant kat-

say¬matrisli sistemlerin çözümlerinde kullan¬lan Thomas algoritmas¬n¬n uyarlanmas¬ ile

elde edilir. Buna göre; ard¬̧s¬k iki denklem için ilk denklemin soluna 0, ikinci denklemin

sa¼g¬na 0 ilave edilerek oluşturulan 7-bant matris sistemi Thomas algoritmas¬ile çözülür.

Bu durum görsel olarak gösterilmi̧stir.
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26666666666666666666666666664

d0 e0 f0 g0

c1 d1 e1 f1 0

b2 c2 d2 e2 f2 g2

a3 b3 c3 d3 e3 f3 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 bN�3 cN�3 dN�3 eN�3 fN�3 gN�3

aN�2 bN�2 cN�2 dN�2 eN�2 fN�2

0 bN�1 cN�1 dN�1 eN�1

aN bN cN dN

37777777777777777777777777775

26666666666666666666666666664

x0

x1

x2

x3

...

xN�3

xN�2

xN�1

xN

37777777777777777777777777775

=

26666666666666666666666666664

h0

h1

h2

h3

...

hN�3

hN�2

hN�1

hN

37777777777777777777777777775

1.5. Hata Normlar¬

Bir say¬sal metodun do¼grulu¼gunun ve etkinli¼ginin belirlenmesi için kullan¬lan en et-

kili say¬sal yöntem; analitik çözümlerin bulundu¼gu durumlarda say¬sal çözümler ile analitik

çözümlerin aras¬ndaki fark¬n ölçülmesidir. Dolay¬s¬yla analitik çözümü bilinen denklem

sistemlerinin say¬sal çözümlerinin do¼grulunu incelemek için aşa¼g¬da verilen L1 hata normu

kullan¬lm¬̧st¬r.

L1 =
utam � usay1 = maxj ��utamj � usayj

�� : (1.28)

Analitik çözümü bilinmeyen denklem sistemleri için ise

Ba¼g¬l hata =

vuuuuuuuut
NX
j=0

��un+1j � unj
��2

NX
j=0

��un+1j

��2 (1.29)

şeklindeki ba¼g¬l hata kullan¬lm¬̧st¬r.
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1.6. Noktasal Yak¬nsakl¬k Oran¬

Konuma göre noktasal yak¬nsakl¬k oran¬(NYO), zaman art¬m¬mümkün oldu¼gunca

küçük ve sabit olmak üzere aşa¼g¬daki gibi formüle edilebilir:

NY O =
log10(

��u� uhj �� = ��u� uhj+1��)
log10(hj=hj+1)

Benzer şekilde zamana göre NYO ise, konum art¬m¬mümkün oldu¼g¬nca küçük ve sabit

olmak üzere

NY O =
log10(

��u� utj �� = ��u� utj+1��)
log10(tj=tj+1)

formunda verilebilir. Burada u tam çözüm iken uhj ve utj ; s¬ras¬ile hj konum an¬ndaki ve

tj zaman ad¬m¬ndaki say¬sal çözümdür.

1.7. B-spline Fonksiyonlar

Çok say¬da veri noktalar¬ndan geçen interpolasyon polinomu bulmak kolay de¼gildir.

Lagrange ve Newton interpolasyon polinomlar¬n¬n dereceleri, nokta say¬lar¬ile do¼gru oran-

t¬l¬d¬r. Nokta say¬s¬artt¬kça, polinomun derecesi de artar. Dolay¬s¬yla yap¬lacak i̧slemlerin

karmaş¬kl¬¼g¬artar. Bunun yerine art arda gelen iki veri aras¬nda birinci, ikinci ya da daha

yüksek dereceden fonksiyonlarla yaklaş¬m yap¬lmas¬daha uygundur. Çok say¬da veri nok-

talar¬na düşük dereceden polinom yaklaş¬m¬spline interpolasyonu yard¬m¬ile yap¬labilir.

Böylece spline interpolasyonu; tan¬m aral¬¼g¬üzerinde, birbirlerini örtmeyen alt aral¬klarda,

daha küçük dereceden polinom bulmay¬amaçlar (Davies, 1980).

Reel say¬lar¬n monoton artan bir x1; x2; :::; xN dizisinin noktalar¬nda tan¬ml¬m. mer-

tebeden s(x) spline fonksiyonu aşa¼g¬daki iki özelli¼ge sahiptir ve reel do¼gru üzerinde tan¬ml¬

bir fonksiyondur (Da¼g, 1994):

1. s(x) her [xi; xi+1] aral¬¼g¬nda m. mertebeden ya da daha küçük mertebeden bir poli-

nomdur. (Burada x0 ! �1 ve xN+1 !1 olabilir. )

2. s(x) ve kendisinin 1; 2; :::;m � 1 mertebeden türevleri tan¬ml¬olduklar¬her aral¬kta

ve xi, (i = 1; 2; ::; N) bölünme noktalar¬nda süreklidir.

Bu tan¬ma göre, spline fonksiyonlar¬, tan¬mlanan alt aral¬klarda ve bölünme nokta-

lar¬nda süreklilik ve türevlenme şartlar¬n¬sa¼glayan parçal¬sürekli fonksiyonlard¬r. m = 0

için 2 şart¬geçersizdir ve 0. mertebeden bir spline fonksiyonu ad¬m fonksiyonu olarak ad-

land¬r¬l¬r. m = 1 için ise spline fonksiyonu k¬r¬k bir çizgidir. m > 0 için m. mertebeden bir
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spline fonksiyonunun m. türevi bir ad¬m fonksiyonudur. Tersine m. mertebeden bir spline

fonksiyonu, bir ad¬m fonksiyonunun m: mertebeden belirsiz integralidir.

Spline fonksiyonlar aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan parçal¬polinom fonksiyonlard¬r.

� Düzgün fonksiyonlard¬r.

� Uygun baza sahip olan sonlu boyutlu lineer uzaylard¬r.

� Hesaplanmas¬kolay olan fonksiyonlard¬r.

� Türevleri ve integralleri de spline fonksiyondur.

� Küçük dereceden spline fonksiyonlar çok esnektir ve polinomlarda oldu¼gu gibi sal¬n¬m

yapmazlar.

� Çözüm bölgesi üzerinde sürekli olan her fonksiyon, bir spline fonksiyon cinsinden

gösterilebilir.

Belirli derecede ve düzgünlükteki her spline fonksiyon B-spline fonksiyonlar¬n lineer

kombinasyonu olarak yaz¬labilir.

: : : < x�2 < x�1 < x0 < x1 < x2 < : : : ve lim
i!1

xi =1; lim
i!1

x�i = �1 (1.30)

olmak üzere, 0: dereceden B-spline fonksiyon,

B0i =

8<: 1; xi � x < xi+1
0; di¼ger durumlar

(1.31)

olarak tan¬mlan¬r (Boor, 1978). Görüldü¼gü gibi B0i ; B-spline fonksiyonu bölünme nokta-

lar¬nda süreksizdir. Yüksek dereceden B-spline fonksiyonlar ise

Bki =
x� xi
xi+k � xi

Bk�1i (x) +
xi+k+1 � x
xi+k+1 � xi+1

Bk�1i+1 (x) (1.32)

k = 1; 2; : : : i = 0;�1;�2; : : :

ba¼g¬nt¬s¬yard¬m¬ile hesaplan¬r (Höllig, 2003). B-spline fonksiyonlar geometrik olarak farkl¬

uzunluklara sahip alt aral¬klar üzerinde de tan¬mlanabilirler.
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1.8. Üstel Kübik B-spline Kolokeyş¬n Metodu

[a; b] aral¬¼g¬

a = x0 < x1 < : : : < xN = b (1.33)

olacak şekilde düzgün aral¬klara bölünsün. Bu bölünme noktalar¬ile birlikte [a; b] aral¬¼g¬

d¬̧s¬ndaki x�3; x�2; x�1; xN+1; xN+2; xN+3 ilave bölünme noktalar¬üzerinde üstel kübik B-

spline fonksiyonlar¬tan¬mlanabilir. Bu durumda B�1; : : : ; BN+1 fonksiyonlar¬[a; b] aral¬¼g¬

üzerinde tan¬mlanm¬̧s fonksiyonlar için bir taband¬r. Bundan dolay¬y(x; t) fonksiyonu için,

ym(x; t) =
N+1X
m=�1

Bm(x)�m(t) (1.34)

formunda bir ym(x; t) say¬sal çözümü al¬nabilir.

Bm üstel kübik B-spline fonksiyonlar¬, m = �1; 0; : : : ; N + 1 için

Bm(x) =

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

�1

�
(xm�2 � x)�

1

p
(sinh(p (xm�2 � x)))

�
; [xm�2; xm�1]

�2 + �3 (xm � x) + �4ep(xm�x) + �5e�p(xm�x); [xm�1; xm]

�2 + �3(x� xm) + �4ep(x�xm) + �5e�p(x�xm); [xm; xm+1]

�1

�
(x� xm+2)�

1

p
(sinh (p (x� xm+2)))

�
; [xm+1; xm+2]

0; d.d.

(1.35)

ba¼g¬nt¬s¬ile verilir (McCartin, 1991). Burada s = sinh(ph); c = cosh(ph);

�1 =
p

2(phc� s) ; �2 =
phc

phc� s;

�3 =
p

2

�
c(c� 1) + s2
(phc� s)(1� c)

�
;

�4 =
1

4

�
e�ph(1� c) + s(e�ph � 1)

(phc� s)(1� c)

�
;

�5 =
1

4

�
eph(c� 1) + s(eph � 1)
(phc� s)(1� c)

�
ve p serbest parametredir. McCartin (1991). [a; b] üzerinde Bm(x) fonksiyonlar¬2. mer-

tebeye kadar sürekli türevlenebilir fonksiyondur. Bm üstel kübik B-spline fonksiyonlar¬n¬n

birinci ve ikinci türevleri s¬ras¬ile aşa¼g¬daki gibi verilmi̧stir.
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B0m(x) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�1 (�1 + cosh(p (xm�2 � x))) ; [xm�2; xm�1]

��3 � �4pep(xm�x) + �5pe�p(xm�x); [xm�1; xm]

�3 + �4pe
p(x�xm) � �5pe�p(x�xm); [xm; xm+1]

�1 (1� cosh(p (x� xm+2))) ; [xm+1; xm+2]

0; d. d.

(1.36)

ve

B00m(x) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

��1p sinh(p (xm�2 � x)); [xm�2; xm�1]

�4p
2ep(xm�x) + �5p

2e�p(xm�x); [xm�1; xm]

�4p
2ep(x�xm) + �5p

2e�p(x�xm); [xm; xm+1]

��1p sinh(p (x� xm+2)); [xm+1; xm+2]

0; d. d.

(1.37)

Bu ba¼g¬nt¬n¬n katsay¬lar¬, p serbest parametresine ba¼gl¬d¬r. Üstel kübik B-spline

fonksiyonlar¬ p ! 0 iken kübik B-spline fonksiyonuna, p ! 1 iken ise lineer B-spline

fonksiyonuna dönüşür (McCartin, 1991).

Bm(x) B-spline fonksiyonu ve ilk iki türevi, [xm�2; xm+2] aral¬¼g¬n¬n d¬̧s¬nda s¬f¬rd¬r. 0

ve 00; x�e göre birinci ve ikinci türevi göstermek üzere, [xm�2; xm+2] aral¬¼g¬nda, Bm(x); B0m(x)

ve B00m(x) fonksiyonlar¬n¬n bölünme noktalar¬ndaki de¼gerleri s¬ras¬ile,

Bm(xm�2) = �1

�
(xm�2 � xm�2)�

1

p
(sinh(p (xm�2 � xm�2)))

�
= 0;

Bm(xm�1) = �1

�
(xm�2 � xm�1)�

1

p
(sinh(p (xm�2 � xm�1)))

�
=

s� ph
2(phc� s) ;

Bm(xm�1) = �2 + �3 (xm � xm�1) + �4ep(xm�xm�1) + �5e�p(xm�xm�1)

=
s� ph

2(phc� s) ;

Bm(xm) = �2 + �3 (xm � xm) + �4ep(xm�xm) + �5e�p(xm�xm)

= 1;
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Bm(xm) = �2 + �3(xm � xm) + �4ep(xm�xm) + �5e�p(xm�xm)

= 1;

Bm(xm+1) = �2 + �3(xm+1 � xm) + �4ep(xm+1�xm) + �5e�p(xm+1�xm)

=
s� ph

2(phc� s) ;

Bm(xm+1) = �1

�
(xm+1 � xm+2)�

1

p
(sinh (p (xm+1 � xm+2)))

�
=

s� ph
2(phc� s) ;

Bm(xm+2) = �1

�
(xm+2 � xm+2)�

1

p
(sinh (p (xm+2 � xm+2)))

�
= 0;

B0m(xm�2) = �1 (�1 + cosh(p (xm�2 � xm�2)))

= 0;

B0m(xm�1) = �1 (�1 + cosh(p (xm�2 � xm�1)))

=
p(1� c)
2(phc� s) ;

B0m(xm�1) = ��3 � �4pep(xm�xm�1) + �5pe�p(xm�xm�1)

=
p(1� c)
2(phc� s) ;

B0m(xm) = ��3 � �4pep(xm�xm) + �5pe�p(xm�xm)

= 0;

B0m(xm) = �3 + �4pe
p(xm�xm) � �5pe�p(xm�xm)

= 0;

B0m(xm+1) = �3 + �4pe
p(xm+1�xm) � �5pe�p(x�o+1�xm)

=
p(c� 1)
2(phc� s) ;
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B0m(xm+1) = �1 (1� cosh(p (xm+1 � xm+2)))

=
p(c� 1)
2(phc� s) ;

B0m(xm+2) = �1 (1� cosh(p (xm+2 � xm+2)))

= 0;

B00m(xm�2) = ��1p sinh(p (xm�2 � xm�2));

= 0;

B00m(xm�1) = ��1p sinh(p (xm�2 � xm�1));

=
p2s

2(phc� s) ;

B00m(xm�1) = �4p
2ep(xm�xm�1) + �5p

2e�p(xm�xm�1)

=
p2s

2(phc� s) ;

B00m(xm) = �4p
2ep(xm�xm) + �5p

2e�p(xm�xm)

= � p2s

(phc� s) ;

B00m(xm) = �4p
2ep(xm�xm) + �5p

2e�p(xm�xm)

= � p2s

(phc� s) ;

B00m(xm+1) = �4p
2ep(xm+1�xm) + �5p

2e�p(xm+1�xm)

=
p2s

2(phc� s) ;

B00m(xm+1) = ��1p sinh(p (xm+1 � xm+2))

=
p2s

2(phc� s) ;

B00m(xm+2) = ��1p sinh(p (xm+2 � xm+2))

= 0

olarak bulunur. Bu de¼gerler, Çizelge 1.1�de listelenmi̧stir.
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Çizelge 1.1. Bölünme noktalar¬ndaki üstel kübik B-spline de¼gerleri

x xm�2 xm�1 xm xm+1 xm+2

Bm(x) 0 s�ph
2(phc�s) 1 s�ph

2(phc�s) 0

B0m(x) 0 p(1�c)
2(phc�s) 0 p(c�1)

2(phc�s) 0

B00m(x) 0 p2s
2(phc�s) � p2s

(phc�s)
p2s

2(phc�s) 0

[xm; xm+1] aral¬¼g¬ 4 ard¬̧s¬k Bm�1; Bm; Bm+1; Bm+2 üstel kübik B-spline fonksi-

yonlar¬taraf¬ndan örtülür. Farkl¬p parametreleri için farkl¬şekil fonksiyonlar¬elde edilir.

Temsili olarak p = 1; 5; 25; 125 oldu¼gu durumda [0; 1] aral¬¼g¬ndaki üstel kübik B-spline

fonksiyonlar¬n¬n gra�¼gi Şekil 1.1�de gösterilmi̧stir.

Şekil 1.1: p = 1; 5; 25; 125 için üstel kübik B-spline fonksiyonlar¬

Ayr¬ca [xm; xm+1] aral¬¼g¬üzerinde, 4 ard¬̧s¬k Bm�1; Bm; Bm+1; Bm+2 üstel kübik B-

spline fonksiyonu d¬̧s¬ndaki di¼ger tüm üstel kübik B-spline fonksiyonlar¬s¬f¬r olaca¼g¬ndan,

bu aral¬k üzerinde tan¬ml¬herhangi bir y fonksiyonu için

ym(x; t) � ym =
m+2X
j=m�1

Bj(x)�j(t) (1.38)

yaklaş¬m fonksiyonu bulunabilir.

Çizelge 1.1 ve (1.38) say¬sal çözümünün kullan¬lmas¬ile ym; y0m ve y
00
m yaklaş¬mlar¬n¬n

bölünme noktalar¬ndaki de¼gerleri �m parametresine göre aşa¼g¬daki gibi düzenlenebilir.

ym = ym(xm; t) =
s� ph

2(phc� s)�m�1 + �m +
s� ph

2(phc� s)�m+1;

y0m = y0m(xm; t) =
p(1� c)
2(phc� s)(�m+1 � �m�1); (1.39)

y00m = y00m(xm; t) =
p2s

2(phc� s)(�m�1 � 2�m + �m+1):
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1.9. Lineer Olmayan Oluşum Denklemleri

Oluşum denklemleri,

ut = K[u]

formundad¬r. Burada K[u]; u fonksiyonu ve u fonksiyonunun x de¼gi̧skenine göre türev-

lerini içeren bir fonksiyonu, t alt indisi zamana göre türevi, u(x; t) ise çözüm fonksiyonunu

göstermektedir. E¼ger K[u], u terimine göre lineer ise, bu tip denklemlere lineer oluşum

denklemleri aksi halde lineer olmayan oluşum denklemleri denilmektedir.

Fizik, kimya, biyoloji gibi bir çok bilim dal¬nda ve çeşitli mühendislik alanlar¬nda

geni̧s uygulama alan¬na sahip olan, lineer olmayan oluşum denklemlerinden baz¬lar¬aşa¼g¬da

verilmi̧stir.

(i) Kimyasal reaksiyonlar ve popülasyon biyolojisinde model problem olan

ut = uxx + f(u)

formundaki reaksiyon-difüzyon denklemi.

(ii) Bulaş¬c¬lar¬n taş¬nmas¬n¬ve yo¼gun ak¬̧skan ak¬̧s¬n¬modelleyen

ut + f(u)x = uxx

formunda verilen adveksiyon-difüzyon denklemi.

(iii) Ak¬̧skanlar mekani¼ginde, plazma �zi¼ginde ve lineer olmayan optik problem-

lerinde model denklem olarak kullan¬lan

iut + uxx + q juj2 u = 0

lineer olmayan kübik Schrödinger denklemi.

(iv) Yüzey dalgalar¬n¬n yay¬l¬m¬için bir model olan

vt + ux + (vu)x = 0;

ut + vx + uux �
1

3
uxxt = 0

formundaki klasik Boussinesq denklemi.
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(v) Ak¬̧skanlar mekani¼ginde kullan¬lan

ut � uxx + k1uux + k2(uv)x = 0;

vt � vxx + k1vvx + k3(uv)x = 0

formundaki ikili Burgers denklemi.

(vi) Lineer olmayan plazma dalgalar¬n¬n oluşumunu modelleyen

Qt(x; t) +Qxxx(x; t) + � (jQ(x; t)jQ(x; t))x = 0

formundaki CMKdV denklemi.

Oluşum denklemleri ile ilgili daha detayl¬bilgi için (Hunter, 1996) referans¬incelenebilir.

1.10. Korunum Kanunlar¬

Lineer olmayan oluşum denklemleri için korunum kanunu

Tt + Xx = 0 (1.40)

formundad¬r. Burada T [u] ve X [u] s¬ras¬ile, u ve u fonksiyonunun x de¼gi̧skenine göre türev-

lerini içeren korunumlu yo¼gunluk ve ilgili ak¬d¬r. Tt ve Xx s¬ras¬ile t ve x de¼gi̧skenlerine

göre tam türevi gösterir ve

Tt =
@T
@u
ut +

@T
@ux

utx + : : : ;

(1.41)

Xx =
@X
@u
ut +

@X
@ux

uxx + : : :

şeklinde tan¬ml¬d¬r. (1.40) denkleminin x de¼gi̧skenine göre, bir (A;B) aral¬¼g¬nda integrali

al¬nd¬¼g¬nda
BZ
A

@

@t
T dx+ XjBA =

@

@t

BZ
A

T dx+ XjBA = 0 (1.42)

elde edilir. (B � A)�n¬n periyodun tam kat¬oldu¼gu veya u(x; t)�nin x! �1 ve (A;B) =

(�1;1) iken s¬f¬ra gitti¼gi uygun periyodik s¬n¬r şartlar¬alt¬nda, (1.42) eşitli¼ginden

@

@t

BZ
A

T dx = 0 (1.43)

olup, buradan t de¼gi̧skenine göre integral al¬nd¬¼g¬nda ise

BZ
A

T dx = sabit (1.44)
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hareket sabiti elde edilir (Fordy, 1990; Taşcan, 2002). Bu çal¬̧smada NLS denklemi için

korunum sabitlerinin say¬sal de¼gerleri hesaplanm¬̧s ve ifadesi ilgili bölümde verilmi̧stir.

1.11. Solitonlar

Dalga, titreşim hareketi yapan bir �ziksel niceli¼gin ortamda veya uzayda yay¬lmas¬

olarak tan¬mlanabilir. Dalga bir titreşim hareketidir. Bir ortama aktar¬lan enerjiyi başka

bir ortama iletme şeklidir. Dalgalar titreşim do¼grultusuna ve taş¬d¬¼g¬enerjiye göre s¬n¬�an-

d¬r¬l¬r. Titreşim do¼grultusuna göre dalgalar enine dalgalar ve boyuna dalgalar olarak ikiye

ayr¬l¬r. Titreşim do¼grultusu yay¬lma do¼grultusuna dik olan dalgalara enine dalgalar de-

nilirken, titreşim do¼grultusu yay¬lma do¼grultusuna paralel olan dalgalara da boyuna dal-

galar denir. Enine dalgalara elektromanyetik dalgalar, boyuna dalgalara ise ses dalgalar¬

örnek olarak verilebilirken, yay dalgalar¬, deprem dalgalar¬, su dalgalar¬ise hem enine hem

boyuna dalgalara örnek olarak verilebilir. Taş¬d¬¼g¬enerjiye göre ise dalgalar mekanik dalga

ve elektromanyetik dalga olarak ikiye ayr¬l¬r. Yay¬labilmesi için maddesel bir ortama ihtiyaç

duyan dalgalara mekanik dalga, yüklerin ivmeli hareketi ile oluşturulan, boşlukta ¬̧s¬k h¬z¬

ile yay¬lan, elektrik ve manyetik alana sahip dalgalara da elektromanyetik dalga denir.

Ses, yay, su, deprem dalgalar¬mekanik dalgalar iken, radyo dalgalar¬, morötesi dalgalar,

k¬z¬lötesi dalgalar, X ¬̧s¬nlar ise elektromanyetik dalgalard¬r (Anonim, 2014).

Dalgalar bir yerden başka bir yere uzan¬rlar. Titreşimleri, periyodik (bir kemandaki

nota sesi gibi) olabilece¼gi gibi, periyodik olmayabilir (bir patlama sesi gibi). Bununla

birlikte ses, ¬̧s¬k ve atomun içindeki taneciklerin hareketleri de dalga özelliklerini gösterirler.

Dalgalar aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir:

� Genlikleri vard¬r.

� Frekansa sahiptir.

� Dalga boylar¬vard¬r.

Basit bir dalga pro�li Şekil 1.2�de gösterilmi̧stir.
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Şekil 1.2 Basit bir dalga pro�li

Dalgalar, duran ve ilerleyen dalgalar olarak s¬n¬�and¬r¬labilir. Duran dalgalar, po-

zisyonu sabit olarak kalan dalgalard¬r. Bu tip dalgalar, ortam¬n dalgaya z¬t yönde hareket

etmesi sonucunda meydana gelebilir ya da dura¼gan bir ortamda z¬t yönlerde hareket eden

iki dalga aras¬ndaki giri̧simin bir sonucu olarak ortaya ç¬kabilir. ·Ilerleyen dalgalar ise, bir

noktadan di¼ger bir noktaya madde taş¬mas¬söz konusu olmaks¬z¬n enerjinin yay¬lmas¬ile

oluşan dalgalard¬r.

Solitonlar ise lineer olmayan dalgalard¬r ve kararlaşt¬r¬lm¬̧s tek bir tan¬m bulmak

oldukça zordur. Drazin ve Johnson (1989), solitonlara şu iki özelli¼gi atfetmi̧slerdir:

1. Solitonlar biçimleri kal¬c¬olan dalgalard¬r.

2. Di¼ger solitonlarla etkileşime geçebilirler ve çarp¬̧sma sonras¬nda de¼gi̧smeden kalabilir-

ler.

Solitary dalgalar¬ise soliton dalgalar¬na benzeyen dalgalar olarakta tan¬mlanmak-

tad¬r, yani çarp¬̧sma sonras¬ özelliklerini korumaya çal¬̧san dalgalard¬r. Bundan dolay¬

solitonumsu dalgalar olarak da adland¬r¬labilirler. Soliton terimi, ilk olarak 1834 y¬l¬nda,

John Scott Russell taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r. Russell birçok kaynakta da yer alan gözlem-

ini aşa¼g¬daki şekilde ifade etmi̧stir (Russel, 1844):

"·Iki çift at taraf¬ndan dar bir kanal boyunca h¬zla çekilen bir botun hareketini göz-

lemliyordum. Bot aniden durdu¼gunda, bota hareket sa¼glayan kanaldaki su kütlesi durmad¬

ve su kütlesi şiddetli bir çalkalanma şeklinde botun uç k¬sm¬etraf¬nda topland¬ve aniden

botu arkas¬nda b¬rakarak, büyük bir h¬zla harekete geçti. Büyük bir solitary dalga yük-

sekli¼gine sahip olarak düşündü¼güm formdaki, dairesel ve düzgün bir su kütlesinin kanal

boyunca şekil veya h¬z¬n¬bozmadan yoluna devam etti¼gini gördüm. Bu dalga formunu, at

üzerinde takip ettim ve yaklaş¬k 30 feet mesafe sonunda 8 veya 9 mil/saat h¬z¬nda, ilk baş-

taki orijinal şeklinde ve yar¬yüksekli¼ginde yuvarlan¬r halde gördüm. Yüksekli¼gi kademeli
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olarak azald¬ve yaklaş¬k 1 veya 2 mil takip sonunda, kanal¬n kenarlar¬nda kayboldu¼gunu

gördüm. ·I̧ste 1834 y¬l¬n¬n A¼gustos ay¬, ilk kez ötelenme dalgas¬olarak adland¬rd¬¼g¬m bu

ilginç ve güzel olay¬gözleme şans¬buldu¼gum zamand¬."

Russell, başlang¬çta ötelenme dalgas¬olarak adland¬rd¬¼g¬dalgaya, daha sonra büyük

solitary dalgas¬ismini vermi̧stir. Bu isim literatürde k¬salt¬larak solitary dalgas¬olarak da

kullan¬lm¬̧st¬r (Infeld ve Rowlands, 1990).

Daha sonra Russel, solitary dalgalar¬n¬daha dikkatli inceleyebilmek için, laboratu-

var¬nda oluşturdu¼gu dalga tanklar¬nda birçok deneyler yapm¬̧s ve aşa¼g¬daki sonuçlara ulaş-

m¬̧st¬r.

(i) Solitary dalgalar¬hsech2 (k(x� vt)) formuna sahiptir.

(ii) Yeterince büyük miktardaki su kütlesi, iki veya daha fazla ba¼g¬ms¬z solitary dalgas¬

üretir.

(iii) Normal dalgalar¬n aksine solitary dalgalar¬asla birleşmezler. Bu sebeple küçük gen-

li¼ge sahip bir solitary dalgas¬ ile büyük genli¼ge sahip bir solitary dalgas¬birbirleri

ile çarp¬̧st¬ktan sonra, iki solitary dalgas¬ birbirlerinden ayr¬larak şekillerinde bir

bozulma olmadan yollar¬na devam edebilirler.

g yerçekimi ivmesi olmak üzere, h yüksekli¼gine sahip olan ve d derinli¼gindeki bir

kanalda hareket eden bir solitary dalgas¬n¬n h¬z¬

v =
p
g(d+ h) (1.45)

ba¼g¬nt¬s¬ile ifade edilir. Di¼ger bir ifade ile dalgan¬n h¬z¬, yüksekli¼gine ve suyun derinli¼gine

ba¼gl¬d¬r. Bir solitary dalgas¬n¬n hareketi Şekil 1.3�de gösterilmi̧stir.

Şekil 1.3 Bir solitary dalgas¬n¬n hareketi
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O y¬llarda Russel�¬n sonuçlar¬deneysel olarak kald¬ve bir denklemin çözümü olarak

solitary dalgalar¬elde edilemedi. Bununla birlikte, bir denklemin çözümünü veren solitary

dalga problemleri y¬llarca araşt¬rmalara konu oldu. 1895 y¬l¬nda ünlü Hollandal¬mate-

matikçi Korteweg ve ö¼grencisi de Vries (Korteweg ve de Vries, 1895)

@u(x; t)

@t
+ c

@u(x; t)

@x
+ "

@3u(x; t)

@x3
+ u(x; t)

@u(x; t)

@x
= 0 (1.46)

denkleminin

u(x; t) = ~u(x� vt) (1.47)

formunda, şekli de¼gi̧smeyen bir hareketli dalga çözümüne sahip oldu¼gunu gösterdiler. Denk-

lemde u(x; t); dalgan¬n genli¼gini; c =
p
gd, küçük genlikli dalgan¬n h¬z¬n¬; , lineer olmayan

parametreyi; " = c (d2=6� T=2�g) ; da¼g¬lma parametresini; T , yüzey gerilimini; �, suyun

yo¼gunlu¼gunu göstermektedir. 1965 y¬l¬nda Kruskal ve Zabusky, KdV denklemini sonlu fark-

lar metodu ile çözmüş, solitary dalgalar¬n¬n çarp¬̧sma sonras¬nda şekillerini de¼gi̧stirmedik-

lerini gözlemlemi̧s ve bu özelli¼gin parçac¬klar¬n çarp¬̧smas¬na benzedi¼gini bularak bu tip

dalgalara soliton ad¬n¬vermi̧slerdir (Zabusky ve Kruskal, 1965). 1967 y¬l¬nda Gardner,

Greene, Kruskal ve Miura taraf¬ndan ters saç¬lma dönüşüm metodu kullan¬larak, KdV

denkleminin soliton çözümleri analitik olarak da verilmi̧stir (Gardner vd, 1967).

Günümüzde solitonlar; ak¬̧skanlar mekani¼gi, temel parçac¬klar �zi¼gi, lazer �zi¼gi,

süper iletkenlik �zi¼gi, biyo�zik gibi bir çok �zik alanlar¬nda (Chaohao, 1995), DNA ve pro-

teinlerde de oluşabildi¼gi için biyoloji bilim dal¬nda da kullan¬lmaktad¬r. Solitonlar ayr¬ca

uzun mesafelere yol alabildi¼ginden, teorik olarak bir �ber optikte normal dalga yerine kul-

lan¬lacak olan solitonlar sayesinde, taş¬nan sinyalde herhangi bir kay¬p olmaks¬z¬n, büyük

miktardaki bilgi binlerce kilometre boyunca taş¬nabilecektir. Bu nedenle, soliton elektronik

ve telekominikasyon alanlar¬nda oldukça s¬k çal¬̧s¬lmaktad¬r.

1.12. Lineer Olmayan Schrödinger Denklemi (NLS) ve Test Problemleri

i =
p
�1; u(x; t); x ve t ye ba¼gl¬kompleks de¼gerli bir fonksiyon, q reel bir sabit, x

ve t alt indisleri ise s¬ra ile konum ve zamana göre türevi göstermek üzere NLS denklemi

iut + uxx + q juj2 u = 0 (1.48)

formundad¬r. NLS denklemi için başlang¬ç ve s¬n¬r şartlar¬ise s¬ras¬ile,

u (x; 0) = g (x) ; (1.49)

ux (a; t) = ux (b; t) = 0 (1.50)
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olarak tan¬mlanabilir. Burada g (x) ilerleyen bölümlerde tan¬mlanacakt¬r.

Fizikte önemli uygulama alanlar¬na sahip olan (1.48) denklemi, kübik Schrödinger

denklemi olarak da adland¬r¬l¬r ve ak¬̧skanlar mekani¼gi (Hasimoto ve Ono, 1972), lineer

olmayan optik problemleri (Strauss, 1978) ve plazma �zi¼gi (Lamb, 1980) gibi alanlarda

model olarak kullan¬lmaktad¬r.

(1.48) denkleminin analitik çözümü Karpman ve Krushkal (1969), Zakharov ve Sha-

bat (1972), Scott, vd. (1973) taraf¬ndan verilmi̧stir. NLS denkleminin daha genel başlang¬ç

şartlar¬ için analitik çözümü bilinmedi¼ginden dolay¬, denklemin say¬sal çözümünü bulma

ad¬na günümüze kadar pek çok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. Çal¬̧smalar aras¬nda; sonlu farklar

metodu (Delfour vd., 1981), sonlu elemanlar metotlar¬(Löhner vd.,1984; Herbst vd.,1985;

Argyris ve Haase,1987; Tourigny ve Morris, 1988), kübik spline sonlu elemanlar metodu

(Gardner vd.,1993), kuintik B-spline sonlu elemanlar metodu (Saka, 2012), ortogonal spline

kolokeyş¬n metodu (Robinson ve Fairweather, 1994), Galerkin metodu (Ismail, 2007),

kuadratik B-spline sonlu elemanlar metodu (Da¼g, 1999), yapay sinir a¼glar¬kullan¬larak

uygulanan say¬sal çözüm metodu (Shirvany vd., 2007), diferensiyel quadrature metodu

(Korkmaz ve Dag, 2008; Mokhtari vd., 2011 a), radyal taban fonksiyonlar¬kullan¬larak

oluşturulan kolokeyş¬n metodu (Dereli vd., 2009), Pseudo-Spectral metot (Denghan ve

Taleei, 2010; Taha ve Ablowits, 1984), kapal¬Crank-Nicolson metodu (Taha ve Ablowits

1984), diferensiyel dönüşüm metodu ve indirgenmi̧s diferensiyel dönüşüm metodu (Abazari,

2011) örnek verilebilir.

(1.48) denkleminin çözümü olan u(x; t) fonksiyonu

u (x; t) = r (x; t) + is (x; t) (1.51)

olacak şekilde reel ve sanal k¬s¬mlar¬na ayr¬l¬r ve gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa r (x; t) ve

s (x; t) reel de¼gerli fonksiyonlar olmak üzere

st � rxx � q (r2 + s2) r = 0;

rt + sxx + q (r
2 + s2) s = 0

(1.52)

denklem sistemi elde edilir.
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NLS denklemi aşa¼g¬daki korunum kanunlar¬na sahiptir:

C1 =

1Z
�1

juj2 dx '
bZ
a

juj2 dx; (1.53)

C2 =

1Z
�1

�
juxj2 �

1

2
q juj4

�
dx '

bZ
a

�
juxj2 �

1

2
q juj4

�
dx: (1.54)

Korunum sabitlerinin say¬sal de¼gerleri yamuklar kural¬kulan¬larak aşa¼g¬daki gibi say¬sal

olarak hesaplanabilir.

C1 ' h

2

N�1X
j=0

�
jujj2 + juj+1j2

�
;

C2 ' h

2

N�1X
j=0

����(ux)j���2 � 12q jujj4 + ���(ux)j+1���2 � 12q juj+1j4
�

1.12.1. Soliton dalga çözümü

NLS denkleminin çarp¬̧sma sonras¬nda da çarp¬̧sma öncesindeki şekillerini ve h¬z-

lar¬n¬koruyan soliton dalga çözümleri vard¬r (Calogero ve Eckhaus, 1987). Soliton dalga

çözümü aşa¼g¬daki formdad¬r:

u(x; t) = �

�
2

q

� 1
2

exp i

�
1

2
Sx� 1

4

�
S2 � �2

�
t

�
sech [� (x� St)] (1.55)

Burada S, büyüklü¼gü � ya ba¼gl¬olan soliton dalgas¬n¬n h¬z¬d¬r. S = 4; q = 2 ve

� = 1 olarak al¬nd¬¼g¬nda say¬sal çözümün modülü:

juj = sech (x� 4t) (1.56)

olarak bulunur. (1.56) ifadesi genli¼gi 1, h¬z¬4 olan soliton dalgas¬n¬n x-ekseni boyunca sa¼ga

do¼gru sabit h¬zla ilerlemesini modellemektedir.

1.12.2. ·Iki soliton dalgas¬n¬n çarp¬̧smas¬

NLS denklemi

u1(x; 0) = �1

�
2

q

� 1
2

exp

�
1

2
S (x� xa)

�
sech (�1x) (1.57)

u2(x; 0) = �2

�
2

q

� 1
2

exp

�
1

2
S (x� xb)

�
sech (�2x) (1.58)
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olmak üzere

u(x; 0) = u1(x; 0) + u2(x; 0); (1.59)

şeklinde bir çarp¬̧san dalga çözümüne sahiptir (Gardner vd., 1991). (1.59) başlang¬ç şart¬,

büyüklükleri eşit ve aralar¬ndaki uzakl¬k jxa � xbj birim olan iki soliton dalgas¬ tan¬m-

lar. Dalgalardan birincisinin tepe noktas¬ x = xa, ikincisinin tepe noktas¬ x = xb de

konumlanm¬̧st¬r.

1.12.3. Sabit soliton dalgas¬n¬n do¼guşu

E¼ger
1Z

�1

u (x; 0) dx � � (1.60)

şart¬sa¼glan¬yorsa u (x; 0) başlang¬ç şart¬bir soliton dalgas¬üretir (Gardner vd., 1991). Bu

test probleminde başlang¬ç şart¬, A katsay¬olmak üzere, kapal¬bir bölge üzerinde aşa¼g¬daki

gibi seçilmi̧stir.

u (x; 0) = A exp
�
�x2

�
(1.61)

1.12.4. Hareketli soliton dalgas¬n¬n do¼guşu

Burada başlang¬ç şart¬kapal¬bir bölgede A katsay¬s¬için

u (x; 0) = A exp
�
�x2 + 2ix

�
(1.62)

olacak şekilde seçilmi̧stir (Gardner vd., 1991).

1.12.5. Ba¼gl¬durumlu solitonlar

Başlang¬ç şart¬

u (x; 0) = sec h (x) (1.63)

al¬nd¬¼g¬nda e¼ger

q = 2M2;M = 1; 2; ::: (1.64)
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iseM tane soliton dalgas¬oluşur (Gardner vd., 1991). Bu test problemi için analitik çözüm

Miles (1981) taraf¬ndan verilmi̧stir. Fakat analitik çözüm M > 3 olmas¬durumunda kul-
lan¬̧sl¬de¼gildir. q = 2; 8; 16 için hesaplanan say¬sal çözümler (Herbst vd.,1985; Gardner

vd.,1991) referaslar¬nda ele al¬nm¬̧st¬r.

1.13. Reaksiyon-Difüzyon Denklem Sistemi ve Test Problemleri

Zamana ba¼gl¬bir boyutlu reaksiyon-difüzyon denklemi

@u

@t
= �

@2u

@x2
+ � (u) (1.65)

formundad¬r. Burada u (x; t) reel de¼gerli bir fonksiyon, �
@2u

@x2
difüzyon terimi, � 6= 0

difüzyon katsay¬s¬, � (u) fonksiyonu, sistemin reaksiyon süreçlerini temsil etmektedir.

Kimya, biyoloji gibi bilim dallar¬nda s¬kça kaŗs¬laş¬lan problemler, reaksiyon-difüzyon

denklem sistemi ile modellenebilir. Örne¼gin do¼gadaki av avc¬etkileşimlerini, s¬n¬rl¬yiye-

cek kayna¼g¬için ya da birbirlerinin büyümesini engellemek için yar¬̧san canl¬türlerini ya

da ortak yaşayan iki canl¬n¬n birbirinden faydaland¬¼g¬yaşama şekli olan mutualizm gibi,

bir popülasyondaki bireylerin hareketlerini modelleyebilir. Birden fazla ba¼g¬ml¬de¼gi̧skenin

bulundu¼gu ekoloji problemlerinin ve kimyasal reaksiyonlar¬n modellenmesinde kullan¬lan

reaksiyon-difüzyon denklem sistemi aşa¼g¬da verilmi̧stir.

@u

@t
= Du

@2u

@x2
+ F (u; v) ;

@v

@t
= Dv

@2v

@x2
+G (u; v)

(1.66)

Burada u (x; t) ve v (x; t) do¼gadaki iki türün popülasyon yo¼gunluk fonksiyonlar¬ya

da iki farkl¬kimyasal maddenin konsantrasyonu, Du ile Dv s¬ras¬ile u(x; t) ve v(x; t) nin

difüzyon katsay¬lar¬n¬, F ile G de sistemin reaksiyonunu temsil eden lineer olmayan fonksi-

yonlard¬r. Birçok matematiksel problemde oldu¼gu gibi burada da u(x; t) ve v(x; t) fonksi-

yonlar¬n¬n süreklilik ve türevlenebilirlik gibi baz¬özelliklere sahip bir fonksiyonlar oldu¼gu

kabul edilecektir. Bir bölgeyi istila eden ya da orada yay¬lan bir türün popülasyonu dikkate

al¬nd¬¼g¬nda, problemin çözüm bölgesi, (�1;1) olaca¼g¬gibi [x0; xN ] şeklinde s¬n¬rl¬bir a-

ral¬k da olabilir. (1.66) sisteminden kurulan problemlerde s¬n¬r şartlar¬

u(x0; t) = u(xN ; t) = g1(x); (1.67)

v(x0; t) = v(xN ; t) = g2(x) (1.68)
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ba¼g¬nt¬lar¬ile verilen Dirichlet s¬n¬r şartlar¬veya

ux(x0; t) = ux(xN ; t) = g3(x); (1.69)

vx(x0; t) = vx(xN ; t) = g4(x) (1.70)

ba¼g¬nt¬lar¬ile verilen Neumann s¬n¬r şartlar¬kullan¬labilece¼gi gibi bu ikisinden elde edilen

Robin s¬n¬r şartlar¬da kullan¬labilir (Şahin, 2009).

Reaksiyon-difüzyon denkleminin say¬sal çözümlerini bulmaya yönelik çal¬̧smalar ara-

s¬nda, Gear�s metodu (Sherratt, 1997), sonlu farklar metodu (Twizell vd., 1994; Liu ve

Sun, 2007; Somathilake, 2009), Crank-Nicolson metodu (Chou vd., 2007; Sherratt, 1997),

varyasyonel iterasyon metodu (Barari, vd. 2010) say¬labilir. Bir ve iki boyutlu lineer ol-

mayan reaksiyon-difüzyon denklem sistemlerinin say¬sal çözümleri diferensiyel quadrature

metodu ile Meral ve Tezer-Sezgin�in (2009) çal¬̧smas¬nda verilmi̧stir. Sonlu farklar metodu,

sonlu elemanlar metodu ve en küçük kareler metodu kullan¬larak elde edilen say¬sal çözüm-

ler (Meral ve Tezer-Sezgin, 2011) çal¬̧smas¬nda kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r. Yang (2012), hem otonom

hem de otonom olmayan durumlar için lineer olmayan s¬n¬r şartlar¬ alt¬nda reaksiyon-

difüzyon denkleminin dinamik davran¬̧slar¬n¬incelemi̧stir.

Reaksiyon-difüzyon denklem sisteminin genel formu ise

@u

@t
= a1

@2u

@x2
+ b1u+ c1v + d1u

2v + e1uv +m1uv
2 + n1; (1.71)

@v

@t
= a2

@2v

@x2
+ b2u+ c2v + d2u

2v + e2uv +m2uv
2 + n2 (1.72)

şeklindedir. Burada a1; a2; b1; b2; c1; c2; d1; d2; e1; e2;m1;m2; n1; n2 reel sabitlerdir.

1.13.1. Lineer problem

·Ilk test problemi olan lineer problem, (1.71-1.72) denklem sisteminde as; bs; ds reel

sabitler olmak üzere

a1 = ds; b1 = �as; c1 = 1; d1 = 0; e1 = 0; m1 = 0; n1 = 0;

a2 = ds; b2 = 0; c2 = �bs; d2 = 0; e2 = 0; m2 = 0; n2 = 0

seçimleri yap¬larak

@u

@t
= ds

@2u

@x2
� asu+ v; (1.73)

@v

@t
= ds

@2v

@x2
� bsv (1.74)
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şeklinde elde edilir. Denklem sisteminin analitik çözümleri:

u(x; t) =
�
e�(as+ds)t + e�(bs+ds)t

�
cos (x) ; (1.75)

v(x; t) = (as � bs) e�(bs+ds)t cos (x) (1.76)

şeklindedir. (1.75-1.76) analitik çözümlerinde t = 0 al¬n¬rsa (1.73-1.74) sisteminin başlang¬ç

şartlar¬elde edilir. S¬n¬r şartlar¬ise

ux(x0; t) = 0; (1.77)

vx(x0; t) = 0; (1.78)

u(xN ; t) = 0; (1.79)

v(xN ; t) = 0 (1.80)

Robin s¬n¬r şart¬ile verilir (Chou vd., 2007).

(Chou vd., 2007) reaksiyon-difüzyon denklem sistemlerinin say¬sal çözümleri için

Crank-Nicolson metodunu geli̧stirmi̧slerdir. Şahin (2009) ise, lineer reaksiyon-difüzyon

denklem sistemlerinin say¬sal çözümlerini kuadratik, kübik, kuartik ve kuintik B-spline

kolokeyş¬n metodu ile elde etmi̧stir. Bunun yan¬nda geni̧sletilmi̧s kübik B-spline Tay-

lor kolokeyş¬n metodu yard¬m¬yla lineer problemin say¬sal çözümleri (Aksoy, 2012) çal¬̧s-

mas¬nda verilmi̧stir.

1.13.2. ·Izotermal kimyasal sistem

(1.71-1.72) denklem sisteminde k reel bir sabit olmak üzere,

a1 = 1; b1 = 0; c1 = 0; d1 = 0; e1 = �1; m1 = 0; n1 = 0;

a2 = 1; b2 = 0; c2 = �k; d2 = 0; e2 = 1; m2 = 0; n2 = 0

seçimleri yap¬larak elde edilen

@u

@t
=

@2u

@x2
� uv; (1.81)

@v

@t
=

@2v

@x2
� kv + uv (1.82)

formundaki lineer olmayan denklem sistemidir (Merkin vd., 1989). Buradaki u (x; t) fonksi-

yonu A reaktant¬n¬n, v (x; t) fonksiyonu B reaktant¬n¬n boyutsuzlaşt¬r¬lm¬̧s yo¼gunlu¼gu, k ise

boyutsuzlaşt¬rma parametresidir. (1.81-1.82) sisteminde uv terimi kuadratik otokatalizi,

�kv terimi B reaktant¬ndaki lineer azalmay¬gösterir. (1.81-1.82) sisteminin ilerleyen dalga

çözümünün varl¬¼g¬için gerekli şart k < 1 olmas¬d¬r ve bu çözümlerin asimptotik yay¬lma
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h¬z¬2 (1� k)
1
2 şeklindedir (Merkin vd., 1989). Asimptotik yay¬lma h¬z¬kavram¬ilk olarak

Aronson ve Weinberger (1975) taraf¬ndan ortaya at¬lm¬̧st¬r. Bu kavram, c� h¬z¬ile yay¬lan

bir salg¬n modeli üzerinde, şu şekilde aç¬klanmaktad¬r: c > c� olacak şekilde c h¬z¬ ile

hareket eden birisi salg¬n¬geride b¬rakacak, c < c� olacak şekilde c h¬z¬ile hareket eden

birisi ise salg¬n¬n içinde kalacakt¬r (Wu ve Liu, 2009). Sonlu farklar metodu (Twizell vd.,

1994), k¬smi lineerleştirilmi̧s üçgensel ve köşegen ��metotlar¬(Lopez ve Ramos, 1996) ve

kuadratik, kübik, kuartik ve kuintik B-spline kolokeyş¬n metotlar¬(Şahin, 2009), (1.81-1.82)

sisteminin say¬sal çözümlerini bulmak için daha önce kullan¬lan metotlardan baz¬lar¬d¬r.

Analitik çözümü bilinmeyen (1.81-1.82) izotermal kimyasal sisteminin başlang¬ç şart¬

u (x; 0) = 1; (1.83)

v (x; 0) =

8<: exp (�x2) ; jxj � L

0; jxj > L
(1.84)

ve s¬n¬r şartlar¬,

ux(x0; t) = 0; (1.85)

vx(x0; t) = 0; (1.86)

u(xN ; t) = 1; (1.87)

v(xN ; t) = 0 (1.88)

şeklinde al¬nm¬̧st¬r.

1.13.3. Brusselator modeli

Brusselator modeli, üç molekül kimyasal reaksiyonunu modelleyen bir genel reak-

siyon difüzyon denklem sistemidir. ·Ilk olarak, Prigogine ve Lefever (1968) taraf¬ndan, iki

de¼gi̧skenli otokatalitik reaksiyonu gösteren bir sistem olarak ortaya konmuştur. Bilinen en

basit reaksiyon-difüzyon denklem sistemlerinden birisi olmas¬ndan dolay¬bu model üze-

rine geni̧s çal¬̧smalar yap¬lm¬̧s ve sistem hem analitik hem de say¬sal olarak incelenmi̧stir.

Örne¼gin üç molekül reaksiyonunu modelleyen bu sistem için dört ad¬mdan oluşan reaksiyon,

A ! X

B+X ! Y+D

2X+Y ! 3X

X ! E
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şeklinde verilir. Bu sistem için reaksiyon A+B!D+E dir ve bu da A ile B girdilerinin D

ile E ç¬kt¬lar¬na dönüşmesi anlam¬na gelir.

(1.71-1.72) denklem sisteminde k reel bir sabit olmak üzere,

a1 = "1; b1 = �(B + 1); c1 = 0; d1 = 1; e1 = 0; m1 = 0; �1 = A;

a2 = "2; b2 = B; c2 = 0; d2 = �1; e2 = 0; m2 = 0; �2 = 0

seçimleri yap¬larak elde edilen

@u

@t
= "1

@2u

@x2
+ A+ u2v � (B + 1)u; (1.89)

@v

@t
= "2

@2v

@x2
+Bu� u2v (1.90)

Brusselator modelindeki çeşitli desenler bir, iki ve üç boyutlu problemlerde analitik ve

say¬sal olarak incelenmi̧s ve benekli, çizgili, labirentli ve alt¬genli desenler üzerine çal¬̧s-

malar yay¬mlanm¬̧st¬r (De Wit, vd., 1997: De Wit, 1999; Erneux ve Reiss, 1983; Nicolis

ve Prigogine, 1977; Pena ve Garcia, 2001). Brusselator modeli için masa şekilli desenler

üzerine bir çal¬̧sma Kolokolnikov vd. (2006) taraf¬ndan yay¬mlanm¬̧st¬r. Brusselator mode-

linin çözümü için Laplace dönüşüm metodu ve homotopi pertürbasyon metodu Aminikhah

ve Jamalian (2013) taraf¬ndan uygulanm¬̧st¬r. (Twizell, vd. 1999) referans¬nda, Brussela-

tor modelinin say¬sal çözümleri için ikinci mertebeden bir metot ele al¬nm¬̧st¬r. Brussela-

tor modeli için say¬sal çözümler, kuadratik, kübik, kuartik ve kuintik B-spline kolokeyş¬n

metodu kullan¬larak Şahin�in (2009) doktora tezinde elde edilmi̧stir.

Brusselator modeli için (1.89-1.90) sistemindeki parametreler

"1 = "2 = 10
�4; A = 1 ve B = 3; 4

olacak şekilde seçilmi̧s ve sistemin başlang¬ç şartlar¬

u (x; 0) = 0; 5; (1.91)

v (x; 0) = 1 + 5x (1.92)

ile s¬n¬r şartlar¬,

ux(x0; t) = 0; (1.93)

vx(x0; t) = 0; (1.94)

ux(xN ; t) = 0; (1.95)

vx(xN ; t) = 0 (1.96)

formundaki homojen Neumann s¬n¬r şartlar¬al¬nm¬̧st¬r.
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1.13.4. Schnakenberg modeli

En çok bilinen reaksiyon-difüzyon modellerinden birisi olan Schnakenberg modeli,

Brusselator modelinin basitleştirilmi̧s bir halidir. ·Ilk olarak Schnakenberg (1979) taraf¬n-

dan,

A ! X

X ! A

2X+Y ! 3X

B ! Y

şeklindeki üç molekül otokatalitik reaksiyonun modellendi¼gi bu sistem, kütlenin korunumu

kanununun kullan¬lmas¬yla matematiksel olarak boyutsuzlaşt¬r¬lm¬̧s formda

@u

@t
=

@2u

@x2
+ 

�
as � u+ u2v

�
; (1.97)

@v

@t
= ds

@2v

@x2
+ 

�
bs � u2v

�
(1.98)

gibi ifade edilebilir. Bu ise (1.71-1.72) denklem sisteminde as; bs; ds ve  pozitif paramet-

reler olmak üzere,

a1 = 1; b1 = �; c1 = ; d1 = 0; e1 = 0; m1 = 0; �1 = as;

a2 = ds; b2 = 0; c2 = �; d2 = 0; e2 = 0; m2 = 0; �2 = bs

seçimleri yap¬larak elde edilen lineer olmayan denklem sistemi belirtir. Burada u2v te-

rimi u(x; t)�nin aktivasyonunu, v(x; t)�nin de tükeni̧sini temsil eder. Reaksiyon-difüzyon

mekanizmas¬n¬modelleyen nispeten kolay bir sistem olmas¬ndan dolay¬Schnakenberg mo-

deli üzerine literatürde pek çok çal¬̧sma vard¬r. Murray (2003) kitab¬nda, (1.97-1.98) sis-

temini detayl¬ şekilde incelemi̧stir. Ruuth (1995) yapt¬¼g¬ çal¬̧smas¬nda, önerdi¼gi aç¬k ve

kapal¬sonlu farklar metodunu kullanarak, (1.97-1.98) reaksiyon-difüzyon denklem sistem-

lerinin say¬sal çözümlerini araşt¬rm¬̧s ve sal¬n¬m problemi üzerine çal¬̧sm¬̧st¬r. Ayn¬problem,

Madzvamuse (2006) taraf¬ndan hareket eden grid üzerinde sonlu elemanlar yaklaş¬m¬ile

çözülmüştür. Her iki çal¬̧smada da sal¬n¬m problemi için birinci mertebeden Euler meto-

dunun zaman ayr¬̧st¬rmas¬nda yeterli do¼grulukta sonuç üretemedi¼gi vurgulanm¬̧st¬r. Za-

man içerisinde geni̧sleyen çözüm bölgesi üzerinde bir boyutlu Schnakenberg denklem sis-

temi Barrass vd. (2006) taraf¬ndan, iki boyutlu denklem sistemi de Madzvamuse vd. (2003)

taraf¬ndan çözülmüştür. Şahin (2009) doktora tezinde verilen model için, kuadratik, kübik,

kuartik ve kuintik B-spline kolokeyş¬n metodu yard¬m¬ile say¬sal çözümler elde etmi̧stir.
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Brusselator modelinin basitleştirilmi̧s hali olan Schnakenberg modelinin say¬sal çözü-

münü araşt¬rmak için sal¬n¬m problemi dikkate al¬nm¬̧st¬r. Bu do¼grultuda, (1.97-1.98)

sistemindeki parametreler

as = 0; 126779; bs = 0; 792366; ds = 10 ve  = 104

olacak şekilde seçilirse, Schnakenberg modelinin çözümleri,

u0 = as + bs = 0; 919145

ve

v0 =
bs

(as + bs)2
= 0; 937903

şeklinde oluştu¼gundan problemin başlang¬ç şart¬n¬n, bu çözüm civar¬nda küçük rastgele

sal¬n¬mlar yapacak şekilde olmas¬amaçland¬. Bu amaca uygun olarak da

u (x; 0) = 0; 919145 + 0; 001
25X
j=1

cos(2�jx)

j
; (1.99)

v (x; 0) = 0; 937903 + 0; 001
25X
j=1

cos(2�jx)

j
(1.100)

başlang¬ç şart¬dikkate al¬nm¬̧st¬r. Çözümlerde, s¬n¬r şartlar¬olarak ise Brusselator modelin-

de oldu¼gu gibi (1.93-1.96) ile verilen homojen Neumann s¬n¬r şartlar¬kullan¬lm¬̧st¬r (Şahin,

2009).

1.13.5. Gray-Scott modeli

Gray-Scott modeli, do¼gada var olan baz¬konumsal desenlerin bir kaç kimyasal tür

taraf¬ndan oluşturulmas¬n¬modelleyen bir reaksiyon-difüzyon sistemidir. ·Ilk olarak, Gray

ve Scott (1984) taraf¬ndan ortaya konan bu model, A, B, C gibi üç farkl¬kimyasal türün

A+2B ! 3B,

B ! C

şeklindeki bir kimyasal reaksiyonuna kaŗs¬l¬k gelir. Buradaki reaksiyonlar¬n her ikisi de tek

yönlüdür. Bu nedenle C ürünü bir ât¬l üründür. B kimyasal¬her iki reaksiyonda da yer

ald¬¼g¬ndan dolay¬kendi ürünü için bir katalizör görevi görür. A kimyasal¬n¬n yo¼gunlu¼gu

u(x; t) ile B kimyasal¬n¬n yo¼gunlu¼gu da v(x; t) ile gösterilirse Gray-Scott reaksiyonunu

modelleyen matematiksel sistem boyutsuzlaşt¬r¬lm¬̧s formda

@u

@t
= "1

@2u

@x2
� uv2 + f(1� u); (1.101)

@v

@t
= "2

@2v

@x2
+ uv2 � (f + k)v (1.102)
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ile ifade edilebilir. Bu ise (1.71-1.72) denklem sisteminde "1, "2, f ve k parametreleri için

a1 = "1; b1 = �f; c1 = �(f + k); d1 = 0; e1 = 0; m1 = �1; �1 = f;

a2 = "2; b2 = 0; c2 = 0; d2 = 0; e2 = 0; m2 = 1; �2 = 0

seçimleri yap¬larak elde edilen lineer olmayan denklem sistemi belirtir. Buradaki "1 ve "2

katsay¬lar¬reaksiyon sürecindeki difüzyon oranlar¬n¬, k say¬s¬B nin C ye dönüşme oran¬n¬

ve f de geriye kalan A ile tükenen A, B, C kimyasallar¬n¬n oran¬n¬göstermektedir.

Buradaki (1.101-1.102) sisteminde birinci denklem, u(x; t)�de meydana gelen art¬̧s¬n

zamana göre de¼gi̧simini gösterir. Bu denklemde yer alan üç terimden ilki, "1
@2u

@x2
, difüzyon

terimidir. Bu terim, u(x; t)�de meydana gelen art¬̧s¬n,
@2u

@x2
ile orant¬l¬olaca¼g¬n¬belirtir.

E¼ger bir bölgede bir kimyasal¬n¬n miktar¬art¬yorsa o bölgede
@2u

@x2
terimi pozitif demektir

ve u(x; t) de artacakt¬r. Di¼ger yandan, bir bölgedeki A kimyasal¬n¬n yo¼gunlu¼gu azal¬yorsa,

bu durumda
@2u

@x2
terimi negatiftir ve u(x; t) azalacakt¬r. Bu süreç sadece difüzyon terimini

içeren bir denklemle ifade edilmek istenirse

@u

@t
= "1

@2u

@x2

şeklindeki ¬s¬denklemi elde edilir.

Sistemde yer alan ikinci terim �uv2 terimidir. Bu terim reaksiyon oran¬n¬ gös-

terir. Gray-Scott sisteminin modelledi¼gi yukar¬daki reaksiyon sürecinin ilk basama¼g¬nda,

1 tane A molekülü 2 tane de B molekülü gerekmektedir. Bu şekildeki bir reaksiyon, A�n¬n

yo¼gunlu¼gu ile B�nin yo¼gunlu¼gunun karesinin çarp¬lmas¬ile gösterilir. Bu da uv2 terimini

ortaya ç¬kar¬r. Bu reaksiyonda A kimyasal¬B�ye dönüştü¼günden v(x; t) deki art¬̧s u(x; t)

deki azal¬̧sa eşit olacakt¬r. Bu da ikinci denklemde uv2 teriminin pozitif i̧saretli olarak yer

almas¬demektir. Reaksiyon teriminin önünde bir sabit katsay¬n¬n bulunmay¬̧s¬, sistemde

yer alan di¼ger terimlerin katsay¬lar¬ ile yap¬lan düzenlemeden dolay¬d¬r. (1.102) denkle-

mindeki son terim, f(1� u) ile verilen yeniden türetme terimidir. Reaksiyon esnas¬nda A

kimyasal¬tükenerek B kimyasal¬n¬oluşturdu¼gundan, A kimyasal¬n¬yeniden türetecek bir

yol olmad¬kça bütün A kimyasallar¬tükenecektir. Denklemde yer alan bu yeniden türetme

terimi, u(x; t) büyüklü¼günün, mevcut de¼geri ile 1 aras¬ndaki farkla orant¬l¬olacak şekilde

artaca¼g¬n¬ifade eder. Sonuç olarak, denklemdeki di¼ger iki terim hiç bir etki göstermese

bile, u(x; t) nin maksimum de¼geri 1 olacakt¬r. Buradaki f sabiti, yeniden türetme oran¬n¬

gösterir.

·Ikinci denklemde yer alan terimlerin sadece üçüncüsü ilk denklemden farkl¬l¬k göster-

mektedir. �(f +k)v ile verilen bu terim, bir s¬n¬rlama terimidir. Bu terim olmad¬¼g¬zaman
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B kimyasal¬n¬n yo¼gunlu¼gu bir s¬n¬rlama olmaks¬z¬n artacakt¬r. Uzun zaman diliminde bu

art¬̧s¬n meydana getirece¼gi yo¼gunlaşma mazur görülse bile bu art¬̧s do¼gal olarak sistemin

d¬̧s¬na taşmay¬netice verecektir. �(f + k)v s¬n¬rlama terimi, B�nin mevcut yo¼gunlu¼gu ve

iki sabitin, f ve k, toplam¬ile orant¬l¬d¬r. f yukar¬da oldu¼gu gibi A kimyasal¬için ortam¬n

geçirgenli¼gini gösterirken, k da bu oran ile B için olan oran aras¬ndaki fark¬gösterir.

(1.101-1.102) sisteminin say¬sal çözümleri için parametreler

"1 = 10
�4; "2 = 10

�6; f = 0; 024; k = 0; 06

şeklinde seçilmi̧stir. Bu seçimler ile birlikte sistemin başlang¬ç şart¬

u (x; 0) = 1� 1
2
sin100 (�x) ; (1.103)

v (x; 0) =
1

4
sin100 (�x) (1.104)

ve s¬n¬r şartlar¬ise

u(x0; t) = 1; (1.105)

v(x0; t) = 0; (1.106)

u(xN ; t) = 1; (1.107)

v(xN ; t) = 0 (1.108)

şeklinde homojen olmayan Dirichlet s¬n¬r şartlar¬olarak ele al¬nm¬̧st¬r (Şahin, 2009).

Pearson (1993) yapt¬¼g¬ çal¬̧smas¬nda, bir boyutlu (1.101-1.102) sistemini dikkate

alm¬̧s ve bütün çözüm bölgesini kaplay¬ncaya kadar kendini tekrarlayan benek desenlerini

gözlemlemi̧stir (Reynolds, vd., 1994). Reynolds ve arkadaşlar¬, yapt¬klar¬bu çal¬̧smada,

kendini tekrarlayan benek desenini şu şekilde tarif etmi̧slerdir: "Tek bir benek önce bölünür

ve iki yeni benek oluşur daha sonra bunlar da bölünür ve yeni beneklar ortaya ç¬kar. Bu

bölünme i̧slemi bütün çözüm bölgesini kaplayana kadar devam eder." Doelman vd. (1997),

Gray-Scott modeli için detayl¬bir çal¬̧sma ortaya koyarak, dura¼gan ve ilerleyen desenler için

elde ettikleri teorik sonuçlar¬yay¬mlam¬̧slard¬r. Bunu takip eden çal¬̧smada ise Doelman vd.

(1998) bir boyutlu Gray-Scott modelini dikkate alarak tekil desenler için lineer kararl¬l¬k

analizi üzerinde durmuşlard¬r. (1.101-1.102) sisteminin hareket eden grid üzerindeki say¬sal

çözümleri, Zegeling ve Kok (2004) taraf¬ndan verilmi̧stir. Yapt¬klar¬çal¬̧smalar¬nda say¬sal

metot olarak sonlu farklar metodunu kullanan Zegeling ve Kok (2004), hem bir boyutlu

hem de iki boyutlu Gray-Scott sisteminin say¬sal çözümlerini elde etmi̧slerdir. Gray-Scott
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modeli için bir çal¬̧sma Şahin (2009) doktora tezinde kuadratik, kübik, kuartik ve kuintik

B-spline kolokeyş¬n metodu ile verilmi̧stir.

1.14. ·Ikili Burgers Denklemi ve Test Problemleri

Bu k¬s¬mda

@u

@t
� @

2u

@x2
+ k1u

@u

@x
+ k2(uv)x = 0; (1.109)

@v

@t
� @

2v

@x2
+ k1v

@v

@x
+ k3(uv)x = 0 (1.110)

formundaki ikili Burgers denklemi tan¬t¬lacakt¬r. (1.109-1.110) denklem sisteminin başlang¬ç

şartlar¬, a � x � b olmak üzere

u(x; 0) = �1(x); (1.111)

v(x; 0) = �2(x) (1.112)

ve s¬n¬r şartlar¬, t > 0 olmak üzere

u(a; t) = f1(a; t); (1.113)

u(b; t) = f2(a; t); (1.114)

v(a; t) = g1(a; t); (1.115)

v(b; t) = g2(b; t) (1.116)

şeklindedir. Burada �1(x); �2(x); f1(a; t); f2(b; t); g1(a; t); g2(b; t) önceden tan¬ml¬ fonksi-

yonlar, k1; k2 ve k3 reel sabitlerdir (Nee ve Duan, 1998).

·Ilk olarak Esipov (1995) taraf¬ndan ortaya at¬lan ikili Burgers denkleminin say¬sal

çözümlerinin bulunmas¬ için çeşitli metotlar önerilmi̧stir. Bunlar aras¬nda bir yak¬nsak

kuvvet serisi formunda Adomian ayr¬̧s¬m metodu (Kaya, 2001), tekrarl¬operatör metodu

(Lian ve Lou, 2006), Adomian-Páde tekni¼gi (Denghan vd., 2007), Chebyshev spectral

kolokeyş¬n metodu (Khater vd., 2008), homotopi perturbasyon metodu (Ghotbi vd., 2008),

Adomian ayr¬̧st¬rma metodu (Chen ve An, 2008), Fourier pseudospectral metodu (Rashid

ve Ismail, 2009), varyasyonel iterasyon metodu (Soliman, 2009), diferensiyel dönüşüm

metodu (Abazari ve Borhanifar, 2010), kübik B-spline kolokeyş¬n metodu (Mittal ve Arora,

2011), diferensiyel quadrature metodu (Mittal ve Jiwari, 2012), modi�ye edilmi̧s kübik B-

spline kolokeyş¬n metodu (Mittal ve Tripathi, 2014), yerel süreksiz Galerkin metodu (Rong-

Pei vd., 2011), basit klasik radyal bazlar yard¬m¬ile kolokeyş¬n metodu (Islam vd., 2012),
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Bäcklund dönüşüm ve benzerlik uygulamas¬metodu (Inan vd., 2010), homotopi pertur-

basyon metodu (Ghoreishi vd., 2011; Desai ve Pradhan, 2012), genelleştirilmi̧s iki boyutlu

diferensiyel dönüşüm metodu (Liu ve Hou, 2011), genelleştirilmi̧s diferensiyel quadrature

metodu (Mokhtari, vd., 2011 b), homotopi perturbasyon ve Páde teknikleri (Y¬ld¬r¬m ve

Kelleci, 2011), H2-kar¬̧s¬k Galerkin metodu (Jia vd., 2012), kapal¬ sonlu farklar metodu

(Srivastava vd., 2013), kuadratik B-spline Galerkin sonlu elemanlar metodu (Kutluay ve

Uçar, 2013), kapal¬logaritmik sonlu farklar metodu (Srivastava vd., 2014), birleştirilmi̧s

sonlu farklar metodu (Kumar ve Pandit, 2014) say¬labilir. ·Ikili Burgers denklem sistemi-

nin tam çözümü için ise Adomian ayr¬̧s¬m metodu (Abdou ve Soliman 2005), geni̧sletilmi̧s

tanh-fonksiyon metodu (Soliman, 2006) kullan¬lm¬̧st¬r. Abassy vd. (2007), Páde tekni¼gi ile

birleştirilmi̧s varyasyonel iterasyon metodunu kullanarak, Sweilam ve Khader (2009) ho-

motopi perturbasyon metodunu kullanarak, Aksoy (2012) ise geni̧sletilmi̧s kübik B-spline

Taylor kolokeyş¬n metodunu kullanarak (1.109-1.110) denklem sisteminin kapal¬ formda

çözümlerini elde etmi̧slerdir. Liu (2010) uyumluluk metodu ile (1.109-1.110) denkleminin

simetrisini elde etmi̧s, Jin-Ming ve Yao-Ming (2011) Hirota bilineer metodu ile (1.109-1.110)

denklem sisteminin tamamen integrallenebilir oldu¼gunu göstermi̧stir.

1.14.1. Problem 1

·Ilk test problemi için k2 = k3 = 1 ve k1 = �2 seçimleriyle

ut � uxx � 2uux + (uv)x = 0; (1.117)

vt � vxx � 2vvx + (uv)x = 0 (1.118)

ikili Burgers denkleminin başlang¬ç şartlar¬,

u(x; 0) = sin(x); (1.119)

v(x; 0) = sin(x) (1.120)

s¬n¬r şartlar¬,

u(a; t) = e�t sin(a); (1.121)

u(b; t) = e�t sin(b); (1.122)

v(a; t) = e�t sin(a); (1.123)

v(b; t) = e�t sin(b) (1.124)

iken tam çözümü

u(x; t) = v(x; t) = e�t sin(x) (1.125)
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olarak al¬nm¬̧st¬r (Kaya, 2001).

1.14.2. Problem 2

·Ikinci test problemi için (1.109-1.110) ile verilen ikili Burgers denkleminin başlang¬ç

şartlar¬k1 = 2 seçimi ile

u(x; 0) = a0 � 2A
�
2k2 � 1
4k2k3 � 1

�
tanh (Ax) ; (1.126)

v(x; 0) = a0

�
2k3 � 1
2k2 � 1

�
� 2A

�
2k2 � 1
4k2k3 � 1

�
tanh (Ax) (1.127)

s¬n¬r şartlar¬,

u(a; t) = a0 � 2A
�
2k2 � 1
4k2k3 � 1

�
tanh [A (a� 2At)] ; (1.128)

v(a; t) = a0

�
2k3 � 1
2k2 � 1

�
� 2A

�
2k2 � 1
4k2k3 � 1

�
tanh [A (a� 2At)] ; (1.129)

u(b; t) = a0 � 2A
�
2k2 � 1
4k2k3 � 1

�
tanh [A (b� 2At)] ; (1.130)

v(b; t) = a0

�
2k3 � 1
2k2 � 1

�
� 2A

�
2k2 � 1
4k2k3 � 1

�
tanh [A (b� 2At)] (1.131)

ve tam çözümü ise a0 = 0; 05 ve A =
1

2

�
a0 (4k2k3 � 1)
2k2 � 1

�
olmak üzere

u(x; t) = a0 � 2A
�
2k2 � 1
4k2k3 � 1

�
tanh [A (x� 2At)] ; (1.132)

v(x; t) = a0

�
2k3 � 1
2k2 � 1

�
� 2A

�
2k2 � 1
4k2k3 � 1

�
tanh [A (x� 2At)] (1.133)

olarak al¬nm¬̧st¬r (Soliman, 2006).

1.14.3. Problem 3

Üçüncü test problemi için (Mittal ve Arora, 2011) referans¬ile verilen (1.109-1.110)

probleminin başlang¬ç şartlar¬k1 = 2 için

u(x; 0) =

8<: sin(2�x); 0 � x � 0; 5

0; 0; 5 < x � 1
;

v(x; 0) =

8<: 0; 0 � x � 0; 5

� sin(2�x); 0; 5 < x � 1



41

iken s¬n¬r şartlar¬da

u(a; t) = 0; (1.134)

u(b; t) = 0; (1.135)

v(a; t) = 0; (1.136)

v(b; t) = 0 (1.137)

şeklindeki Homojen Dirichlet s¬n¬r şart¬olarak al¬nm¬̧st¬r.

1.15. Boussinesq Denklem Sistemi ve Test Problemleri

Boussinesq denklem sistemi,

vt + ux + (vu)x + s1uxxx � s2vxxt = 0; (1.138)

ut + vx + uux + s3vxxx � s4uxxt = 0 (1.139)

formundad¬r (Bona vd., 1997, Bona, vd., 2002). Burada s1; s2; s3; s4 reel sabitleri, x ve t

alt indisleri ise s¬ras¬ile konum ve zamana göre türevi göstermektedir.

Boussinesq denklem sistemi

ut + vx + uux �
1

3
uxxt = 0; (1.140)

vt + ux + (vu)x = 0 (1.141)

formundaki KB denklem sisteminden türetilmi̧stir (Bona, vd., 2002; Irk, 2007). KB sis-

temi, Boussinesq (1871) taraf¬ndan yüzey dalgalar¬n¬n yay¬l¬m¬için bir model olarak veril-

mi̧stir (Amick, 1984; Schonbek, 1981; Whitham, 1974). Boussinesq denklem sistemi, bir su

tünelindeki yüzey su dalgalar¬n¬modellemektedir (Bona ve Chen, 1998; Chen, 1998 a, 1998

b; Pelloni ve Dougalis, 2001). Pelloni ve Dougalis (2001), spectral metot ile; Al-Khaled ve

Nusier (2008), Adomian ayr¬̧st¬rma metodu ile; Mohyud-Din vd. (2010), Adomian ayr¬̧s¬m

ve homotopi perturbasyon metotlar¬ile Boussinesq denklem sisteminin say¬sal çözümleri

üzerinde çal¬̧smalar yapm¬̧slard¬r. Geni̧sletilmi̧s kübik B-spline Taylor kolokeyş¬n metodu

kullan¬larak, Boussinesq denklem sisteminin say¬sal çözümleri, Aksoy�un (2012) tezinde

araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Chen (1998 b), (1.138-1.139) denklem sistemindeki terimleri:

� h; durgun suyun yüksekli¼gi,

� g; yerçekimi ivmesi,
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� x; h ile ölçeklendirilmi̧s kanal boyunun uzunlu¼gu,

� t; (h=g)1=2 ile ölçülen geçen zaman,

� v(x; t); ilk dura¼gan duruma göre h ile ölçülen su yüzeyinin boyutsuz sapmas¬,

� u(x; t); 0 � � � 1 olmak üzere, kanal¬n dibinden yukar¬do¼gru �h yüksekli¼ginde
p
gh

ile ölçülen boyutsuz yatay h¬z, olarak aç¬klam¬̧st¬r. � ve � reel sabitler olmak üzere

denklemde bulunan s1; s2; s3; s4 reel sabitleri

s1 =
1

2

�
�2 � 1

3

�
�; s2 =

1

2

�
�2 � 1

3

�
(1� �);

s3 =
1

2

�
1� �2

�
�; s4 =

1

2

�
1� �2

�
(1� �);

(1.142)

şartlar¬n¬sa¼glarlar. � de¼gerinin aksine, eşitliklerdeki � ve � reel sabitlerinin herhangi

bir �ziksel anlam¬yoktur.

(1.138-1.139) denklem sisteminden, s1; s2; s3; s4 reel parametrelerinin özel de¼gerleri

için farkl¬isimlerde denklem sistemleri türetilebilir (Chen, 1998 a).

Teorem: (1.138-1.139) denklemleri ile verilen sistemdeki s1; s2; s3; s4 reel sabitleri

(i) s1 � s2 + 2s4 6= 0; � =
�s2 + s3 + 2s4
s1 � s2 + 2s4

> 0 ve (�� 1=2) [(s2 � s1)�� s2] > 0

(ii) s1 = s2 = s3 > 0; s4 = 0

(iii) s1 = s2 = s3 < 0; s4 = 0

(iv) s1 � s2 + s4 = 0; s1 = s3; s4 > 0

(v) s1 � s2 + s4 = 0; s1 = s3; s4 < 0:

şartlar¬ndan birini sa¼glad¬¼g¬nda sistem solitary dalga çözümüne sahiptir. Solitary dalga

çözümü ise

(i) durumunda v0 =
3(1� 2�)
2�

(ii) durumunda 0 < v0 <1

(iii) durumunda � 3 � v0 < 0

(iv) durumunda v0 > �3 ve
3

v0 + 3
=2
�
1;
s2
s4

�
(v) durumunda v0 > �3 ve

3

v0 + 3
2
�
1;
s2
s4

�
ve

Cs =
3 + 2v0

�
p
3(3 + v0)

; � =
1

2

s
2v0

3(s1 � s2) + 2s2(v0 + 3)



43

olmak üzere herhangi bir x0 için

v(x; t) = v0 sech
2(�(x+ x0 � Cst)); (1.143)

u(x; t) = �
r

3

v0 + 3
v0 sech

2(�(x+ x0 � Cst)) (1.144)

formundad¬r (Chen, 1998 a; Chen, 1998 b). (1.143-1.144) ile verilen v(x; t) ve u(x; t)

solitary dalga çözümlerinde v0 ve �
r

3

v0 + 3
v0 solitary dalgalar¬n¬n genliklerine, Cs ise

solitary dalgan¬n h¬z¬na kaŗs¬l¬k gelmektedir.

Chen (1998 b), yukar¬daki teoremi verdikten sonra, Boussinesq denklem sistemi-

nin solitary ve ilerleyen dalga çözümleri üzerine ayr¬nt¬l¬olarak çal¬̧sm¬̧st¬r. Chen çal¬̧s-

malar¬nda, teoremi sa¼glayan Boussinesq denklem sisteminin özel formlar¬ için solitary

dalga çözümünü, x ! �1 iken v(x; t) = u(x; t) = 0 olacak şekilde (v(x; t); u(x; t)) for-

munda araşt¬rm¬̧st¬r. Teoremi sa¼glamayan Boussinesq denklem sisteminin özel formlar¬

için ise, ilerleyen dalga çözümlerini x! �1 iken v(x; t) = 0 ve u(x; t) = 0 olacak şekilde

araşt¬rm¬̧st¬r. Pelloni ve Dougalis (2001), ilerleyen ve solitary dalgalar aras¬ndaki ay¬r¬m¬,

x! �1 iken v(x; t) ve u(x; t) çözümlerinin gitti¼gi de¼gere göre yapm¬̧st¬r. E¼ger sonuç s¬f¬rsa

dalgalar, solitary dalgalar¬ve sonuç s¬f¬rdan farkl¬ise, ilerleyen dalga olarak tan¬mlanm¬̧st¬r

(Pelloni ve Dougalis, 2001).

Say¬sal çözümleri araşt¬r¬lacak olan Regularized Boussinesq (RB) ve Klasik Boussi-

nesq (KB) sistemlerinin solitary veya ilerleyen dalga çözümlerinden hangilerine sahip olduk-

lar¬n¬s¬ra ile inceleyelim.

1.15.1. Regularized Boussinesq (RB) sistemi ve test problemleri

�2 =
2

3
; � = 0, � = 0 olarak seçilir ise, (1.142) eşitliklerindeki katsay¬lar

s1 = 0; s2 =
1

6
; s3 = 0 ve s4 =

1

6
(1.145)

olarak elde edilir. Bu katsay¬lar¬n (1.138-1.139) denklemlerinde yerlerine yaz¬lmas¬sonu-

cunda

ut + vx + uux �
1

6
uxxt = 0;

vt + ux + (vu)x �
1

6
vxxt = 0:

RB denklem sistemine ulaş¬l¬r (Bona ve Chen, 1998):
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i) ·Ilerleyen dalga çözümü

(1.145) ile verilen katsay¬lar için teoremdeki hiç bir durumun sa¼glanmad¬¼g¬görülür.

Dolay¬s¬yla teoreme göre, RB sisteminin bir solitary dalga çözümü yoktur. Bu durumda

da Chen (1998 a), RB sisteminin ilerleyen dalga çözümünü; g; x0 ve cs reel sabitler olmak

üzere

v(x; t) = �1; (1.146)

u(x; t) =
�
1� g

6

�
cs +

csg

2
sech2

�p
g

2
(x+ xs � cst)

�
(1.147)

formunda verilmi̧stir (Chen, 1998a).

(1.146-1.147) eşitliklerinde

xs = 0; g = 6; cs =
1

3

seçimleri yap¬l¬rsa, RB sisteminin

v(x; t) = �1; (1.148)

u(x; t) = sech2
 p

6

2
(x� t

3
)

!
(1.149)

ilerleyen dalga çözümü elde edilir. (1.148-1.149) eşitliklerinde t = 0 al¬nd¬¼g¬nda, RB sis-

teminin başlang¬ç şartlar¬

v(x; 0) = �1; (1.150)

u(x; 0) = sech2
 p

6

2
x

!
(1.151)

olarak bulunur.

ii) ·Iki ilerleyen dalgan¬n çarp¬̧smas¬

RB sistemi için, (1.146-1.147) ilerleyen dalga çözümünün kullan¬lmas¬ile x1; x2, g1;

g2; c1 ve c2 reel sabitler olmak üzere,

v(x; 0) = �1; (1.152)

u(x; 0) =
�
1� g1

6

�
c1 + 2sech

2

�p
g1

2
(x+ xa)

�
+
�
1� g2

6

�
c2 + 2sech

2

�p
g2

2
(x+ xb)

�
(1.153)
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başlang¬ç şart¬elde edilir. (1.152-1.153) eşitliklerinde

xa = 0; c1 = 1; g1 = 6;

xb = �10; c2 =
1

3
; g2 = 6

seçimleri yap¬l¬rsa, RB sisteminin iki ilerleyen dalga çözümü

v(x; 0) = �1; (1.154)

u(x; 0) = 3sech2
 p

6

2
x

!
+ sech2

 p
6

2
(x� 10)

!
(1.155)

olarak bulunur. (1.155) eşitli¼gi; genlikleri 3, 1, h¬zlar¬1, 1=3 olan ve tepe noktalar¬x = 0,

x = 10 konumlar¬na kaŗs¬l¬k gelen iki ilerleyen dalgan¬n hareketini modellemektedir.

1.15.2. Klasik Boussinesq (KB) sistemi ve test problemleri

(1.142) eşitliklerinde �2 = 1=3; � = 0 ve key� � seçimleri ile

s1 = 0; s2 = 0; s3 = 0; s4 =
1

3
(1.156)

olarak elde edilir. Bu katsay¬lar (1.138-1.139) denklemlerinde yerlerine yaz¬l¬rsa

ut + vx + uux �
1

3
uxxt = 0; (1.157)

vt + ux + (vu)x = 0 (1.158)

denklem sistemi elde edilir (Boussinesq, 1871).

i) ·Ilerleyen dalga çözümü

(1.156) ile verilen katsay¬lar kullan¬ld¬¼g¬nda yine teoremdeki hiçbir durumun gerçek-

leşmedi¼gi görülür. Dolay¬s¬yla teoreme göre; KB sisteminin bir solitary dalga çözümü

yoktur. Bununla beraber (1.157-1.158) eşitlikleri ile verilen KB sisteminin; g; xs ve cs reel

sabitler olmak üzere

v(x; t) = �1; (1.159)

u(x; t) =
�
1� g

3

�
cs + cgsech

2

�p
g

2
(x+ xs � cst)

�
(1.160)

şeklinde bir ilerleyen dalga çözümü vard¬r (Chen, 1998a). (1.159-1.160) eşitliklerinde

xs = 0; g = 3 ve cs =
1

3
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seçimleri yap¬ld¬¼g¬nda, KB sisteminin ilerleyen dalga çözümü

v(x; t) = �1; (1.161)

u(x; t) = sech2
 p

3

2

�
x� t

3

�!
(1.162)

olarak bulunur ve (1.161-1.162) eşitliklerinde t = 0 al¬n¬rsa

v(x; 0) = �1; (1.163)

u(x; 0) = sech2
 p

3

2
x

!
(1.164)

başlang¬ç şartlar¬elde edilir.

ii) ·Iki ilerleyen dalgan¬n çarp¬̧smas¬

(1.159-1.160) ilerleyen dalga çözümünün kullan¬lmas¬ile x1; x2, g1; g2; c1 ve c2 reel

sabitler olmak üzere, iki ilerleyen dalgan¬n çarp¬̧smas¬test problemi

v(x; 0) = �1; (1.165)

u(x; 0) =
�
1� g1

3

�
c1 + c1g1sech

2

�p
g1

2
(x+ xa)

�
+
�
1� g2

3

�
c2 + c2g2sech

2

�p
g2

2
(x+ xb)

�
(1.166)

formundaki başlang¬ç şart¬elde edilir. (1.165-1.166) eşitliklerinde

xa = 0; c1 = 1; g1 = 3;

xb = �10; c2 =
1

2
; g2 = 2

seçimleri yap¬l¬rsa, KB sisteminin iki ilerleyen dalga çözümü

v(x; 0) = �1; (1.167)

u(x; 0) =
1

6
+ 3sech2

 p
3

2
x

!
+ sech2

 p
2

2
(x� 10)

!
(1.168)

olur. (1.168) eşitli¼gi; genlikleri 3, 1, h¬zlar¬1, 1=2 olan ve tepe noktalar¬x = 0, x = 10

konumlar¬na kaŗs¬l¬k gelen iki ilerleyen dalgan¬n hareketini modellemektedir.

Bu çal¬̧smada RB ve KB sistemlerinin say¬sal çözümleri araşt¬r¬l¬rken

u(a; t) = u(b; t) = 0; t > 0; (1.169)

ux(a; t) = ux(b; t) = 0; t > 0; (1.170)

v(a; t) = v(b; t) = 0; t > 0; (1.171)

vx(a; t) = vx(b; t) = 0; t > 0 (1.172)
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ile verilen homojen Robin s¬n¬r şartlar¬ve f1(x), f2(x) sonradan belirlenmek üzere

v(x; 0) = f1(x); (1.173)

u(x; 0) = f2(x) (1.174)

başlang¬ç şartlar¬kullan¬lacakt¬r.
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2. NLS DENKLEM·IN·IN ÜSTEL KÜB·IK B-SPLINE KOLOKEYŞIN

ÇÖZÜMLER·IN·IN ÜRET·ILMES·I

Bu bölümde NLS denkleminin say¬sal çözümlerini veren üstel kübik B-spline kolokey

ş¬n algoritmas¬tan¬mlanm¬̧st¬r. NLS denklemi reel ve sanal k¬s¬mlara ay¬r¬larak ikili denk-

lem sistemi elde edilmi̧stir. Bilinmeyen fonksiyonun zaman ayr¬̧st¬rmas¬Crank-Nicolson

metodu ile yap¬m¬̧st¬r. Zaman ayr¬̧sm¬̧s denklemdeki lineer olmayan terimler lineerleştiridik-

ten sonra üstel kübik B-spline kolokeyş¬n yöntemi ile tamamen zaman-konum ayr¬̧sm¬̧s ce-

birsel denklem elde edilmi̧stir. Elde edilen cebirsel denklemler 6 bantl¬köşegensel matris

sistemidir. Elde edilen denklem sisteminde de bilinmeyen say¬s¬ile denklem say¬lar¬, s¬n¬r

şartlar¬kullan¬larak eşitlenip çözülebilir hale getirildikten sonra (2N+2)�(2N+2) boyutlu

matris sistemiyle ifade edilebilen denklem sistemi Thomas algoritmas¬ ile çözülmüştür.

Serbest p parametresi önceden tan¬mlanan bir aral¬k üzerinde en iyi çözümü verecek şekilde

belirlenmi̧stir. Elde edilen sonuçlar literatürdeki baz¬mecvut sonuçlar ile k¬yaslanm¬̧st¬r.

Algoritma beş test problemi üzerinde denenmi̧s ve çözümler için L1 hata normlar¬ile C1

ve C2 korunum sabitleri hesaplanm¬̧st¬r.

2.1. NLS Denkleminin Say¬sal Çözümü ·Için Üstel Kübik B-spline Kolokeyş¬n

Metodu

Bu k¬s¬mda, birinci bölümde tan¬mlanan üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodunun,

NLS denklem sisteminin say¬sal çözümü için çözüm ad¬mlar¬ verilecektir. Denklem sis-

temindeki r ve s yerine problemin tan¬m aral¬¼g¬n¬n bölünme noktalar¬ndaki üstel kübik

B-spline yaklaş¬mlar¬rm ve sm zamana ba¼gl¬�m ve �m parametreleri cinsinden yaz¬l¬rsa

rm = r(xm; t) =
s� ph

2(phc� s)�m�1 + �m +
s� ph

2(phc� s)�m+1; (2.1)

r0m = r0(xm; t) =
p(1� c)
2(phc� s)�m�1 +

p(c� 1)
2(phc� s)�m+1; (2.2)

r00m = r00(xm; t) =
p2s

2(phc� s)�m�1 �
p2s

phc� s�m +
p2s

2(phc� s)�m+1; (2.3)

sm = s(xm; t) =
s� ph

2(phc� s)�m�1 + �m +
s� ph

2(phc� s)�m+1; (2.4)

s0m = s0(xm; t) =
p(1� c)
2(phc� s)�m�1 +

p(c� 1)
2(phc� s)�m+1; (2.5)

s00m = s00(xm; t) =
p2s

2(phc� s)�m�1 �
p2s

phc� s�m +
p2s

2(phc� s)�m+1: (2.6)
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elde edilir. �t zaman ad¬m uzunlu¼gu olmak üzere (1.9), (1.10), (1.11) ve (1.12) ile verilen

Crank-Nicolson yaklaş¬mlar¬(1.52) ile verilen NLS denklem sistemine uygulan¬rsa

sn+1 � sn
�t

� r
n+1
xx + rxx

n

2
� q (r

3)n+1 + (r3)n

2
� q (s

2r)n+1 + (s2r)n

2
= 0;

rn+1 � rn
�t

+
sn+1xx + sxx

n

2
+ q

(r2s)n+1 + (r2s)n

2
+ q

(s3)n+1 + (s3)n

2
= 0

(2.7)

sistemi elde edilir. Burada rn+1 = r(x; tn + �t), sn+1 = s(x; tn + �t), (n + 1): zaman

ad¬m¬ndaki çözümdür. �t zaman ad¬m¬olmak üzere

tn+1 = tn +�t; tn = n�t

yaz¬labilir. Burada lineer olmayan (r3)n+1; (s2r)n+1, (r2s)n+1 ve (s3)n+1 terimlerine Taylor

metodu yard¬m¬yla lineerleştirme uygulan¬rsa

(r3)n+1 ' 3(rn)2rn+1 � 2(rn)3;

(s2r)n+1 ' 2rnsnsn+1 + (sn)2rn+1 � 2(sn)2rn;

(r2s)n+1 ' 2rnsnrn+1 + (rn)2sn+1 � 2(rn)2sn;

(s3)n+1 ' 3(sn)2sn+1 � 2(sn)3

ve (2.1-2.6) eşitlikleri (2.7) denklem sistemine uyarlan¬rsa

K1 = �1�
n
m�1 + �

n
m + �1�

n
m+1 L1 = �1�

n
m�1 + �

n
m + �1�

n
m+1

ve

�1 =
s� ph

2(phc� s) ; 1 =
p2s

2(phc� s) ; 2 = �
p2s

phc� s
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iken
�m1 = �q(3(K1)

2 + (L1)
2)�1 � 1;

�m2 =

�
2

�t
� 2qK1L1

�
�1;

�m3 = �q(3(K1)
2 + (L1)

2)� 2;

�m4 =

�
2

�t
� 2qK1L1

�
;

�m5 = �q((K1)
2 + (L1)

2)�1 + 1;

�m6 =
2

�t
�1;

�m7 = �q((K1)
2 + (L1)

2) + 2;

�m8 =
2

�t
;

�m9 =

�
2

�t
+ 2qK1L1

�
�1;

�m10 = q((K1)
2 + 3(L1)

2)�1 + 1;

�m11 =

�
2

�t
+ 2qK1L1

�
;

�m12 = q((K1)
2 + 3(L1)

2) + 2;

olmak üzere

�m1�
n+1
m�1 + �m2�

n+1
m�1 + �m3�

n+1
m + �m4�

n+1
m + �m1�

n+1
m+1 + �m2�

n+1
m+1 (2.8)

= �m5�
n
m�1 + �m6�

n
m�1 + �m7�

n
m + �m8�

n
m + �m5�

n
m+1 + �m6�

n
m+1

�m9�
n+1
m�1 + �m10�

n+1
m�1 + �m11�

n+1
m + �m12�

n+1
m + �m9�

n+1
m+1 + �m10�

n+1
m+1 (2.9)

= �m6�
n
m�1 � �m5�nm�1 + �m8�nm � �m7�nm + �m6�nm+1 � �m5�nm+1

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemine kaŗs¬l¬k gelen matris gösterimi ise

A1x
n+1 = B1x

n (2.10)

ile ifade edilir. Burada

A1=

26666666666666664

�m1 �m2 �m3 �m4 �m1 �m2

�m9 �m10 �m11 �m12 �m9 �m10

�m1 �m2 �m3 �m4 �m1 �m2

�m9 �m10 �m11 �m12 �m9 �m10
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

�m1 �m2 �m3 �m4 �m1 �m2

�m9 �m10 �m11 �m12 �m9 �m10

37777777777777775
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ve

B1=

26666666666666664

�m5 �m6 �m7 �m8 �m5 �m6

�m6 ��m5 �m8 ��m7 �m6 ��m5
�m5 �m6 �m7 �m8 �m5 �m6

�m6 ��m5 �m8 ��m7 �m6 ��m5
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

�m5 �m6 �m7 �m8 �m5 �m6

�m6 ��m5 �m8 ��m7 �m6 ��m5

37777777777777775
şeklinde her sat¬r¬nda s¬f¬rdan farkl¬6 eleman bulunduran (2N + 2) � (2N + 6) boyutlu

bant matrisler, xn de

xn =
�
�n�1; �

n
�1; �

n
0 ; �

n
0 ; : : : ; �

n
N+1; �

n
N+1

�T
şeklinde vektördür. (2.10) sisteminin çözülebilmesi için bilinmeyen say¬s¬ile denklem say¬s¬

birbirine eşit olmal¬d¬r. S¬n¬r şartlar¬n¬n uygulanmas¬, ��1; ��1; �N+1; �N+1 s¬n¬r paramet-

relerinin sistemden yok edilmesine ve dolay¬s¬yla da (2.10) sisteminde bilinmeyen say¬s¬ile

denklem say¬s¬n¬n eşitlenmesine olanak sa¼glar. Yap¬lan say¬sal çözümlerde s¬n¬r şart¬olarak

Neumann s¬n¬r şartlar¬kullan¬l¬yorsa

rx(a; t) = 0; sx(a; t) = 0; rx(b; t) = 0; sx(b; t) = 0

oldu¼gundan

m = 0) ��1 = �1; ��1 = �1;

m = N ) �N+1 = �N�1; �N+1 = �N�1

eşitlikleri bulunur. S¬n¬r şartlar¬ yard¬m¬ ile ��1; ��1; �N+1 ve �N+1 zaman parame-

treleri yok edildikten sonra çözülebilen 6-bant köşegen matris sistemi elde edilir. Bu sis-

tem Thomas algoritmas¬ yard¬m¬ ile çözülür. (2.10) denklem sisteminin iteratif olarak

çözülebilmesi için başlang¬ç zaman parametreleri

�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
ve
�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
belirlenmelidir.
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2.2. Başlang¬ç Durumu

Denklem sisteminde iterasyona başlayabilmek için çözüm parametrelerinin başlang¬ç

de¼gerlerinin bilinmesine ihtiyaç vard¬r. Bu de¼gerler problemin başlang¬ç şart¬ndan elde

edilir. (2.1-2.6) denklemleri verilen başlang¬ç şartlar¬na göre düzenlenirse

r0(xm; 0) =
s� ph

2(phc� s)�
0
m�1 + �

0
m +

s� ph
2(phc� s)�

0
m+1; m = 0; 1; :::; N

yaz¬l¬r. Başlang¬ç şart¬ için oluşturulan bu sistem, N + 1 denklem ve N + 3 bilinmeyen

içermektedir. S¬n¬rlarda birinci türev ba¼g¬nt¬s¬

p(1� c)
2(phc� s)�m�1 +

p(c� 1)
2(phc� s)�m+1 = r

0

kullan¬larak m = 0 ve m = N için �0�1 ve �
0
N+1 bilinmeyenleri

�0�1 = �
0
1 +

2(phc� s)
p(1� c) r

0
0; �0N+1 = �

0
N�1 �

2(phc� s)
p(1� c) r

0
N

şeklinde ifade edilirse denklem sistemi266666666664

1 s�ph
phc�s

s�ph
2(phc�s) 1 s�ph

2(phc�s)
. . .

s�ph
2(phc�s) 1 s�ph

2(phc�s)

s�ph
phc�s 1

377777777775

266666666664

�00

�01
...

�0N�1

�0N

377777777775
=

266666666664

r0 � s�ph
p(1�c)r

0
0

r1
...

rN�1

rN � s�ph
p(c�1)r

0
N

377777777775
(2.11)

şeklinde yeniden düzenlenebilir. Benzer şekilde �0m başlang¬ç parametreleri için de

s0(xm; 0) =
s� ph

2(phc� s)�
0
m�1 + �

0
m +

s� ph
2(phc� s)�

0
m+1; m = 0; 1; :::; N

yaz¬labilir. Buradan s¬n¬rlarda birinci türev ba¼g¬nt¬s¬

p(1� c)
2(phc� s)�m�1 +

p(c� 1)
2(phc� s)�m+1 = s

0

kullan¬larak m = 0 ve m = N için �0�1 ve �
0
N+1 bilinmeyenleri

�0�1 = �
0
1 +

2(phc� s)
p(1� c) s

0
0; �0N+1 = �

0
N�1 �

2(phc� s)
p(1� c) s

0
N

yard¬m¬ile yok edilirse266666666664

1 s�ph
phc�s

s�ph
2(phc�s) 1 s�ph

2(phc�s)
. . .

s�ph
2(phc�s) 1 s�ph

2(phc�s)

s�ph
phc�s 1

377777777775

266666666664

�00

�01
...

�0N�1

�0N

377777777775
=

266666666664

s0 � s�ph
p(1�c)s

0
0

s1
...

sN�1

sN � s�ph
p(c�1)s

0
N

377777777775
(2.12)
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denklem sistemine ulaş¬l¬r. Bu sistemler 3-bant matris sistemleri oldu¼gundan çözümleri

Thomas algoritmas¬yard¬m¬ile hesaplanabilir. Böylece elde edilen çözümlerin kullan¬lmas¬

ile de (2.10) sisteminde iterasyona başlan¬r.

2.3. Test Problemleri

2.3.1. Soliton dalga çözümü

q = 2; S = 4; � = 1 oldu¼gunda [�20; 20] aral¬¼g¬nda (1.53)-(1.54) ile verilen ko-

runum sabitleri C1 = 2 ve C2 = 7; 333333 analitik olarak bulunabilir. Zaman art¬m¬

�t = 0; 005 ve konum art¬m¬ h = 0; 03 iken yukar¬daki parametreler kullan¬larak elde

edilen say¬sal sonuçlar Aksoy�un (2012) çal¬̧smas¬ndaki geni̧sletilmi̧s kübik B-Spline Tay-

lor kolokeyş¬n metodu ile kaŗs¬laşt¬r¬larak, Çizelge 2.1 de verilmi̧stir. C1 ve C2 korunum

sabitleri için yamuklar kural¬ile de¼gerler elde edilmi̧stir. Say¬sal de¼gerler p = 1 ve farkl¬

p de¼gerleri için ayr¬ayr¬hesaplanm¬̧st¬r. S¬n¬r şartlar¬olarak ise homojen Neumann s¬n¬r

şartlar¬kullan¬lm¬̧st¬r.
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Çizelge 2.1. q = 2; S = 4; � = 1; �t = 0; 005; h = 0; 03 için hata normlar¬ve

korunum sabitleri

Zaman p = 0; 0000182 p = 1

L1 C1 C2 L1 C1 C2

0; 0 0; 00000 2; 0 7; 3333297 0; 00000 2; 0 7; 3319463

0; 5 0; 00025 2; 0 7; 3333439 0; 00097 2; 0 7; 3319598

1; 0 0; 00051 2; 0 7; 3333586 0; 00182 2; 0 7; 3319735

1; 5 0; 00072 2; 0 7; 3333730 0; 00256 2; 0 7; 3319872

2; 0 0; 00083 2; 0 7; 3333870 0; 00322 2; 0 7; 3320007

2; 5 0; 00086 2; 0 7; 3334006 0; 00385 2; 0 7; 3320141

� = �0; 00152 (Aksoy, 2012) � = 0 (Aksoy, 2012)

Zaman L1 C1 C2 L1 C1 C2

0; 0 0; 00000 2; 0 7; 3333340 0; 00000 2; 0 7; 3333297

0; 5 0; 00024 2; 0 7; 3333340 0; 00096 2; 0 7; 3333302

1; 0 0; 00048 2; 0 7; 3333368 0; 00176 2; 0 7; 3333321

1; 5 0; 00067 2; 0 7; 3333340 0; 00245 2; 0 7; 3333359

2; 0 0; 00081 2; 0 7; 3333349 0; 00309 2; 0 7; 3333340

2; 5 0; 00092 2; 0 7; 3333364 0; 00366 2; 0 7; 3333364

Şekil 2.1 a�da NLS denkleminin �t = 0; 005 ve h = 0; 03 parametre seçimleri alt¬nda

p = 0; 0000182 için t = 0 ve t = 2; 5 an¬ndaki soliton dalga çözümü ve Şekil 2.1 b�de

p = 0; 0000182 için t = 2; 5 an¬ndaki maksimum hatan¬n gra�¼gi resmedilmi̧stir. Gra�k

incelendi¼ginde en büyük hatan¬n x = 10 civar¬nda oldu¼gu görülmektedir. Ayr¬ca maksimum

hatan¬n s¬n¬rlarda meydana gelmedi¼gi, dolay¬s¬yla s¬n¬r şart¬uygulanmas¬ndan kaynaklanan

hatan¬n etkisinin az oldu¼gu söylenebilir.
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Şekil 2.1. p = 0; 0000182 için t = 0 ve t = 2; 5 an¬ndaki soliton dalga çözümü ve maksimum

hatan¬n gra�¼gi

(Saka, 2012; Da¼g, 1999; Gardner vd., 1993 ve Taha ve Ablowitz, 1984) referanslar¬

ile kaŗs¬laşt¬r¬lma yap¬labilmesi için parametreler q = 2; S = 4; � = 1 olarak seçilmi̧s

ve farkl¬�t zaman ad¬m¬ve h konum ad¬m¬ için elde edilen maksimum hata normlar¬

Çizelge 2.2�de sunulmuştur. Bu amaç için program t = 1 an¬na kadar çal¬̧st¬r¬lm¬̧st¬r.

Çizelge incelendi¼ginde üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodu, p nin s¬f¬ra yak¬n oldu¼gu

yerlerde, p = 1 durumuna göre daha iyi sonuç vermi̧stir. Literatürdeki di¼ger çal¬̧smalarla

kaŗs¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda p de¼geri de¼gi̧stikçe elde edilen maksimum hatalar, literatürdeki baz¬

çal¬̧smalardan daha küçük olsa da, (Saka, 2012) ile verilen kuintik B-spline kolokeyş¬n

metodunda ve (Da¼g, 1999) ile verilen B-spline Galerkin metodunda elde edilen sonuçlardan

daha küçük de¼gildir.
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Çizelge 2.2. q = 2; S = 4; � = 1; de¼gi̧sken �t ve h için hata normlar¬

Metot h �t L1 L1

(p = 1) (de¼gi̧sken p)

Üstel Kübik B-spline 0; 05 0; 005 0; 0057 0; 0015104

(p = 0; 0000078348)

0; 3125 0; 02 0; 1872 0; 0064891

(p = 0; 0000001289)

0; 3125 0; 0026 0; 1913 0; 0053

(p = 0; 0000001289)

0; 06 0; 0165 0; 0048 0:0015

(p = 0; 0000031976)

0; 05 0; 04 0; 0168 0:0039

(p = 0:0000020600)

Kuintik B-spline (Saka, 2012) 0; 05 0; 005 0; 0003

0; 3125 0; 02 0; 002

0; 3125 0; 0026 0; 006

B-spline Galerkin (Da¼g, 1999) 0; 05 0; 005 0; 0003

0; 3125 0; 02 0; 002

B-spline Kol. (Gardner vd., 1993) 0; 05 0; 005 0; 008

0; 03 0; 005 0; 002

Kapal¬(C-N) 0; 05 0; 005 0; 00585

(Taha ve Ablowitz, 1984)

Split step Fourier 0; 3125 0; 02 0; 00466

(Taha ve Ablowitz, 1984)

A-L local 0; 06 0; 0165 0; 00580

(Taha ve Ablowitz, 1984)

A-L global 0; 05 0; 04 0; 00561

(Taha ve Ablowitz, 1984)

Pseudospectral 0; 3125 0; 0026 0; 00513

(Taha ve Ablowitz, 1984)
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·Ilk test problemi olan soliton dalga çözümü için maksimum hata normlar¬serbest

parametre olan p nin bire eşit oldu¼gu ve birden farkl¬oldu¼gu de¼gerler için ayr¬ayr¬hesap-

lanm¬̧s ve bulunan sonuçlar kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r. p = 0; 0000182 için elde edilen hata norm-

lar¬n¬n de¼gerlerinde, p = 1 durumundakine göre küçülme oldu¼gu, dolay¬s¬yla üstel kübik

B-spline kolokeyş¬n metodunun, p�nin 0�a yak¬n de¼gerleri için daha iyi sonuçlar elde etti¼gi

görülmüştür. Ayr¬ca önerilen metotta p = 1 seçimiyle, geni̧sletilmi̧s kübik B-spline Tay-

lor kolokeyş¬n metodundaki serbest parametre olan � = 0 durumuna kaŗs¬l¬k gelen kübik

B-spline kolokeyş¬n metodu ile benzer sonuçlar verdi¼gi söylenebilir. Çizilen hata gra�k-

lerine bak¬ld¬¼g¬nda, oluşan maksimum hatan¬n o andaki oluşan dalgan¬n tepe noktas¬na

kaŗs¬l¬k gelen konum de¼geri civar¬nda oluştu¼gu, dolay¬s¬yla s¬n¬r şartlar¬n¬n seçiminden

dolay¬bir hatan¬n oluşmad¬¼g¬görülmüştür. Say¬sal çözümlerin gra�klerine bak¬ld¬¼g¬nda,

soliton dalgas¬n¬n zaman içerisinde şeklinde bir bozulma olmadan ilerledi¼gi, yani üstel kübik

B-spline kolokeyş¬n metodunun, dalgan¬n hareketini iyi modelledi¼gi görülmüştür. Korunum

sabitlerinin say¬sal de¼gerleri incelendi¼ginde ise üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodunun,

geni̧sletilmi̧s kübik B-spline Taylor kolokeyş¬n metodu ile birbirine yak¬n sonuçlar verdi¼gi

görülmüştür.

2.3.2. ·Iki soliton dalgas¬n¬n çarp¬̧smas¬

(1.59) başlang¬ç şart¬ ile verilen ve iki soliton dalgas¬n¬n çarp¬̧smas¬n¬modelleyen

NLS denklemi, [�20; 20] aral¬¼g¬nda q = 2; h = 0; 1; �t = 0; 005; �1 = 1; S1 = �4;

xa = 10; �2 = 1; S2 = 4; xb = �10 parametreleri için çal¬̧st¬r¬lm¬̧st¬r. Bu seçimler alt¬nda

(1.59) başlang¬ç şart¬, büyüklükleri eşit ve aralar¬ndaki uzakl¬k 20 birim olan iki soliton

dalgas¬tan¬mlar. Dalgalardan birincisinin tepe noktas¬x = �10 , ikincisinin tepe noktas¬

x = 10 da konumlanm¬̧st¬r. Her iki dalgan¬n h¬z¬da 4 birimdir. Say¬sal korunum sabitleri

baz¬ zamanlarda serbest parametre de¼geri olan p�nin 1�e eşit oldu¼gu durumda Çizelge

2.3�de verilmi̧stir. Çizelge 2.3 sadece p = 1 için haz¬rlanm¬̧s ve geni̧sletilmi̧s kübik B-spline

metodundaki � parameteresinin 0�a eşit oldu¼gu durum ile kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r. Ayn¬aral¬kta

parametreler ve t = 0 daki başlang¬ç şart¬kullan¬larak korunumlar analitik olarak C1 = 4,

C2 = 14; 66666 olarak bulunabilir. Say¬sal korunum sabitleri analitik korunum sabitleri ile

hemen hemen ayn¬olarak elde edilmi̧stir.
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Çizelge 2.3. ·Iki soliton dalgas¬n¬n çarp¬̧smas¬

p = 1

Zaman C1 C2 Zaman C1 C2

0; 0 3; 99999 14; 66577 3; 5 4; 00003 14; 66803

0; 5 4; 00000 14; 66634 4; 0 4; 00004 14; 66766

1; 0 4; 00000 14; 66706 4; 5 4; 00005 14; 66734

1; 5 4; 00001 14; 66761 5; 0 4; 00005 14; 66705

2; 0 4; 00001 14; 66694 5; 5 4; 00006 14; 66691

2; 5 3; 99992 14; 61149 6; 0 4; 00007 14; 66690

3; 0 4; 00003 14; 66809

� = 0; (Aksoy, 2012)

Zaman C1 C2 Zaman C1 C2

0; 0 4; 00000 14; 66669 3; 5 4; 00000 14; 66667

0; 5 4; 00000 14; 66667 4; 0 4; 00000 14; 66667

1; 0 4; 00000 14; 66665 4; 5 4; 00000 14; 66666

1; 5 4; 00000 14; 66667 5; 0 4; 00000 14; 66666

2; 0 4; 00000 14; 66665 5; 5 4; 00000 14; 66664

2; 5 4; 00000 14; 66180 6; 0 4; 00000 14; 66669

3; 0 4; 00000 14; 66667

Şekil 2.2�de q = 2; h = 0; 1; �t = 0; 01; �1 = 1; S1 = �4; xa = 10; �2 = 1; S2 = 4;

xb = �10 parametre seçimleri alt¬nda dalgalar¬n birbirine kaŗs¬hareketleri, çarp¬̧smalar¬

ve orijinal şekillerini koruyarak ayr¬lmalar¬gösterilmi̧stir. Gra�klerden, soldaki dalgan¬n

sa¼ga do¼gru, sa¼gdaki dalgan¬n sola do¼gru ilerlemekte olduklar¬, t = 2 civar¬nda başlayan

çarp¬̧sman¬n yaklaş¬k t = 4 zaman¬na kadar devam etti¼gi, çarp¬̧smadan sonra dalgalar¬n

birbirlerine göre z¬t yönlerde ve başlang¬çtaki şekilleri bozulmadan ilerlemeye devam ettik-

leri görülmektedir.
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Şekil 2.2. p = 1 için iki soliton dalgas¬n¬n çarp¬̧smas¬

·Ikinci test problemi olarak, iki soliton dalgas¬n¬n çarp¬̧smas¬problemi ele al¬nm¬̧st¬r.

Çizilen gra�kler incelendi¼ginde, dalgalar¬n çarp¬̧sma öncesindeki şekillerini çarp¬̧sma son-

ras¬nda da koruduklar¬ görülmüştür. Zaten bu durum soliton dalgas¬n¬n özelliklerinden

bir tanesidir. Yani önerilen metodun bu test problemini de iyi bir şekilde modelledi¼gi
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söylenebilir. Korunum sabitlerinin de¼gerleri incelendi¼ginde ise, üstel kübik B-spline kolo-

key ş¬n metodunun, geni̧sletilmi̧s kübik B-spline Taylor kolokey ş¬n metoduna yak¬n sonuçlar

verdi¼gi görülmüştür.

2.3.3. Sabit soliton dalgas¬n¬n do¼guşu

(1.61) başlang¬ç şart¬ ile verilen ve sabit soliton dalgas¬n¬n do¼guşunu modelleyen

NLS denklemi için program, �45 � x � 45 bölgesi üzerinde �t = 0; 005; N = 1334

parametre seçimleri ile A = 1 <
p
� = 1; 7725 ve A = 1; 78 >

p
� için çal¬̧st¬r¬lm¬̧s ve

üretilen soliton dalgalar¬Şekil 2.3�de resmedilmi̧stir. A = 1 oldu¼gunda dalgalar¬n zamanla

sönümlendi¼gi, A = 1; 78 seçildi¼ginde ise genli¼gi 2 de¼gerini alan soliton dalgas¬n¬n, farkl¬

zamanlarda çizilen gra�kleri incelendi¼ginde şeklinde bir miktar bozulma oldu¼gu, genli¼ginde

ise t = 0 zaman¬d¬̧s¬nda gözle görülür bir bozulma olmad¬¼g¬söylenebilir.

Şekil 2.3. � = 1; q = 2; N = 1334; p = 1 iken s¬ras¬yla A = 1 ve A = 1; 78 için sabit

soliton dalgas¬n¬n do¼guşu

A = 1; 78 için analitik de¼gerleri aşa¼g¬da verilen korunum sabitlerinin analitik de¼ger-

leri

C1 =

r
�

2
A2 = 3; 97100;

C2 =
1

4
A2
�
2
p
2� qA2

�p
� = �4; 92562
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olarak hesaplanabilir. Say¬sal de¼gerleri ise üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metoduyla p = 1

için Çizelge 2.4�de verilmi̧stir.

Çizelge 2.4. N = 1334; �t = 0; 005; A = 1; 78 için sabit soliton dalgas¬n¬n do¼guşu

p = 1

Zaman C1 C2 Zaman C1 C2

0; 0 3; 97100 �4; 92563 4; 0 3; 97076 �4; 93191

2; 0 3; 97091 �4; 93275 6; 0 3; 97062 �4; 93128

� = 0; (Aksoy, 2012)

Zaman C1 C2 Zaman C1 C2

0; 0 3; 97100 �4; 92562 4; 0 3; 97094 �4; 92596

2; 0 3; 97093 �4; 92662 6; 0 3; 97093 �4; 92672

Üçüncü test problemi olarak sabit soliton dalgas¬n¬n do¼guşu incelenmi̧stir. Sonuçlar

3 boyutlu gra�kler çizilerek incelenmi̧stir. Buna göre u (x; 0) başlang¬ç şart¬n¬n (�1;1)

aral¬¼g¬ndaki integralinin � say¬s¬ndan büyük oldu¼gu durumda soliton dalgas¬üretti¼gi aksi

halde dalgan¬n zaman içerisinde sönümlendi¼gi gözlemlenmi̧stir. Buna göre soliton dalgas¬

oluştu¼gu durumda zaman ilerledikçe dalgan¬n şeklini korudu¼gu ve korunum sabitlerinin

say¬sal de¼gerlerinin ise, üstel kübik B-spline kolokeyş¬n ve geni̧sletilmi̧s kübik B-spline Tay-

lor kolokeyş¬n metotlar¬için benzer sonuçlar verdi¼gi gözlemlenmi̧stir.

2.3.4. Hareketli soliton dalgas¬n¬n do¼guşu

Hareketli soliton dalgas¬n¬n do¼guşunu modelleyen NLS problemi, (1.62) başlang¬ç

şart¬alt¬nda, �45 � x � 45 bölgesi üzerinde, �t = 0; 005; N = 1334 parametreleri için

ele al¬nm¬̧st¬r. Buna göre 0 � t � 6 zamanlar¬nda çizilen gra�kleri Şekil 2.4�de s¬ras¬yla

A = 1 ve A = 1; 78 için verilmi̧stir. Gra�kler incelendi¼ginde A = 1 oldu¼gunda dalgalar

sönümlenmesine ra¼gmen A = 1; 78 oldu¼gunda, solitonun zaman artt¬kça dalgan¬n sa¼ga

do¼gru ilerledi¼gi, t = 6 zaman¬nda dalgan¬n tepe noktas¬n¬n x = 24 civar¬nda oldu¼gu,

maksimum de¼geri 1; 95 oldu¼gu ve şeklinin dikkate de¼ger bir bozulma olmad¬¼g¬görülmüştür.
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Şekil 2.4. � = 1; q = 2; N = 1334; p = 1 iken s¬ras¬yla A = 1 ve A = 1; 78 için

hareketli soliton dalgas¬n¬n do¼guşu

Korunum sabitlerinin say¬sal de¼gerleri Çizelge 2.5�de verilmi̧stir. Çizelgeye göre p =

1 iken (Aksoy, 2012) ile verilen geni̧sletilmi̧s kübik B-spline Taylor kolokeyş¬n metodundaki

de¼gi̧sken � = 0 durumundaki C1 ve C2 korunum sabitleri k¬yaslanm¬̧st¬r. A = 1; 78 oldu¼gu

durumda C1 ve C2 sabitlerinin tam de¼gerleri

C1 =

r
�

2
A2 = 3; 97100;

C2 = 5

r
�

2
A2 �

p
�

4
qA4 = 10; 95838

olacakt¬r.
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Çizelge 2.5. N = 1334; �t = 0; 005; A = 1; 78 için hareketli soliton dalgas¬n¬n

do¼guşu

p = 1

Zaman C1 C2 Zaman C1 C2

0; 0 3; 97100 10; 95788 4; 0 3; 97112 10; 94298

2; 0 3; 97113 10; 94128 6; 0 3; 97113 10; 94343

� = 0; (Aksoy, 2012)

Zaman C1 C2 Zaman C1 C2

0; 0 3; 97100 10; 95837 4; 0 3; 97087 10; 95432

2; 0 3; 97086 10; 95611 6; 0 3; 97087 10; 95524

Dördüncü test problemi olarak al¬nan, hareketli soliton dalgas¬n¬n do¼guşu problemi-

ne ait olan gra�kler incelendi¼ginde, A de¼gerine ba¼gl¬olarak dalgan¬n sönümlendi¼gi ya da

şeklinin büyük oranda korundu¼gu tespit edilmi̧stir. Korunum sabitlerinin de¼gerleri ince-

lendi¼ginde ise, k¬yaslanan geni̧sletilmi̧s kübik B-spline Taylor kolokeyş¬n metoduna yak¬n

sonuçlar verdi¼gi ama daha iyi olmad¬¼g¬gözlemlenmi̧stir.

2.3.5. Ba¼gl¬durumlu solitonlar

Son olarak ba¼gl¬durumlu solitonlar¬n farkl¬M de¼gerlerine kaŗs¬l¬k gra�kleri ele al¬n-

m¬̧st¬r. Bu problemde parametreler h = 0; 03; �t = 0; 005; N = 1334 ve q = 32; 50, konum

aral¬¼g¬ise Şekil 2.5-2.7 için �20 � x � 20 olarak, Şekil 2.8 için ise �30 � x � 30 olarak

seçilmi̧stir. M = 4; 5; 6; 7 olmas¬ durumunda oluşan gra�kler s¬ras¬ ile Şekil 2.5-2.8�de

gösterilmi̧stir.
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Şekil 2.5. M = 4; q = 32 için yo¼gunluk de¼gi̧simi

Şekil 2.6. M = 5; q = 50 için yo¼gunluk de¼gi̧simi
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Şekil 2.7. M = 6; q = 72 için yo¼gunluk de¼gi̧simi

Şekil 2.8. M = 7; q = 98 için yo¼gunluk de¼gi̧simi

Son olarak NLS denklemi için ba¼gl¬durumlu solitonlar M�nin farkl¬de¼gerleri için

resmedilmi̧stir. Şekil 2.5-2.8�e bak¬lacak olursa, soldaki gra�k farkl¬M de¼gerlerine kaŗs¬l¬k

gelen üç boyutlu halini, sa¼gdaki gra�k ise 2 boyutlu x-t düzlemi üzerindeki izdüşümünü

göstermektedir. Gra�kler incelendi¼ginde, solitonlar¬n M de¼gerlerinin seçimine kaŗs¬hassas

oldu¼gu ve M de¼geri artt¬kça şekildeki girinti ve ç¬k¬nt¬lar¬n daha da artt¬¼g¬görülmüştür.



66

3. REAKS·IYON-D·IFÜZYON DENKLEM S·ISTEM·IN·IN ÜSTEL KÜB·IK

B-SPLINE KOLOKEYŞIN ÇÖZÜMLER·IN·IN ÜRET·ILMES·I

Bu bölümde lineer ve lineer olmayan reaksiyon-difüzyon denklem sistemlerinin say¬sal

çözümleri, üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodu kullan¬larak elde edilmi̧stir. Zaman

ayr¬̧s¬m¬, Crank-Nicolson metodu ile konum ayr¬̧s¬m¬ ise üstel kübik B-spline kolokeyş¬n

metodu ile yap¬lm¬̧st¬r. Lineer olmayan denklem sistemleri için, Taylor metodu yard¬m¬yla

lineerleştirme uyguland¬ktan sonra elde edilen cebirsel denklem sistemi, 2N + 2 denklem

2N + 6 bilinmeyenden oluşmaktad¬r. Denklemlerin çözülebilmesi için denklem say¬s¬ ile

bilinmeyen say¬s¬n¬n eşit olmas¬ gerekti¼ginden, s¬n¬r şartlar¬ kullan¬larak ve baz¬ bilin-

meyenler yok edilerek sistemler çözülebilir hale getirilmi̧stir. Daha sonra da Thomas al-

goritmas¬ kullan¬larak çözüme gidilmi̧stir. Analitik çözümü bilinen lineer problem için,

üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodundaki serbest parametre olan p de¼geri, L1 hata

normunu, minimum yapacak şekilde 0�a yak¬n yerlerde belirlenmi̧stir. Analitik çözümü

bilinmeyen ve lineer olmayan problemlerden olan izotermal kimyasal sistem, Brusselator

modeli, Schnakenberg modeli ve Gray-Scott modeli için ise ba¼g¬l hata hesaplanarak kon-

trol edilmi̧stir. Seçilen test problemlerinin karakterine göre ortaya ç¬kan konumsal desenler,

reaksiyon-difüzyon denklem sisteminde yer alan ba¼g¬ml¬de¼gi̧skenlere ait yo¼gunluk de¼gi̧sim-

lerinin konum ve zaman ekseni üzerindeki izdüşüm gra�kleriyle oluşturulmuştur. 3-boyutlu

gra�kler ve bunlar¬n x-t düzlemi üzerindeki 2-boyutlu gra�kler verilmi̧stir.

3.1. Reaksiyon-Difüzyon Denklem Sisteminin Say¬sal Çözümü ·Için Üstel

Kübik B-spline Kolokeyş¬n Metodu

Bu k¬s¬mda, birinci bölümde verilen üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodu, reaksiyon-

difüzyon denklem sisteminin say¬sal çözümünü araşt¬rmak için uygulanacakt¬r. Denklem

sistemindeki u ve v yerine um ve vm üstel kübik B-spline yaklaş¬mlar¬zamana ba¼gl¬�m ve

�m parametreleri cinsinden yaz¬l¬rsa
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um = u(xm; t) =
s� ph

2(phc� s)�m�1 + �m +
s� ph

2(phc� s)�m+1; (3.1)

u0m = u0(xm; t) =
p(1� c)
2(phc� s)�m�1 +

p(c� 1)
2(phc� s)�m+1; (3.2)

u00m = u00(xm; t) =
p2s

2(phc� s)�m�1 �
p2s

phc� s�m +
p2s

2(phc� s)�m+1; (3.3)

vm = v(xm; t) =
s� ph

2(phc� s)�m�1 + �m +
s� ph

2(phc� s)�m+1; (3.4)

v0m = v0(xm; t) =
p(1� c)
2(phc� s)�m�1 +

p(c� 1)
2(phc� s)�m+1; (3.5)

v00m = v00(xm; t) =
p2s

2(phc� s)�m�1 �
p2s

phc� s�m +
p2s

2(phc� s)�m+1 (3.6)

eşitlikleri elde edilir. �t zaman ad¬m uzunlu¼gu olmak üzere (1.13), (1.14), (1.16) ve (1.17)

ile verilen Crank-Nicolson yaklaş¬mlar¬(1.71-1.72) ile verilen reaksiyon-difüzyon denklem

sistemine uygulan¬rsa

un+1 � un
�t

= a1
un+1xx + unxx

2
+ b1

un+1 + un

2
+ c1

vn+1 + vn

2

+d1
(u2v)n+1 + (u2v)n

2
+ e1

(uv)n+1 + (uv)n

2
+m1

(uv2)n+1 + (uv2)n

2
+ �1 = 0

vn+1 � vn
�t

= a2
vn+1xx + vnxx

2
+ b2

un+1 + un

2
+ c2

vn+1 + vn

2

+d2
(u2v)n+1 + (u2v)n

2
+ e2

(uv)n+1 + (uv)n

2
+m2

(uv2)n+1 + (uv2)n

2
+ �2 = 0

(3.7)

sistemi elde edilir. Burada un+1 = u(x; tn + �t) ve vn+1 = v(x; tn + �t), (n + 1): zaman

ad¬m¬ndaki çözümlerdir. �t zaman ad¬m¬olmak üzere

tn+1 = tn +�t; tn = n�t

yaz¬labilir. Burada lineer olmayan (u2v)n+1; (uv)n+1 ve (uv2)n+1 terimlerine Taylor metodu

yard¬m¬yla lineerleştirme uygulan¬rsa

(u2v)n+1 ' 2un+1unvn + (un)2vn+1 � 2(un)2vn;

(uv)n+1 ' un+1vn + unvn+1 � unvn;

(uv2)n+1 ' 2vn+1vnun + (vn)2un+1 � 2(vn)2un;

bulunur. Lineerleştirme için bulunan eşitlikler ve (3.1-3.6) eşitlikleri (3.7) denklem siste-

mine uyarlan¬rsa

K1 = �1�
n
m�1 + �

n
m + �1�

n
m+1 L1 = �1�

n
m�1 + �

n
m + �1�

n
m+1
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ve

�1 =
s� ph

2(phc� s) ; 1 =
p2s

2(phc� s) ; 2 = �
p2s

phc� s
iken

�m1 =

�
2

�t
� b1 � 2d1K1L1 � e1L1 �m1(L1)

2

�
�1 � a11;

�m2 = (�c1 � d1(K1)
2 � e1K1 � 2m1K1L1)�1;

�m3 =

�
2

�t
� b1 � 2d1K1L1 � e1L1 �m1(L1)

2

�
� a12;

�m4 = (�c1 � d1(K1)
2 � e1K1 � 2m1K1L1) ;

�m5 =

�
2

�t
+ b1 � d1K1L1

�
�1 + a11;

�m6 = (c1 �m1K1L1)�1;

�m7 =

�
2

�t
+ b1 � d1K1L1

�
+ a12;

�m8 = (c1 �m1K1L1) ;

�m9 = (�b2 � 2d2K1L1 � e2L1 �m2(L1)
2)�1;

�m10 =

�
2

�t
� c2 � d2(K1)

2 � e2K1 � 2m2K1L1

�
�1 � a21;

�m11 = (�b2 � 2d2K1L1 � e2L1 �m2(L1)
2) ;

�m12 =

�
2

�t
� c2 � d2(K1)

2 � e2K1 � 2m2K1L1

�
� a12;

�m13 = (b2 � d2K1L1)�1;

�m14 =

�
2

�t
+ c2 �m2K1L1

�
�1 + a21;

�m15 = (b2 � d2K1L1) ;

�m16 =

�
2

�t
+ c2 �m2K1L1

�
+ a12;

olmak üzere

�m1�
n+1
m�1 + �m2�

n+1
m�1 + �m3�

n+1
m + �m4�

n+1
m + �m1�

n+1
m+1 + �m2�

n+1
m+1 (3.8)

= �m5�
n
m�1 + �m6�

n
m�1 + �m7�

n
m + �m8�

n
m + �m5�

n
m+1 + �m6�

n
m+1 + 2�1;

�m9�
n+1
m�1 + �m10�

n+1
m�1 + �m11�

n+1
m + �m12�

n+1
m + �m9�

n+1
m+1 + �m10�

n+1
m+1 (3.9)

= �m13�
n
m�1 + �m14�

n
m�1 + �m15�

n
m + �m16�

n
m + �m13�

n
m+1 + �m14�

n
m+1 + 2�2

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemine kaŗs¬l¬k gelen matris gösterimi ise

A2x
n+1 = B2x

n + 2C (3.10)
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ile ifade edilir. Burada

A2=

26666666666666664

�m1 �m2 �m3 �m4 �m1 �m2

�m9 �m10 �m11 �m12 �m9 �m10

�m1 �m2 �m3 �m4 �m1 �m2

�m9 �m10 �m11 �m12 �m9 �m10
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

�m1 �m2 �m3 �m4 �m1 �m2

�m9 �m10 �m11 �m12 �m9 �m10

37777777777777775
ve

B2=

26666666666666664

�m5 �m6 �m7 �m8 �m5 �m6

�m13 �m14 �m15 �m16 �m13 �m14

�m5 �m6 �m7 �m8 �m5 �m6

�m13 �m14 �m15 �m16 �m13 �m14
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

�m5 �m6 �m7 �m8 �m5 �m6

�m13 �m14 �m15 �m16 �m13 �m14

37777777777777775
şeklinde her sat¬r¬nda s¬f¬rdan farkl¬6 eleman bulunduran (2N + 2) � (2N + 6) boyutlu

bant matrisler, xn ve C de

xn =
�
�n�1; �

n
�1; �

n
0 ; �

n
0 ; : : : ; �

n
N+1; �

n
N+1

�T
;

C =(�1; �2; �1; �2; � � � �1; �2)
T

şeklinde vektörlerdir. (3.10) sisteminin çözülebilmesi için bilinmeyen say¬s¬ ile denklem

say¬s¬birbirine eşit olmal¬d¬r. S¬n¬r şartlar¬n¬n uygulanmas¬, ��1; ��1; �N+1; �N+1 s¬n¬r para-

metrelerinin sistemden yok edilmesi ve dolay¬s¬yla da (3.10) sisteminde bilinmeyen say¬s¬ile

denklem say¬s¬eşitlenir. Dirichlet s¬n¬r şartlar¬kullan¬l¬rsa, (3.1) ve (3.4) ba¼g¬nt¬lar¬ndan

u(x0; t) = 0; v(x0; t) = 0; u(xN ; t) = 0; v(xN ; t) = 0

için

m = 0) ��1 = �
2phc� s
s� ph �0 � �1; ��1 = �

2phc� s
s� ph �0 � �1;

m = N ) �N+1 = �
2phc� s
s� ph �N � �N�1; �N+1 = �

2phc� s
s� ph �N � �N�1

ifadeleri elde edilir. Neumann s¬n¬r şartlar¬kullan¬l¬yorsa da benzer yolla,

ux(x0; t) = 0; vx(x0; t) = 0; ux(xN ; t) = 0; vx(xN ; t) = 0
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oldu¼gunda

m = 0) ��1 = �1; ��1 = �1

m = N ) �N+1 = �N�1; �N+1 = �N�1

eşitlikleri bulunur. S¬n¬r şartlar¬kullan¬larak ��1; �N+1; ��1 ve �N+1 parametreleri denk-

lem sisteminden yok edilir. Böylece çözülebilen bir sistem elde edilir. Bunun yan¬nda,

probleme göre her iki s¬n¬r şart¬n¬n ortak kullan¬m¬da düşünülebilir. S¬n¬r parametreleri

yok edildikten sonra (3.10) denklem sisteminin çözümü Thomas algoritmas¬yard¬m¬ ile

elde edilebilir. Reaksiyon-difüzyon denkleminin üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodu ile

say¬sal çözümü araşt¬r¬l¬rken elde edilen (3.10) denklem sisteminin çözülebilmesi için,�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
ve
�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
başlang¬ç vektörlerinin bulunmas¬gereklidir.

3.2. Başlang¬ç Durumu

(3.10) denklem sisteminde iterasyona başlayabilmek için başlang¬ç parametreleri

başlang¬ç koşullar¬ndan bulunmal¬d¬r. (3.1-3.6) denklemleri verilen başlang¬ç şartlar¬na

göre düzenlenirse

u0(xm; 0) =
s� ph

2(phc� s)�
0
m�1 + �

0
m +

s� ph
2(phc� s)�

0
m+1; m = 0; 1; :::; N

yaz¬l¬r. Başlang¬ç şart¬ için oluşturulan bu sistem, N + 1 denklem ve N + 3 bilinmeyen

içermektedir. S¬n¬rlarda birinci türev ba¼g¬nt¬s¬

p(1� c)
2(phc� s)�

0
m�1 +

p(c� 1)
2(phc� s)�

0
m+1 = u

0(xm; 0) = u
0

m

kullan¬larak m = 0 ve m = N için �0�1 ve �
0
N+1 bilinmeyenleri

�0�1 = �
0
1 +

2(phc� s)
p(1� c) u

0
0; �0N+1 = �

0
N�1 �

2(phc� s)
p(1� c) u

0
N

şeklinde ifade edilirse denklem sistemi266666666664

1 s�ph
phc�s

s�ph
2(phc�s) 1 s�ph

2(phc�s)
. . .

s�ph
2(phc�s) 1 s�ph

2(phc�s)

s�ph
phc�s 1

377777777775

266666666664

�00

�01
...

�0N�1

�0N

377777777775
=

266666666664

u0 � s�ph
p(1�c)u

0
0

u1
...

uN�1

uN � s�ph
p(c�1)u

0
N

377777777775
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şeklinde yeniden düzenlenebilir. Benzer şekilde �0m başlang¬ç parametreleri için de

v0(xm; 0) =
s� ph

2(phc� s)�
0
m�1 + �

0
m +

s� ph
2(phc� s)�

0
m+1; m = 0; 1; :::; N

yaz¬labilir. Buradan s¬n¬rlarda birinci türev ba¼g¬nt¬s¬

p(1� c)
2(phc� s)�m�1 +

p(c� 1)
2(phc� s)�m+1 = v

0

kullan¬larak m = 0 ve m = N için �0�1 ve �
0
N+1 bilinmeyenleri

�0�1 = �
0
1 +

2(phc� s)
p(1� c) v

0
0; �0N+1 = �

0
N�1 �

2(phc� s)
p(1� c) v

0
N

yard¬m¬ile yok edilirse266666666664

1 s�ph
phc�s

s�ph
2(phc�s) 1 s�ph

2(phc�s)
. . .

s�ph
2(phc�s) 1 s�ph

2(phc�s)

s�ph
phc�s 1

377777777775

266666666664

�00

�01
...

�0N�1

�0N

377777777775
=

266666666664

v0 � s�ph
p(1�c)v

0
0

v1
...

vN�1

vN � s�ph
p(c�1)v

0
N

377777777775
denklem sistemine ulaş¬l¬r. Bu sistemler 3-bant matris sistemleri oldu¼gundan çözümleri

Thomas algoritmas¬yard¬m¬ile hemen hesaplanabilir. Böylece elde edilen çözümlerin kul-

lan¬lmas¬ile de (3.10) sisteminde iterasyona başlan¬r.

3.3. Test Problemleri

3.3.1. Lineer problem

Bu bölümde, (1.73-1.74) ile verilen lineer reaksiyon-difüzyon denklem sistemindeki

as; bs; ds katsay¬lar¬n¬n seçimine göre üç problem üzerinde durulmuş ve problemin say¬sal

çözümleri, üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodu yard¬m¬yla bulunmuştur. Sistemin

başlang¬ç şart¬(1.75-1.76) çözümlerinde t = 0 al¬narak elde edilmi̧stir. S¬n¬r şartlar¬olarak

ise [0; �
2
] bölgesi üzerinde (1.77-1.78) ile verilen eşitlikler kullan¬lm¬̧st¬r. Çözümlerde or-

taya ç¬kan L1 hata de¼gerleri çizelge halinde verilerek, say¬sal metotta kullan¬lan p sabiti

de¼gi̧stikçe sonuçlar¬n bu durumdan nas¬l etkilendi¼gi incelenecektir.
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·Ilk olarak

as = 0; 1; bs = 0; 01 ve ds = 1 (3.11)

seçilerek difüzyon teriminin reaksiyon terimine göre daha bask¬n oldu¼gu bir sistem ele

al¬nm¬̧st¬r. Bölünme nokta say¬s¬olan N ve ad¬m uzunlu¼gu olan �t de¼gi̧stikçe elde edilen

sonuçlar u(x; t) için Çizelge 3.1�de, v(x; t) için Çizelge 3.2�de gösterilmi̧stir. Çizelge in-

celendi¼ginde u(x; t) fonksiyonu için bulunan say¬sal çözümlerin v(x; t) fonksiyonuna göre

bulunan say¬sal çözümlere göre daha do¼gru sonuçlar verdi¼gi, p�nin 1�den farkl¬ de¼gerler

ald¬¼g¬durumlarda sonuçlar¬n daha do¼gru oldu¼gu görülmektedir. p = 1 durumunda çözüm-

ler Şahin�in (2009), kübik B-spline kolokeyş¬n metodu kullan¬larak elde etti¼gi sonuçlar ile

nerdeyse ayn¬iken, p nin de¼gi̧smesi durumunda sonuçlarda iyileşme söz konusu olmuştur.

p�nin en iyi durumu için N = 512 iken farkl¬�t zamanlar¬için elde edilen u(x; t) say¬sal

çözümleri, CN-MG metodu (Chou vd., 2007) ile k¬yasland¬¼g¬nda, önerilen metodun daha

etkili oldu¼gu söylenebilir.
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Çizelge 3.1. t = 1 an¬nda difüzyon bask¬n oldu¼gu durumda u(x; t) için elde edilen

hata normlar¬

N �t u(x; t) (Şahin, 2009) (Chou vd., 2007)

(De¼gi̧sken p) (p = 1) CN-MG metodu

L1 � 104 L1 � 104 L1 � 104

64 0; 04 0; 003267(p = 0; 0000064798) 1; 79133 1; 44132

0; 02 0; 000427(p = 0; 0000086377) 0; 97267 0; 62274

0; 01 0; 000651(p = 0; 0000092493) 0; 76805 0; 41813

0; 005 0; 000008(p = 0; 0000902390) 0; 71689 0; 36698

128 0; 04 0; 000012(p = 0; 0000873715) 1; 26630 1; 17879

0; 02 0; 000005(p = 0; 0000968465) 0; 44776 0; 36027

0; 01 0; 000001(p = 0; 0000945198) 0; 24316 0; 15568

0; 005 0; 000001(p = 0; 0000955016) 0; 19201 0; 10453

256 0; 04 0; 000003(p = 0; 0000997823) 1; 13504 1; 11316

0; 02 0; 000009(p = 0; 0000698934) 0; 31653 0; 29465

0; 01 0; 000018(p = 0; 0000942371) 0; 11194 0; 09006

0; 005 0; 000000(p = 0; 0000952584) 0; 06079 0; 03892

512 0; 04 0; 000002(p = 0; 0002951006) 1; 10222 1; 09675 1; 09

0; 02 0; 000001(p = 0; 0002947187) 0; 28372 0; 27825 0; 267

0; 01 0; 000001(p = 0; 0002817795) 0; 07913 0; 07366 0; 0627

0; 005 0; 000001(p = 0; 0003868050) 0; 02798 0; 02252 0; 0116
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Çizelge 3.2. t = 1 an¬nda difüzyon bask¬n oldu¼gu durumda v(x; t) için elde edilen

hata normlar¬

N �t v(x; t) v(x; t) (Şahin,2009)

(De¼gi̧sken p) (p = 1)

L1 � 106 L1 � 106 L1 � 106

64 0; 04 0; 6430(p = 0; 0000064798) 7; 79566 6; 14981

0; 02 0; 1549(p = 0; 0000086377) 4; 41695 2; 77144

0; 01 0; 0423(p = 0; 0000092493) 3; 57241 1; 92699

0; 005 0; 0098(p = 0; 0000902390) 3; 36129 1; 71588

128 0; 04 0; 6277(p = 0; 0000873715) 5; 32683 4; 91535

0; 02 0; 1569(p = 0; 0000968465) 1; 94862 1; 53722

0; 01 0; 0392(p = 0; 0000945198) 1; 10421 0; 69283

0; 005 0; 0098(p = 0; 0000955016) 0; 01466 0; 48174

256 0; 04 0; 6276(p = 0; 0000997823) 4; 70960 4; 60673

0; 02 0; 1568(p = 0; 0000698934) 1; 33152 1; 22867

0; 01 0; 0391(p = 0; 0000942371) 0; 48714 0; 38429

0; 005 0; 0098(p = 0; 0000952584) 0; 27605 0; 17321

512 0; 04 0; 6276(p = 0; 0002951006) 4; 55529 4; 52957

0; 02 0; 1569(p = 0; 0002947187) 1; 17724 1; 15153

0; 01 0; 0391(p = 0; 0002817795) 0; 33287 0; 30716

0; 005 0; 0098(p = 0; 0003868050) 0; 12178 0; 09607
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·Ikinci olarak

as = 2; bs = 1 ve ds = 0; 001 (3.12)

olarak seçilerek reaksiyon terimlerinin etkisi art¬r¬lm¬̧s ve t = 1 an¬nda elde edilen sonuçlar

u(x; t) ve v(x; t) için s¬ras¬ ile Çizelge 3.3 ve Çizelge 3.4�de gösterilmi̧stir. Çizelge in-

celendi¼ginde u(x; t) fonksiyonu için bulunan say¬sal çözümlerin v(x; t) fonksiyonuna göre

bulunan say¬sal çözümlere daha do¼gru sonuçlar verdi¼gi, p nin 1�den farkl¬de¼gerler ald¬¼g¬du-

rumlarda sonuçlar¬n daha do¼gru oldu¼gu görülmektedir. Ayr¬ca reaksiyon teriminin bask¬n

olmas¬durumunda, konum parçalanmas¬n¬n u(x; t) say¬sal çözümleri üzerinde etkisinin yok

denecek kadar az oldu¼gu da görülebilir. Fakat �t küçüldükçe, v(x; t) say¬sal çözümlerinde

iyileşme sözkonusudur. �t küçüldükçe Di¼ger yandan, reaksiyon terimlerinin denklem sis-

temi üzerinde bask¬n hale gelmesi v(x; t) fonksiyonunun modellenmesinde hatay¬artt¬ran

bir faktör olarak ortaya ç¬kmaktad¬r. ·Ikinci durumda da, birinci durumda oldu¼gu gibi

N = 512 iken farkl¬�t zaman ad¬m¬ndaki u(x; t) say¬sal çözümleri için elde edilen mak-

simum hata normlar¬, CN-MG metodu (Chou vd., 2007) ile elde edilen maksimum hata

normlar¬ndan oldukça küçük oldu¼gu söylenebilir.
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Çizelge 3.3. t = 1 an¬nda reaksiyon bask¬n oldu¼gu durumda u(x; t) için elde edilen

hata normlar¬

N �t u(x; t) u(x; t) (Şahin, 2009) (Chou vd., 2007)

(De¼gi̧sken p) (p = 1) CN-MG metodu

L1 � 104 L1 � 104 L1 � 104

64 0; 04 0; 27664(p = 0; 0000010625) 1; 93699 1; 93674

0; 02 0; 00000(p = 0; 0000021909) 0; 48449 0; 48424

0; 01 0; 00001(p = 0; 0000042520) 0; 12149 0; 12124

0; 005 0; 00000(p = 0; 0000067910) 0; 03075 0; 03050

128 0; 04 0; 27657(p = 0; 0000021250) 1; 93661 1; 93655

0; 02 0; 00002(p = 0; 0000033863) 0; 48412 0; 48405

0; 01 0; 00000(p = 0; 0000041191) 0; 12112 0; 12105

0; 005 0; 00000(p = 0; 0000045231) 0; 03037 0; 03031

256 0; 04 0; 27632(p = 0; 0000042499) 1; 93652 1; 93650

0; 02 0; 00002(p = 0; 0000087637) 0; 48402 0; 48401

0; 01 0; 00000(p = 0; 0000156076) 0; 12102 0; 12101

0; 005 0; 00000(p = 0; 0000221949) 0; 03028 0; 03026

512 0; 04 0; 27632(p = 0; 0000084998) 1; 93650 1; 93649 1; 94

0; 02 0; 00000(p = 0; 0000149085) 0; 48400 0; 48399 0; 484

0; 01 0; 00000(p = 0; 0000340166) 0; 12100 0; 12099 0; 121

0; 005 0; 00000(p = 0; 0000675303) 0; 03025 0; 03025 0; 0302
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Çizelge 3.4. t = 1 an¬nda reaksiyon bask¬n oldu¼gu durumda v(x; t) için elde edilen

hata normlar¬

N �t v(x; t) v(x; t) (Şahin, 2009)

(De¼gi̧sken p) (p = 1)

L1 � 105 L1 � 105 L1 � 105

64 0; 04 7; 21784(p = 0; 0000010625) 4; 91942 4; 91757

0; 02 2; 30940(p = 0; 0000021909) 1; 23246 1; 23062

0; 01 0; 57739(p = 0; 0000042520) 0; 31087 0; 30903

0; 005 0; 14431(p = 0; 0000067910) 0; 08048 0; 07864

128 0; 04 7; 21830(p = 0; 0000021250) 4; 91665 4; 91619

0; 02 2; 30958(p = 0; 0000033863) 1; 22969 1; 22923

0; 01 0; 57727(p = 0; 0000041191) 0; 30811 0; 30764

0; 005 0; 14431(p = 0; 0000045231) 0; 07772 0; 07726

256 0; 04 7; 22015(p = 0; 0000042499) 4; 91596 4; 91584

0; 02 2; 30959(p = 0; 0000087637) 1; 22900 1; 22889

0; 01 0; 57732(p = 0; 0000156076) 0; 30741 0; 30730

0; 005 0; 14432(p = 0; 0000221949) 0; 07703 0; 07691

512 0; 04 7; 22018(p = 0; 0000084998) 4; 91578 4; 91575

0; 02 2; 30944(p = 0; 0000149085) 1; 22883 1; 22880

0; 01 0; 57734(p = 0; 0000340166) 0; 30724 0; 30721

0; 005 0; 14432(p = 0; 0000675303) 0; 07685 0; 07682
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Son olarak

as = 100; bs = 1 ve ds = 0; 001 (3.13)

seçilerek reaksiyon terimlerinin daha da bask¬n hale getirilmesi durumunda program t = 1

an¬na kadar çal¬̧st¬r¬lm¬̧s ve say¬sal metodun üretti¼gi sonuçlar Çizelge 3.5 ve Çizelge 3.6�da

verilmi̧stir. Çizelge 3.5 incelendi¼ginde, reaksiyonun güçlenmesiyle birlikte, u(x; t) fonksi-

yonu için oraya ç¬kan hata normlar¬nda belirgin bir azalma görülürken v(x; t) fonksiyonu

için hata normlar¬nda belirgin bir art¬̧s gözlenmektedir. p = 1 durumunda çözümler (Şahin,

2009) ile verilen referanstaki hata normlar¬yle benzerlik gösterirken, p nin de¼gi̧smesi du-

rumunda hata normlar¬nda özellikle �t küçüldükçe bir azalma söz konusudur. Burada

serbest parametre olan p de¼geri u(x; t) fonksiyonu için maksimum hata normunu minimize

edecek şekilde tarat¬lm¬̧st¬r. Bu şekilde belirlenen p de¼geri için, v(x; t) fonksiyonunun mak-

simum hatas¬n¬tespit edilmi̧stir. Dolay¬s¬yla u(x; t) fonksiyonu için iyileşme olurken v(x; t)

fonksiyonu için iyileşme olmam¬̧st¬r. Bu yüzden p = 1 için, p�nin tarat¬lmas¬yla elde edilen

maksimum hata normu daha iyi gelmi̧stir. p = 1 oldu¼gu durumde elde edilen maksimum

hata normlar¬ile, hem kübik B-spline kolokeyş¬n metodu (Şahin, 2009) ile hem de CN-MG

metodu (Chou vd., 2007) ile elde edilen maksimum hata normlar¬birbirine yak¬nd¬r.
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Çizelge 3.5. t = 1 an¬nda reaksiyon bask¬n oldu¼gu durumda u(x; t) için elde edilen

hata normlar¬

N �t u(x; t) u(x; t) (Şahin, 2009)

(De¼gi̧sken p) (p = 1)

L1 � 105 L1 � 105 L1 � 105

64 0; 04 0; 0010536559(p = 0; 0000018374) 4; 9194 4; 3920

0; 02 0; 0002580715(p = 0; 0000024011) 1; 2325 1; 0991

0; 01 0; 0000165424(p = 0; 0000066278) 0; 3109 0; 2760

0; 005 0; 0000021525(p = 0; 0000073910) 0; 0805 0; 0702

128 0; 04 0; 0000474913(p = 0; 0000036749) 4; 9166 4; 3738

0; 02 0; 0000345646(p = 0; 0000059217) 1; 2297 1; 0936

0; 01 0; 0000063593(p = 0; 0000149232) 0; 3081 0; 2737

0; 005 0; 0000006355(p = 0; 0000275057) 0; 0777 0; 0687

256 0; 04 0; 0000692381(p = 0; 0000046301) 4; 9160 4; 3651

0; 02 0; 0000406607(p = 0; 0000123480) 1; 2290 1; 0912

0; 01 0; 0000137360(p = 0; 0000076885) 0; 3074 0; 2729

0; 005 0; 00000093412(p = 0; 0000145609) 0; 0770 0; 0683

512 0; 04 0; 0001067108(p = 0; 0000092602) 4; 9158 4; 3607

0; 02 0; 00000065678(p = 0; 0000206924) 1; 2288 1; 0901

0; 01 0; 00000004428(p = 0; 0000815088) 0; 3072 0; 2725

0; 005 0; 00000004428(p = 0; 0000815088) 0; 0769 0; 0681
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Çizelge 3.6. t = 1 an¬nda reaksiyon bask¬n oldu¼gu durumda v(x; t) için elde edilen

hata normlar¬

N �t v(x; t) v(x; t) (Şahin, 2009) (Chou vd., 2007)

(De¼gi̧sken p) (p = 1) CN-MG metodu

L1 � 103 L1 � 103 L1 � 103

64 0; 04 0; 0010432362(p = 0; 0000018374) 4; 87022 4; 86839

0; 02 0; 0002554908(p = 0; 0000024011) 1; 22014 1; 21831

0; 01 0; 0000163770(p = 0; 0000066278) 0; 30776 0; 30594

0; 005 0; 0000021310(p = 0; 0000073910) 0; 07968 0; 07785

128 0; 04 0; 0000468995(p = 0; 0000036749) 4; 86748 4; 86702

0; 02 0; 0000342190(p = 0; 0000059217) 1; 21740 1; 21694

0; 01 0; 0000062957(p = 0; 0000149232) 0; 30502 0; 30457

0; 005 0; 0000006292(p = 0; 0000275057) 0; 07694 0; 07648

256 0; 04 0; 0000686626(p = 0; 0000046301) 4; 86680 4; 86668

0; 02 0; 0000402541(p = 0; 0000123480) 1; 21671 1; 21660

0; 01 0; 0000135986(p = 0; 0000076885) 0; 30434 0; 30423

0; 005 0; 0009247806(p = 0; 0000145609) 0; 07626 0; 07614

512 0; 04 0; 0001057606(p = 0; 0000092602) 4; 86663 4; 86660 4; 87

0; 02 0; 0006502113(p = 0; 0000206924) 1; 21654 1; 21651 1; 22

0; 01 0; 0000438419(p = 0; 0000815088) 0; 30417 0; 30414 0; 304

0; 005 0; 0000438419(p = 0; 0000815088) 0; 70760 0; 07606 0; 0760

Lineer problemin çizelgeleri incelendi¼ginde, genel olarak p�nin s¬f¬ra yak¬n de¼ger-

leri için elde edilen hata normlar¬n¬n, p = 1 durumundakine göre daha iyi sonuç verdi¼gi

görülmüştür. Dolay¬s¬yla önerilen metodun etkili bir metot oldu¼gu gözlemlenmi̧stir.
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3.3.2. ·Izotermal kimyasal sistem

Bu k¬s¬mda (1.81-1.82) ile verilen izotermal kimyasal sisteminin say¬sal çözümleri

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Hesaplamalarda ilerleyen dalga çözümlerinin asimtotik h¬zlar¬için üç farkl¬

durum dikkate al¬nd¬. (Twizell, vd., 1994; Lopez ve Ramos, 1996; Şahin, 2009) refe-

ranslar¬na benzer olarak (1.81-1.82) �t = 0; 1 zaman ad¬m¬ve N = 400 bölünme noktas¬

kullan¬larak x 2 [0; 200] çözüm bölgesi üzerinde t = 300 an¬na kadar hesaplama yap¬ld¬.

(1.81-1.82) sistemi k < 1 için ilerleyen dalga çözümüne sahiptir. (Merkin vd., 1989).

Şekil 3.1�de p = 1 ve k = 0; 1 için yani asimptotik yay¬lma h¬z¬n¬n 2 (1� k)
1
2 = 1; 897

de¼geri için t = 0; 50; 100; 300 zamanlar¬nda oluşan ilerleyen dalga çözümleri gösterilmi̧stir.

Şekil 3.1�den görüldü¼gü gibi k = 0; 1 için dalgalar çözüm bölgesi üzerinde asimptotik

yay¬lma h¬zana ulaşmakta ve sa¼g s¬n¬rda s¬klaşma göstermektedir (Twizel vd., 1994, Şahin,

2009).

Şekil 3.1. N = 400; k = 0; 1; p = 1 için ilerleyen dalga çözümleri

Çizelge 3.7�de k = 0; 1 durumunda oluşan ba¼g¬l hata de¼gerleri farkl¬ad¬m uzunluk-

lar¬ve p = 1 için verilmi̧stir. Çizelgeye göre hata normlar¬n¬n (Şahin, 2009) ile verilen

referanstaki kübik B-spline kolokeyş¬n metodu ile nerdeyse ayn¬oldu¼gu söylenebilir.
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Çizelge 3.7. p = 1; k = 0; 1; t = 300 için hesaplanan ba¼g¬l hata de¼gerleri

Hata�103

t u(x; t) u(x; t)(Şahin, 2009) v(x; t) v(x; t)(Şahin, 2009)

50 4; 85843 4; 91747 15; 6470 15; 6374

100 12; 6826 13; 9958 15; 6310 15; 6281

150 0; 10928 0; 09931 0; 52435 0; 45479

200 0; 02285 0; 02235 0; 00788 0; 00754

250 0; 01327 0; 01311 0; 00228 0; 00223

300 0; 00965 0; 00957 0; 00109 0; 00107

k = 0; 5 için dalga hareketinin asimtotik h¬z¬ 1; 414 tür. k�n¬n bu seçimiyle bir-

likte dalgalardaki s¬klaşma hareketinin bir önceki duruma göre daha geç ortaya ç¬kt¬¼g¬

Şekil 3.2�den görülmektedir. u(x; t) ve v(x; t) fonksiyonlar¬n¬n, konum ve zaman ikilisine

göre yo¼gunluk de¼gi̧simlerinin gra�kleri Şekil 3.3 ile verilmi̧stir. Şekil 3.3 incelendi¼ginde,

v(x; t)�nin yo¼gunlu¼gunun başlang¬ç aşamas¬nda ani bir azalmaya u¼grad¬¼g¬ancak daha sonra

uzun süre genli¼gini de¼gi̧stirmeden ilerleyen dalga hareketi sergiledi¼gi görülmektedir. Bu

hareket esnas¬nda genlik de¼geri yaklaş¬k 0; 135 olarak gözlemlenmi̧stir.

Şekil 3.2. N = 400; k = 0; 5; p = 1 için ilerleyen dalga çözümleri
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Şekil 3.3. N = 400; k = 0; 5; p = 1 için konum ve zamana göre yo¼gunluk de¼gi̧simi

hareketleri

Çizelge 3.8 de k = 0; 5 durumunda oluşan ba¼g¬l hata de¼gerleri p = 1 için verilmi̧stir.

k = 0; 5 durumunda üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodu ile kübik B-spline kolokeyş¬n

metodu hemen hemen ayn¬sonuçlar¬vermektedir.

Çizelge 3.8. p = 1; k = 0; 5; t = 300 için hesaplanan ba¼g¬l hata de¼gerleri

Hata�103

t u(x; t) u(x; t)(Şahin, 2009) v(x; t) v(x; t)(Şahin, 2009)

50 1; 98336 2; 01453 16; 3273 16; 5127

100 2; 75354 2; 82266 16; 3685 16; 5506

150 1; 70884 0; 68232 14; 6678 16; 2852

200 0; 16469 0; 16243 2; 81401 2; 49443

250 0; 05321 0; 05149 0; 01444 0; 04910

300 0; 03499 0; 03421 0; 01445 0; 01383

Şekil 3.4�de p = 1 ve k = 0; 9 için oluşan ilerleyen dalga çözümleri gra�klerle gös-

terilmi̧stir. Şekil 3.4�den görüldü¼gü gibi dalgalar çözüm bölgesi üzerinde asimptotik h¬za

ulaşamamakta ve sabit h¬za yak¬n bir h¬zla ilerlemektedir.
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Şekil 3.4. N = 400; k = 0; 9; p = 1 için ilerleyen dalga çözümleri

u(x; t) ve v(x; t) fonksiyonlar¬n¬n, konum ve zaman ikilisine göre yo¼gunluk de¼gi̧sim-

lerinin gra�kleri Şekil 3.5�de 3 boyutlu olarak verilmi̧stir.

Şekil 3.5. N = 400; k = 0; 9; p = 1 için konum ve zamana göre yo¼gunluk de¼gi̧simi

hareketleri

Çizelge 3.9�da k = 0; 9 durumunda oluşan ba¼g¬l hata de¼gerleri serbest parametrenin

p = 1 oldu¼gu durumdaki sonucu verilmi̧stir. Çizelgeden görüldü¼gü gibi ba¼g¬l hata de¼gerleri
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(Şahin, 2009) ile verilen kübik B-spline kolokeyş¬n metodu ile elde edilen ba¼g¬l hatalar ile

neredeyse ayn¬d¬r.

Çizelge 3.9. p = 1; k = 0; 9; t = 300 için hesaplanan ba¼g¬l hata de¼gerleri

Hata�103

t u(x; t) u(x; t)(Şahin, 2009) v(x; t) v(x; t)(Şahin, 2009)

50 0; 08986 0; 09290 4; 11288 4; 18179

100 0; 12108 0; 12406 3; 74987 3; 87044

150 0; 01270 0; 13006 3; 89565 3; 99310

200 0; 13245 0; 13562 3; 91036 4; 00789

250 0; 13763 0; 14105 3; 91734 4; 01634

300 0; 14263 0; 14654 3; 91607 4; 00442

3.3.3. Brusselator modeli

(1.89-1.90) ile verilen Brusselator modeli için bu k¬s¬mda (Zegeling ve Kok, 2004;

Şahin, 2009) referans¬nda yer alan test örne¼gi dikkate al¬nm¬̧st¬r. Say¬sal hesaplamalarda

(1.91-1.92) başlang¬ç şart¬seçilerek (1.93-1.96) s¬n¬r şartlar¬alt¬nda sistemin say¬sal çözüm-

leri araşt¬r¬lm¬̧st¬r. (1.89-1.90) sisteminde yer alan denklem katsay¬lar¬

"1 = "2 = 10
�4; A = 1; B = 3; 4

olarak al¬narak ve x 2 [0; 1] bölgesi üzerinde t 2 [0; 15] zaman aral¬¼g¬ndaki say¬sal çözümler

elde edilmi̧stir. Konum ayr¬̧st¬rmas¬ için N = 200 bölünme noktas¬ ve zaman ayr¬̧st¬r-

mas¬ için de �t = 0; 01 zaman ad¬m¬ kullan¬lm¬̧st¬r. Bu seçimler alt¬nda elde edilen

çözümler Şekil 3.6 ile verilmi̧stir. Buradaki dalga hareketi incelendi¼ginde hem u(x; t) hem

de v(x; t)�nin bu şartlar alt¬nda periyodik dalga hareketi ortaya koyduklar¬ görülmekte-

dir. Periyodik hareket için yo¼gunluk de¼gerleri Çizelge 3.10 ile verilmi̧stir. Şekil 3.6 ince-

lendi¼ginde, bu hareketin yaklaş¬k periyodu 7; 7 olarak gözlemlenmektedir.
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Şekil 3.6. N = 200; �t = 0; 01; p = 1 de¼gerleri için u(x; t) ve v(x; t) fonksiyonlar¬n¬n

periyodik dalga hareketleri

Çizelge 3.10. Periyodik hareket için yo¼gunluk de¼gerleri

Yo¼gunluk t x = 0; 0 x = 0; 2 x = 0; 4 x = 0; 6 x = 0; 8 x = 1; 0

u(x; t) 3 0; 258836 0; 317752 0; 377326 0; 604999 1; 600109 0; 681692

10; 7 0; 294583 0; 319376 0; 371401 0; 575716 1; 840028 0; 779480

6 0; 271619 0; 689332 2; 849975 0; 541667 0; 324210 0; 349588

13; 7 0; 329597 0; 637313 3; 100321 0; 571856 0; 320928 0; 344920

Yo¼gunluk t x = 0; 0 x = 0; 2 x = 0; 4 x = 0; 6 x = 0; 8 x = 1; 0

v(x; t) 3 2; 146937 4; 251208 5; 067053 5; 547135 1; 669874 2; 525291

10; 7 3; 510009 4; 188208 5; 017658 5; 649088 1; 521649 2; 398071

6 2; 695112 5; 630512 1; 087516 2; 758365 4; 314077 4; 766596

13; 7 4; 321706 5; 650026 1; 012844 2; 706329 4; 230775 4; 700269

Sergilenen bu periyodik hareket, fonksiyonlar¬n yo¼gunluk de¼gi̧simlerini gösteren Şekil

3.7 ve Şekil 3.8�de görülmektedir. Her iki şekilde de, yo¼gunluk de¼gi̧simleri için N = 200

bölünme noktas¬kullan¬lm¬̧s ve desenlerin görülmesi için x � t düzlemi üzerinde izdüşüm

al¬nm¬̧st¬r.
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Şekil 3.7. Brusselator modelinde konum ve zamana göre u(x; t)�nin yo¼gunluk de¼gi̧simi

hareketleri

Şekil 3.8. Brusselator modelinde konum ve zamana göre v(x; t)�nin yo¼gunluk de¼gi̧simi

hareketleri

3.3.4. Schnakenberg modeli

(1.97-1.98) ile verilen Schnakenberg modeli için sistemin parametreleri

as = 0; 126779; bs = 0; 792366; ds = 10 ve  = 104
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olarak seçilmi̧stir. Schnakenberg modelinin çözümleri için, Şahin, (2009) referans¬nda yer

alan test örne¼gi çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Say¬sal hesaplamalarda (1.99-1.100) başlang¬ç şart¬seçilerek

homojen Neumann s¬n¬r şartlar¬alt¬nda sistemin çözümleri araşt¬r¬ld¬. Say¬sal çözümlerden

elde edilen ba¼g¬l hatalar N = 200 ve t = 2; 5 için Çizelge 3.11 ile verilmi̧stir. Çizelge

3.11�den de anlaş¬ld¬¼g¬üzere, üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodu ile elde edilen ba¼g¬l

hatalar, (Şahin, 2009) ile verilen referanstaki kübik B-spline kolokeyş¬n metoduna göre

çok daha iyidir. Özellikle �t = 1; 20 � 10�4 ve �t = 1; 25 � 10�4 olarak seçildi¼ginde,

önerilen metodun, kübik B-spline kolokeyş¬n metodunun tersine hala iyi sonuç verdi¼gi göz-

lemlenmi̧stir. Ayr¬ca�t�deki küçük de¼gi̧sikliklerin, ba¼g¬l hatalarda çok fazla de¼gi̧sime sebep

olmad¬¼g¬görülmüştür.

Çizelge 3.11. N = 200 ve t = 2; 5 için farkl¬�t zaman ad¬mlar¬ndaki periyodik

hareket için yo¼gunluk de¼gerleri

�t u(x; t) u(x; t)(Şahin, 2009) v(x; t) v(x; t)(Şahin, 2009)

5� 10�6 2; 284� 10�14 0 2; 881� 10�14 2; 347� 10�17

5� 10�5 1; 337� 10�13 9; 487� 10�17 3; 267� 10�13 1; 967� 10�16

1� 10�4 4; 265� 10�13 2; 383� 10�16 5; 455� 10�13 6; 016� 10�16

1; 10� 10�4 2; 465� 10�13 2; 639� 10�16 6; 453� 10�13 6; 599� 10�16

1; 20� 10�4 4; 843� 10�13 0; 019850 9; 885� 10�13 0; 019666

1; 25� 10�4 4; 806� 10�13 0; 220017 6; 865� 10�13 0; 220339

Çözümlerin üretti¼gi sal¬n¬m hareketleri Şekil 3.9�da gözlemlenebilir. �t = 5� 10�5

için s¬ras¬ile N = 100 ve N = 200 al¬narak elde edilen çözümler birlikte sunuldu. Şekil

3.9 incelendi¼ginde (Şahin, 2009) referans¬ile verilen kübik B-spline kolokeyş¬n metoduna

benzer olarak burada da N = 100 için çözümlerin [0; 1] aral¬¼g¬nda 8 sal¬n¬m yapt¬klar¬

görülmektedir. Oysa N = 200 için sal¬n¬m say¬s¬9 olmaktad¬r. Şekil 3.10�da ise �t =

5�10�4; N = 200 oldu¼gunda t = 2; 5 an¬ndaki konum ve zamana göre u(x; t) ve v(x; t)�nin

yo¼gunluk de¼gi̧simi hareketleri resmedilmi̧stir.
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Şekil 3.9. S¬ras¬yla N = 100 ve N = 200 için t = 2; 5 an¬ndaki sal¬n¬m hareketleri

Şekil 3.10. Schnakenberg modelinde konum ve zamana göre s¬ras¬yla u(x; t) ve

v(x; t)�nin yo¼gunluk de¼gi̧simi hareketleri

3.3.5. Gray-Scoot modeli

Bu k¬s¬mda (1.101-1.102) sisteminin say¬sal çözümleri için parametreler

"1 = 10
�4; "2 = 10

�6; f = 0; 024; k = 0; 06

şeklinde seçilerek, Gray-Scott modeli üzerinde kendini tekrarlayan benek desenleri ile test

edilmi̧stir. [0; 1] bölgesi üzerinde çözümler araşt¬r¬l¬rken (Şahin, 2009) çal¬̧smas¬na benzer
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olarak konum ayr¬̧st¬rmas¬yap¬l¬rken N = 300 bölünme nokta say¬s¬, zaman ayr¬̧st¬rmas¬

yap¬l¬rken de �t = 0; 1 zaman ad¬m¬kullan¬lm¬̧st¬r. Say¬sal hesaplamalar için program

(1.105-1.108) Dirichlet s¬n¬r şartlar¬alt¬nda t = 2000 an¬na kadar çal¬̧st¬r¬lm¬̧s ve böylece

kendini tekrarlayan benek desenleri elde edilmi̧stir. t = 0 ve t = 2000 an¬ndaki çözüm

pro�lleri Şekil 3.11 ile verilmi̧stir. Seçilen bu şartlar alt¬nda, u(x; t) ve v(x; t) fonksiyon-

lar¬n¬n başlang¬ç pro�llerinin önce ikiye bölündü¼gü daha sonra da her bir dalgan¬n yine ikiye

bölünerek dört dalga oluşturduklar¬görülmektedir. u(x; t) ve v(x; t)�nin yo¼gunluk de¼gi̧si-

mini ve zaman içerisinde oluşturduklar¬konumsal desenlerini daha iyi görebilmek için de

Şekil 3.12 ve Şekil 3.13 çizilmi̧stir. ·Izdüşüm gra�klerine bak¬ld¬¼g¬nda iki fonksiyonun da

benzer desenleri oluşturduklar¬görülmektedir.

Şekil 3.11. Gray-Scott modeli için t = 0 ve t = 2000 an¬ndaki çözüm pro�lleri
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Şekil 3.12. Gray-Scott modelinde konum ve zamana göre u(x; t)�nin yo¼gunluk de¼gi̧simi

Şekil 3.13. Gray-Scott modelinde konum ve zamana göre v(x; t)�nin yo¼gunluk de¼gi̧simi
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4. ·IK·IL·I BURGERS DENKLEM·IN·IN ÜSTEL KÜB·IK B-SPLINE

KOLOKEYŞIN ÇÖZÜMLER·IN·IN ÜRET·ILMES·I

Bu bölümde ikili Burgers denkleminin say¬sal çözümleri üstel kübik B-spline kolokey

ş¬n metodu kullan¬larak araşt¬r¬lm¬̧s, bulunan çözümlerin do¼grulu¼gu, üç test problemi için

L1 hata normlar¬hesaplanarak kontrol edilmi̧s ve di¼ger çal¬̧smalarla k¬yaslanm¬̧st¬r. Ayr¬ca

metodun, konuma göre noktasal yak¬nsakl¬k oran¬incelenmi̧stir.

4.1. ·Ikili Burgers Denklem Sisteminin Say¬sal Çözümü ·Için Üstel Kübik

B-spline Kolokeyş¬n Metodu

Bu k¬s¬mda, birinci bölümde verilen üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodu, ikili

Burgers denkleminin say¬sal çözümünü araşt¬rmak için uygulanacakt¬r. Denklem siste-

mindeki um; vm; u0m; v
0
m; u

00
m; v

00
m; yerine (3.1-3.6) ile verilen üstel kübik B-spline yaklaş¬mlar¬

s¬ras¬ile zamana ba¼gl¬�m ve �m parametreleri cinsinden yaz¬l¬r ve �t zaman ad¬m uzun-

lu¼gu olmak üzere (1.13), (1.16), (1.18) ve (1.19), ile verilen Crank-Nicolson yaklaş¬mlar¬,

(1.109-1.110) ile verilen ikili Burgers denklemine uygulan¬rsa

un+1 � un
�t

� u
n+1
xx + unxx
2

+ k1
(uux)

n+1 + (uux)
n

2
+ k2

(uv)n+1x + (uv)nx
2

= 0;

vn+1 � vn
�t

� v
n+1
xx + vnxx
2

+ k1
(vvx)

n+1 + (vvx)
n

2
+ k3

(uv)n+1x + (uv)nx
2

= 0

(4.1)

sistemi elde edilir. Burada lineer olmayan (uux)n+1; (uv)n+1x ve (vvx)n+1 terimlerine Taylor

metodu yard¬m¬yla lineerleştirme uygulan¬rsa

(uux)
n+1 ' un+1unx + u

nun+1x � ununx;

(uv)n+1x = (uxv)
n+1 + (uvx)

n+1

' un+1x vn + unxv
n+1 � unxvn + un+1vnx + unvn+1x � unvnx ;

(vvx)
n+1 ' vn+1vnx + v

nvn+1x � vnvnx

ve (3.1-3.6) eşitlikleri (4.1) denklem sistemine yaz¬l¬rsa

K1 = �1�
n
m�1 + �

n
m + �1�

n
m+1 L1 = �1�

n
m�1 + �

n
m + �1�

n
m+1

K2 = �1�
n
m�1 � �1�nm+1 L2 = �1�

n
m�1 � �1�nm+1

ve

�1 =
s� ph

2(phc� s) ; �1 =
p(1� c)
2(phc� s) ;

1 =
p2s

2(phc� s) ; 2 = �
p2s

phc� s
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iken

�m1 =

�
2

�t
+ k1K2 + k2L2

�
�1 + (k1K1 + k2L1) �1 � 1;

�m2 = (k1K2)�1 + (k2K1) �1;

�m3 =

�
2

�t
+ k1K2 + k2L2

�
� 2;

�m4 = (k1K2) ;

�m5 =

�
2

�t
+ k1K2 + k2L2

�
�1 � (k1K1 + k2L1) �1 � 1;

�m6 = (k1K2)�1 � (k2K1) �1;

�m7 =
2

�t
�1 + 1;

�m8 =
2

�t
+ 2;

�m9 = (k3L2)�1 + (k3L1) �1;

�m10 =

�
2

�t
+ k1L2 + k3K2

�
�1 + (k1L1 + k3K1) �1 � 1;

�m11 = (k3L2) ;

�m12 =

�
2

�t
+ k1L2 + k3K2

�
� 2;

�m13 = (k3L2)�1 � (k3L1) �1;

�m14 =

�
2

�t
+ k1L2 + k3K2

�
�1 � (k1L1 + k3K1) �1 � 1;

olmak üzere

�m1�
n+1
m�1+�m2�

n+1
m�1+�m3�

n+1
m +�m4�

n+1
m +�m5�

n+1
m+1+�m6�

n+1
m+1 = �m7�

n
m�1+�m8�

n
m+�m7�

n
m+1

(4.2)

ve

�m9�
n+1
m�1+�m10�

n+1
m�1+�m11�

n+1
m +�m12�

n+1
m +�m13�

n+1
m+1+�m14�

n+1
m+1 = �m7�

n
m�1+�m8�

n
m+�m7�

n
m+1

(4.3)

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemine kaŗs¬l¬k gelen matris gösterimi
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A3=

26666666666666664

�m1 �m2 �m3 �m4 �m5 �m6

�m9 �m10 �m11 �m12 �m13 �m14

�m1 �m2 �m3 �m4 �m5 �m6

�m9 �m10 �m11 �m12 �m13 �m14
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

�m1 �m2 �m3 �m4 �m5 �m6

�m9 �m10 �m11 �m12 �m13 �m14

37777777777777775
ve

B3=

26666666666666664

�m7 0 �m8 0 �m7 0

0 �m7 0 �m8 0 �m7

�m7 0 �m8 0 �m7 0

0 �m7 0 �m8 0 �m7
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

�m7 0 �m8 0 �m7 0

0 �m7 0 �m8 0 �m7

37777777777777775
şeklinde (2N + 2)� (2N + 6) boyutlu bant matrisler, xn de

xn =
�
�n�1; �

n
�1; �

n
0 ; �

n
0 ; : : : ; �

n
N+1; �

nv
N+1

�T
olmak üzere

A3x
n+1 = B3x

n (4.4)

şeklindedir. (4.4) sistemine s¬n¬r şartlar¬n¬n uygulanmas¬ ile ��1; ��1; �N+1; �N+1 s¬n¬r

parametrelerinin sistemden yok edilmesine ve dolay¬s¬yla da (4.4) sisteminde bilinmeyen

say¬s¬ile denklem say¬s¬n¬n eşitlenerek denklem sisteminin çözülebilmesine olanak sa¼glar.

Yap¬lan say¬sal çözümlerde s¬n¬r şart¬olarak Dirichlet s¬n¬r şartlar¬kullan¬ld¬¼g¬ndan, (3.1)

ve (3.4) ba¼g¬nt¬lar¬ndan

u(a; t) = 0; v(a; t) = 0; u(b; t) = 0; v(b; t) = 0

m = 0) ��1 = �
2phc� s
s� ph �0 � �1; ��1 = �

2phc� s
s� ph �0 � �1;

m = N ) �N+1 = �
2phc� s
s� ph �N � �N�1; �N+1 = �

2phc� s
s� ph �N � �N�1

ifadeleri elde edilir. Bulunan ��1; �N+1; ��1 ve �N+1 de¼gerleri sistem (4.2-4.3)�de yerine

yaz¬l¬rsa (4.4) denklem sistemi çözülebilir (2N + 2) � (2N + 2) boyutlu denklem sistemi

elde edilir ve elde edilen sistem Thomas algoritmas¬yard¬m¬ile çözülebilir.
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4.2. Başlang¬ç Durumu

·Ikili Burgers denklem sisteminin üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodu ile say¬sal

çözümü araşt¬r¬l¬rken elde edilen (4.4) denklem sisteminin çözülebilmesi için,

�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
ve
�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
başlang¬ç vektörlerinin bulunmas¬gereklidir. Bilinmeyenler vektörlerinin bulunmas¬i̧slemi,

üçüncü bölümde üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodu ile reaksiyon-difüzyon denklem sis-

teminin say¬sal çözümü araşt¬r¬l¬rken verilmi̧sti. Üçüncü bölümde yap¬lan i̧slemlere göre tek

fark, reaksiyon-difüzyon denklem sisteminin başlang¬ç ve s¬n¬r şartlar¬yerine ikili Burgers

denkleminin başlang¬ç ve s¬n¬r şartlar¬n¬n kullan¬lmas¬d¬r.

4.3. Test Problemleri

4.3.1. Problem 1

Bu test problemi için tüm hesaplamalar �� � x � � aral¬¼g¬nda yap¬ld¬. Çizelge

4.1�de say¬sal çözümlerin �t = 0; 001 iken N = 200 ve N = 400 için farkl¬p paramet-

relerinde ald¬¼g¬de¼gerler verilmi̧stir. Görüldü¼gü gibi genel olarak ad¬m uzunlu¼gu azald¬kça

hata normlar¬n¬n de¼gerleri de azalmaktad¬r. Bunun yan¬ndaN = 200 iken p = 0; 0000356451

ve N = 400 iken p = 0; 0001268190 seçilmesi halinde, p = 1 durumuna göre hata norm-

lar¬n¬n de¼gerlerinde büyük miktarda azalma görülmektedir. Elde edilen sonuçlar geni̧sletilmi̧s

kübik B-spline Taylor kolokeyş¬n metodu ile benzerlik göstermektdir. Di¼ger yandan N =

200 ve �t = 0; 01 iken p = 0; 0000316666 seçildi¼ginde Kutluay ve Uçar�¬n (2013) Galerkin

metodu ile elde etti¼gi maksimum hata normundan daha küçük de¼gerler gözlemlenmi̧stir.

Ayn¬durum N = 100 ve �t = 0; 001 seçildi¼ginde de geçerlidir. Buna göre üstel kübik

B-spline kolokeyş¬n metodunda hata normlar¬n¬n hesab¬nda p�nin tarat¬lmas¬yla, Galerkin

metoduna göre daha do¼gru sonuçlar verdi¼gi söylenebilir. Burada u(x; t) = v(x; t) oldu¼gu

için ikisi de ayn¬çizelgede gösterilmi̧stir.
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Çizelge 4.1. t = 0; 1 zaman¬nda, farkl¬N ve �t için say¬sal çözümlerin kaŗs¬laşt¬r¬l-

mas¬.

N = 200

�t = 0; 001

N = 400

�t = 0; 001

N = 200

�t = 0; 01

N = 100

�t = 0; 001

p = 1 0; 01489� 10�5 0; 00372� 10�5 1; 56385� 10�5 5; 95454� 10�5

De¼gi̧sken p 5; 09608� 10�5 8; 40299� 10�5 3:16666� 10�5 1:03787� 10�5

8; 0875� 10�11 4; 7839� 10�11 2; 3670� 10�11 3; 3570� 10�11

� = 0 0; 74326� 10�5 0; 18534� 10�5

(Aksoy, 2012)

De¼gi̧sken � �1; 640� 10�4 �4; 087� 10�5

(Aksoy, 2012) 0; 00079� 10�5 0; 00006� 10�5

(Kutluay ve 0; 08634� 10�5 0; 39846� 10�5

Uçar, 2013)

Çizelge 4.2�de farkl¬zaman ad¬mlar¬için t = 1 zaman¬ndaki hata normlar¬n¬n de¼ger-

leri verilmi̧stir. Çizelge 4.2�den de görüldü¼gü gibi p = 0; 0001680387 ve p = 0; 00021092

olarak al¬nd¬¼g¬nda p = 1 durumuna göre hata normlar¬n¬n de¼gerlerinde büyük azalmalar

meydana gelmektedir. Çizelge 4.3�de farkl¬zamanlardaki say¬sal çözümleri�t = 0; 01; N =

50 parametre seçimleri alt¬nda di¼ger çal¬̧smalarla k¬yaslanm¬̧st¬r. Çizelgeye bak¬ld¬¼g¬nda p

parametresinin de¼gi̧stirildi¼gi durumda, di¼ger sonuçlardan daha etkili oldu¼gu söylenebilir.

Ayr¬ca �t = 0; 01 ve �t = 0; 0001 seçildi¼gi durumda, farkl¬ad¬m uzunluklar¬için maksi-

mum hatay¬minimum yapacak şekilde p de¼geri tarat¬lm¬̧s ve buna göre belirlenen p de¼geri

için yak¬nsakl¬k oranlar¬Çizelge 4.4 ile gösterilmi̧stir. Yak¬nsakl¬k oranlar¬n¬n daima 2

civar¬nda oldu¼gu görülmektedir.
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Çizelge 4.2. N = 400; t = 1 seçildi¼ginde farkl¬zaman ad¬m¬uzunluklar¬için say¬sal

çözümlerin kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬.

p = 1 De¼gi̧sken p

�t = 0; 01 1; 8194� 10�5 0; 00132� 10�5

(p = 1; 680387� 10�4)

�t = 0; 001 1; 5159� 10�5 0; 00017� 10�5

(p = 2; 1092)� 10�4

� = 0; (Aksoy, 2012) De¼gi̧sken �; (Aksoy, 2012)

�t = 0; 01 1; 08691� 10�5 0; 00131� 10�5

(� = �5; 896� 10�5)

�t = 0; 001 1; 10393� 10�5 0; 00036� 10�5

(� = �5; 992� 10�5)

Çizelge 4.3. �t = 0; 01; N = 50; u(x; t) = v(x; t) seçildi¼ginde farkl¬zamanlardaki

say¬sal çözümlerin kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬.

t = 0; 5 t = 1; 0 t = 2; 0 t = 3; 0

p = 1 7; 9881� 10�4 9; 6837� 10�4 7; 1154� 10�4 3; 9213� 10�4

p = 0; 00000314 6; 3483� 10�6 7; 7011� 10�6 5; 6661� 10�6 3; 1266� 10�6

(Mittal ve 1; 5168� 10�4 1; 8397� 10�4 1; 3525� 10�4 7; 4601� 10�4

Jiwari 2012)

(Kutluay ve 2; 2662� 10�5 1; 4617� 10�5 0; 73805� 10�5 0; 4027� 10�5

Uçar, 2013)

(Mittal ve 1; 1030� 10�4 1; 3368� 10�4 9; 8182� 10�5 1; 0298� 10�5

Tripathi 2014)



98

Çizelge 4.4. �t = 0; 01 ve �t = 0; 0001 seçildi¼gi durumda noktasal yak¬nsakl¬k

oranlar¬

�t = 0; 01 p = 1 mertebe �t = 0; 0001 p = 1 mertebe

N = 50 3; 9213� 10�4 N = 50 3; 9213� 10�4

N = 100 9; 9430� 10�5 1; 9773 N = 100 9; 9430� 10�5 1; 9909

N = 150 4; 4895� 10�5 1; 9649 N = 150 4; 4895� 10�5 2; 0032

N = 200 2; 5808� 10�5 1; 9192 N = 200 2; 5808� 10�5 1; 9931

N = 250 1; 6965� 10�5 1; 8734 N = 250 1; 6965� 10�5 1; 9929

Şekil 4.1 ve Şekil 4.2�de çeşitli farkl¬ t zamanlar¬ndaki say¬sal çözümler k1; k2; k3

parametrelerinin farkl¬ kombinasyonlar¬ için gösterilmi̧stir. Gra�kten de görüldü¼gü gibi

üstel kübik kolokeyş¬n metodu problemin �ziksel karakteristi¼gini korumaktad¬r. Gra�kler

(Mittal ve Arora, 2011) referansl¬ çal¬̧sma ile uyumludur. Problemin başlang¬ç ve s¬n¬r

şartlar¬ simetrik oldu¼gundan u(x; t) ve v(x; t) için elde edilen say¬sal çözümler ayn¬d¬r.

Şekil 4.1 de sabit k1 = �2; k2 = 1 parametreleri için k3 = �8 ve k3 = �4 seçildi¼gi, Şekil

4.2 de ise sabit k2 = 1; k3 = 1 parametreleri için k1 = �8 ve k2 = �4 seçildi¼gi durumdaki

gra�kler gösterilmi̧stir.

Şekil 4.1. Sabit k1 = �2; k2 = 1 parametreleri için s¬ras¬yla k3 = �8 ve k3 = �4

iken farkl¬zamanlardaki say¬sal çözümler
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Şekil 4.2. Sabit k2 = 1; k3 = 1 parametreleri için s¬ras¬yla k1 = �8 ve k1 = �4 iken

farkl¬zamanlardaki say¬sal çözümler

4.3.2. Problem 2

Çizelge 4.5�de u(x; t) için say¬sal çözümlerin ve Çizelge 4.6�da ise v(x; t) için say¬sal

çözümlerin N = 10 ve N = 100; p = 1 için ald¬¼g¬de¼gerler verilmi̧stir. Serbest paramet-

re olan p de¼geri de¼gi̧stikçe hata normlar¬nda belirgin bir azalma gözlemlenmemi̧stir. Bu

yüzden Çizelge 4.6�da p�nin sadece bire eşit oldu¼gu durumdaki hata normlar¬verilmi̧stir.

Ayr¬ca ad¬m uzunlu¼gu azald¬kça hata normlar¬n¬n de¼gerlerinde de¼gi̧siklik olmamaktad¬r.

Çizelge 4.5�t = 0; 001; k2 = 1 ve k3 = 0; 3; 0 � x � 1 olmak üzere, t = 1 zaman¬nda

farkl¬ad¬m uzunluklar¬ndaki u(x; t) fonksiyonu için maksimum hatalar

p = 1 (Aksoy, 2012) � = 0 (Aksoy, 2012) de¼gi̧sken �

N = 10 3; 7323� 10�6 3; 73505� 10�5 0; 00077� 10�5(� = 6� 10�5)

N = 100 3; 7350� 10�6 3; 73503� 10�5 0; 00078� 10�5(� = �4; 087� 10�5)

Çizelge 4.6�t = 0; 001; k2 = 1 ve k3 = 0; 3; 0 � x � 1 olmak üzere, t = 1 zaman¬nda

farkl¬ad¬m uzunluklar¬ndaki v(x; t) fonksiyonu için maksimum hatalar

p = 1 (Aksoy, 2012) � = 0 (Aksoy, 2012) de¼gi̧sken �

N = 10 1; 2569� 10�6 1; 29030� 10�5 0; 00079� 10�5(� = �6� 10�5)

N = 100 1; 2871� 10�6 1; 29038� 10�5 0; 00079� 10�5(� = �4; 087� 10�4)
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Çizelge 4.7�de u(x; t) için say¬sal çözümlerin ve Çizelge 4.8�de v(x; t) için say¬sal

çözümlerin N = 21 nokta say¬s¬ve p = 1 seçimleri için ald¬¼g¬de¼gerler verilmi̧stir. Mittal ve

Jiwari, (2012) ve Mittal ve Tripathi (2014) çal¬̧smalar¬ile k¬yasland¬¼g¬nda, hata normunun

daha küçük oldu¼gu gözlemlenmektedir.

Çizelge 4.7.N = 21; �t = 0; 01; 0 � x � 1 olmak üzere, farkl¬t zaman¬ndaki u(x; t)

fonksiyonu için maksimum hatalar

t k2 k3 p = 1 (Mittal ve Jiwari, 2012) (Mittal ve Tripathi, 2014)

0; 5 0; 1 0; 3 8; 8160� 10�6 4; 173� 10�5 4; 1892� 10�5

0; 3 0; 03 9; 2556� 10�6 4; 585� 10�5 4; 5848� 10�5

1; 0 0; 1 0; 3 8; 8878� 10�6 8; 275� 10�5 8; 2696� 10�5

0; 3 0; 03 9; 3324� 10�6 9; 167� 10�5 9; 1473� 10�5

3; 0 0; 1 0; 3 8; 9174� 10�6 2; 408� 10�4 2; 4012� 10�4

0; 3 0; 03 9; 3691� 10�6 2; 747� 10�4 2; 7042� 10�4

Çizelge 4.8. N = 21; �t = 0; 01; 0 � x � 1 olmak üzere, farkl¬t zaman¬ndaki v(x; t)

fonksiyonu için maksimum hatalar

t k2 k3 p = 1 (Mittal ve Jawari, 2012) (Mittal ve Tripathi, 2014)

0; 5 0; 1 0; 3 2; 8380� 10�6 5; 418� 10�5 9; 0947� 10�6

0; 3 0; 03 1; 1179� 10�5 2; 826� 10�5 2; 4821� 10�5

1; 0 0; 1 0; 3 2; 8686� 10�6 1; 074� 10�4 1; 6962� 10�5

0; 3 0; 03 1; 1269� 10�5 5; 673� 10�5 4; 9653� 10�5

3; 0 0; 1 0; 3 2; 9081� 10�6 3; 119� 10�4 4; 5054� 10�5

0; 3 0; 03 1; 1301� 10�5 1; 663� 10�4 1; 4983� 10�5

Şekil 4.3 N = 21; �t = 0; 001; t = 1; 0 � x � 1; k2 = 0; 1 ve k3 = 0; 3; a0 = 0; 05;

için t = 1 zaman¬ndaki çözümlerin gra�¼gini göstermektedir.
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Şekil 4.3. N = 21; �t = 0; 001, a0 = 0; 05; 0 � x � 1; k2 = 0; 1 ve k3 = 0; 3 için

t = 1 zaman¬ndaki say¬sal çözümler

Şekil 4.4 N = 21; �t = 0; 001, a0 = 0; 05; 0 � x � 1; k2 = 1 ve k3 = 0; 3;

p = 1 oldu¼gunda s¬ras¬ile u(x; t) ve v(x; t) için t = 1 zaman¬ndaki tam çözüm ile say¬sal

çözüm aras¬ndaki hata gra�¼gini göstermektedir. Görüldü¼gü gibi hata, konum aral¬¼g¬n¬n

ortalar¬nda maksimum de¼gerini almaktad¬r. Bundan dolay¬s¬n¬r şartlar¬n¬n seçiminin hata

üzerinde çok büyük bir etkisinin olmad¬¼g¬söylenebilir.

Şekil 4.4. N = 21; �t = 0; 001, a0 = 0; 05; 0 � x � 1; k2 = 1 ve k3 = 0; 3 iken t = 1

zaman¬ndaki u(x; t) ve v(x; t) fonksiyonu için maksimum hatalar
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4.3.3. Problem 3

Bu k¬s¬mda analitik çözümü bilinmeyen problem ele al¬nacakt¬r. Problemin tan¬m

aral¬¼g¬olan 0 � x � 1 aral¬¼g¬N = 50 parçaya bölünmüş ve program �t = 0; 001 zaman

ad¬m¬ve k1 = 2; k2 = k3 = 10 parametreleri için t = 0; 4 an¬na kadar çal¬̧st¬r¬lm¬̧st¬r. Çizelge

4.9 ve Çizelge 4.10�da s¬ras¬ile u(x; t) ve v(x; t) fonksiyonlar¬n¬n x pozisyonunda iken ald¬¼g¬

maksimum de¼gerler gösterilmi̧stir. Bulunan maksimum de¼gerler, kübik B-spline kolokeyş¬n

metodu (Mittal ve Arora, 2011) ve modi�ye edilmi̧s kübik B-spline kolokeyş¬n metodu

(Mittal ve Tripathi, 2014) ile verilen çal¬̧smalardaki sonuçlar ile birbirine çok yak¬nd¬r.

Çizelge 4.9. k2 = k3 = 10 için farkl¬zamanlardaki maksimum u(x; t) de¼gerleri

t p = 1 (Mittal ve Arora, 2011) (Mittal ve Tripathi, 2014) Nokta

0; 1 0; 14450 0; 14456 0; 14449 0; 58

0; 2 0; 05235 0; 05237 0; 05235 0; 54

0; 3 0; 01932 0; 01932 0; 01931 0; 52

0; 4 0; 00718 0; 00718 0; 00718 0; 50

Çizelge 4.10. k2 = k3 = 10 için farkl¬zamanlardaki maksimum v(x; t) de¼gerleri

t p = 1 (Mittal ve Arora, 2011) (Mittal ve Tripathi, 2014) Nokta

0; 1 0; 14315 0; 14306 0; 14314 0; 66

0; 2 0; 04700 0; 04697 0; 04700 0; 56

0; 3 0; 01726 0; 01725 0; 01726 0; 52

0; 4 0; 00641 0; 00641 0; 00641 0; 50

Şekil 4.5 ve Şekil 4.6�da s¬ras¬ile [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde t = 0; 05; 0; 1; 0; 15; 0; 2; 0; 25;

0; 3; 0; 35; 0; 4 an¬ndaki u(x; t) ve v(x; t) çözümleri (Mittal ve Arora, 2011) ve (Kutluay

ve Uçar, 2013) referanslar¬ ile uyumlu olmas¬aç¬s¬ndan �t = 0; 001; N = 50; de¼gi̧sken

k1, k2; k3 parametreleri için gösterilmi̧stir. Şekil 4.5�de k1 = 2; k2 = k3 = 10 para-

metreleri kullan¬l¬rken Şekil 4.6�da k1 = 2; k2 = k3 = 100 parametreleri kullan¬lm¬̧st¬r.

Şekillerin (Mittal ve Arora, 2011) ve (Kutluay ve Uçar, 2013) adl¬ çal¬̧smalarla uyumlu

oldu¼gu gözlemlenebilir.
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Şekil 4.5. k1 = 2; k2 = k3 = 10 parametreleri için s¬ras¬yla u(x; t) ve v(x; t) çözümleri

Şekil 4.6. k1 = 2; k2 = k3 = 100 parametreleri için s¬ras¬yla u(x; t) ve v(x; t)

çözümleri
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5. BOUSSINESQ DENKLEM S·ISTEMLER·IN·IN ÜSTEL KÜB·IK B-SPL·INE

KOLOKEYŞIN ÇÖZÜMLER·IN·IN ÜRET·ILMES·I

Bu bölümde Boussinesq denklem sistemlerinin say¬sal çözümleri üstel kübik B-spline

kolokeyş¬n metodu ile araşt¬r¬lm¬̧s, bulunan çözümlerin do¼grulu¼gu, L1 hata normlar¬he-

saplanarak kontrol edilmi̧stir. (1.138-1.139) ile verilen Boussinesq denklem sistemi üçüncü

mertebeden k¬smi türevler içermektedir. Ancak üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodunun

uygulanabilmesi için k¬smi diferensiyel denklem sistemi konuma göre en fazla ikinci mer-

tebeden olmal¬d¬r. (1.138-1.139) ile verilen Boussinesq denklem sisteminde s1 = s3 = 0

seçimi alt¬nda s2 ve s4 katsay¬lar¬na ba¼gl¬olarak sistem RB ya da KB sistemine dönecektir.

Bu sebeple bu sistemde s1 = s3 = 0 al¬narak denklem sisteminin konuma göre ikinci mer-

tebeden oldu¼gu özel durum için çözüm algoritmas¬uygulanacakt¬r. Bu durumda çözüm

algoritmas¬uyguland¬ktan sonra elde edilen denklem sistemi (2N + 2)� (2N + 6) boyutlu

bir denklem sistemidir. Bu sistem ise köşegen 7-bant matris sistemleri için verilen Thomas

algoritmas¬6-bant sisteme uyarlanarak çözülebilir.

5.1. RB ve KB Denklem Sisteminin Say¬sal Çözümü ·Için Üstel Kübik

B-spline Kolokeyş¬n Metodu

·Ilk olarak RB ve KB denklem sistemlerinin say¬sal çözümleri, birinci bölümde verilen

üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodu uygulanarak bulunacakt¬r. (1.138-1.139) ile verilen

Boussinesq denklem sisteminde s1 = s3 = 0 al¬nd¬¼g¬nda

vt + ux + (vu)x � s2vxxt = 0; (5.1)

ut + vx + uux � s4uxxt = 0

formunda k¬smi diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemde s2 ve s4 parametre

de¼gerlerine ba¼gl¬olarak RB ve KB denklem sistemleri elde edilir. (5.1) ile verilen Boussinesq

denklem sistemindeki um; vm; u0m; v
0
m; u

00
m; v

00
m; yerine (3.1-3.6) referans¬ ile verilen üstel

kübik B-spline yaklaş¬mlar¬s¬ras¬ile zamana ba¼gl¬�m ve �m parametreleri cinsinden yaz¬l¬r

ve �t zaman ad¬m uzunlu¼gu olmak üzere (1.13), (1.15), (1.18), (1.19) ve (1.20) ile verilen

Crank-Nicolson yaklaş¬mlar¬(5.1) ile verilen Boussinesq denklem sistemine uygulan¬rsa

un+1 � un
�t

+
vn+1x + vnx

2
+
(uux)

n+1 + (uux)
n

2
� s4

un+1xx � unxx
�t

= 0;

vn+1 � vn
�t

+
un+1x + unx

2
+
(vu)n+1x + (vu)nx

2
� s2

vn+1xx � vnxx
�t

= 0

(5.2)
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sistemi elde edilir. Burada lineer olmayan (vu)n+1x ve (uux)n+1 terimlerine Taylor metodu

yard¬m¬yla lineerleştirme uygulan¬rsa

(vu)n+1x = (vxu)
n+1 + (vux)

n+1

= vn+1x un + vnxu
n+1 � vnxun + vn+1unx + vnun+1x � vnunx;

(uux)
n+1 = un+1unx + u

nun+1x � ununx

ve (3.1-3.6) eşitlikleri (5.1) denklem sistemine uyarlan¬rsa

K1 = �1�
n
m�1 + �

n
m + �1�

n
m+1 L1 = �1�

n
m�1 + �

n
m + �1�

n
m+1;

K2 = �1�
n
m�1 � �1�nm+1 L2 = �1�

n
m�1 � �1�nm+1

ve

�1 =
s� ph

2(phc� s) ; �1 =
p(1� c)
2(phc� s) ;

1 =
p2s

2(phc� s) ; 2 = �
p2s

phc� s

al¬nd¬¼g¬nda

�m1 =

�
2

�t
+K2

�
�1 +K1�1 �

2s4
�t
1; �m7 =

2

�t
�1 �

2s4
�t
1;

�m2 = �1; �m8 = ��1;

�m3 =

�
2

�t
+K2

�
� 2s4
�t
2; �m9 =

2

�t
� 2s4
�t
2;

�m4 = 0; �m10 = 0;

�m5 =

�
2

�t
+K2

�
�1 �K1�1 �

2s4
�t
1; �m11 = �1;

�m6 = ��1;

�m12 = L2�1 + (1 + L1)�1; �m18 = ��1;

�m13 =

�
2

�t
+K2

�
�1 +K1�1 �

2s2
�t
1; �m19 =

2

�t
�1 �

2s2
�t
1;

�m14 = L2; �m20 = 0;

�15 =

�
2

�t
+K2

�
� 2s2
�t
2; �m21 =

2

�t
� 2s2
�t
2;

�m16 = L2�1 � (1 + L1)�1; �m22 = �1;

�m17 =

�
2

�t
+K2

�
�1 �K1�1 �

2s2
�t
1;

olmak üzere
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�m1�
n+1
m�1 + �m2�

n+1
m�1 + �m3�

n+1
m + �m4�

n+1
m + �m5�

n+1
m+1 + �m6�

n+1
m+1 (5.3)

= �m7�
n
m�1 + �m8�

n
m�1 + �m9�

n
m + �m10�

n
m + �m7�

n
m+1 + �m11�

n
m+1

ve

�m12�
n+1
m�1 + �m13�

n+1
m�1 + �m14�

n+1
m + �m15�

n+1
m + �m16�

n+1
m+1 + �m17�

n+1
m+1 (5.4)

= �m18�
n
m�1 + �m19�

n
m�1 + �m20�

n
m + �m21�

n
m + �m22�

n
m+1 + �m19�

n
m+1

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemine kaŗs¬l¬k gelen matris gösterimi ise

A4x
n+1 = B4x

n (5.5)

ile ifade edilir. Burada

A4=

26666666666666664

�m1 �m2 �m3 �m4 �m5 �m6

�m12 �m13 �m14 �m15 �m16 �m17

�m1 �m2 �m3 �m4 �m5 �m6

�m12 �m13 �m14 �m15 �m16 �m17
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

�m1 �m2 �m3 �m4 �m5 �m6

�m12 �m13 �m14 �m15 �m16 �m17

37777777777777775
ve

B4=

26666666666666664

�m7 �m8 �m9 �m10 �m7 �m11

�m18 �m19 �m20 �m21 �m22 �m19

�m7 �m8 �m9 �m10 �m7 �m11

�m18 �m19 �m20 �m21 �m22 �m19
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

�m7 �m8 �m9 �m10 �m7 �m11

�m18 �m19 �m20 �m21 �m22 �m19

37777777777777775
şeklinde (2N + 2)� (2N + 6) boyutlu bant matrisler, xn de

xn =
�
�n�1; �

n
�1; �

n
0 ; �

n
0 ; : : : ; �

n
N+1; �

nv
N+1

�T
şeklinde vektördür. (5.5) sisteminin çözülebilmesi için bilinmeyen say¬s¬ile denklem say¬s¬

birbirine eşit olmal¬d¬r. S¬n¬r şartlar¬n¬n uygulanmas¬, ��1; ��1; �N+1; �N+1 s¬n¬r paramet-

relerinin sistemden yok edilmesine ve dolay¬s¬yla da (5.5) sisteminde bilinmeyen say¬s¬ile
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denklem say¬s¬n¬n eşitlenmesine olanak sa¼glar. Yap¬lan say¬sal çözümlerde s¬n¬r şart¬olarak

Dirichlet s¬n¬r şartlar¬kullan¬ld¬¼g¬ndan, (3.1) ve (3.4) ba¼g¬nt¬lar¬ndan

u(a; t) = 0; v(a; t) = 0; u(b; t) = 0; v(b; t) = 0

için

m = 0) ��1 = �
2phc� s
s� ph �0 � �1; ��1 = �

2phc� s
s� ph �0 � �1

m = N ) �N+1 = �
2phc� s
s� ph �N � �N�1; �N+1 = �

2phc� s
s� ph �N � �N�1

ifadeleri elde edilir. ��1; �N+1; ��1 ve �N+1 bilinmeyenlerinin yok edilmesinden sonra

(5.5) denklem sistemi Thomas algoritmas¬yard¬m¬ile çözülebilir. (5.5) denklem sisteminin

çözülebilmesi için,

�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
ve
�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
başlang¬ç vektörlerinin bulunmas¬na ihtiyaç vard¬r.

5.2. Başlang¬ç Durumu

RB ve KB denklem sisteminin üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodu ile say¬sal

çözümü araşt¬r¬l¬rken elde edilen (5.5) denklem sisteminin çözülebilmesi için,

�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
ve
�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
başlang¬ç vektörlerinin bulunmas¬gereklidir. Bilinmeyenler vektörlerinin bulunmas¬i̧slemi,

üçüncü bölümde üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodu ile reaksiyon-difüzyon denklem

sisteminin say¬sal çözümü araşt¬r¬l¬rken verilmi̧sti. Üçüncü bölümde yap¬lan i̧slemlere göre

tek fark, reaksiyon-difüzyon denklem sisteminin başlang¬ç ve s¬n¬r şartlar¬yerine RB veya

KB denklem sisteminin başlang¬ç ve s¬n¬r şartlar¬n¬n kullan¬lmas¬d¬r.

5.3. RB Denklem Sistemi ·Için Test Problemleri

5.3.1. ·Ilerleyen dalga çözümü

Program, �20 � x � 30 konum aral¬¼g¬nda, N = 1000 ve çeşitli �t de¼gerleri için

t = 5 zaman¬na kadar çal¬̧st¬r¬lm¬̧s, v(x; t) ve u(x; t) de¼gerlerinin say¬sal sonuçlar¬bulunarak,

Çizelge 5.1 ve Çizelge 5.2�de hata normlar¬verilmi̧stir. Çizelge 5.1�den görüldü¼gü gibi p�nin

farkl¬de¼gerleri için hata normlar¬n¬n de¼gerleri farkl¬zaman ad¬mlar¬için hemen hemen ayn¬
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gelmektedir. K¬yaslama yapmak için geni̧sletilmi̧s kübik B-spline Taylor kolokeyş¬n metodu

ve üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodunun sonuçlar¬ayn¬çizelgede verilmi̧stir. u(x; t)

fonksiyonlar¬n¬n mininum hatas¬p�nin 0�a yak¬n oldu¼gu yerlerde gözlemlenmi̧stir. v(x; t)

fonksiyonu sabit oldu¼gundan, p = 1 için ve farkl¬p de¼gerleri için de hatan¬n neredeyse 0

gelmesi normal bir durumdur.

Çizelge 5.1. RB sisteminde v(x; t) için N = 1000 ve �20 � x � 30 olmak üzere

t = 5 zaman¬ndaki hata normlar¬n¬n k¬yaslanmas¬

L1 � 105

�t � = 0 p = 1 De¼gi̧sken �, (Aksoy, 2012) De¼gi̧sken p

0; 5 0; 000000 1; 9318� 10�9 0; 000000 3; 5749� 10�9

(� = �0; 0642) (p = 0; 0000018762)

0; 05 0; 000000 2; 9976� 10�8 0; 000000 4; 3454� 10�8

(� = �0; 003627) (p = 0; 0000060571)

0; 005 0; 000002 6; 2819� 10�7 0; 000003 2; 1267� 10�7

(� = �0; 00297) (p = 0; 0000058339)

Çizelge 5.2 incelendi¼ginde ise p�nin farkl¬de¼gerler almas¬durumunda hata norm-

lar¬n¬n de¼gerlerinde belirli azalmalar oldu¼gu görülmektedir. Bu durumda üstel kübik B-

spline kolokeyş¬n metodunun, geni̧sletilmi̧s kübik B-spline Taylor kolokeyş¬n metoduna göre

daha iyi sonuçlar verdi¼gi görülmektedir. Fakat zaman ad¬m¬küçüldükçe hata normlar¬n¬n

de¼gerlerinde çok ciddi bir de¼gi̧siklik gözükmemektedir.
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Çizelge 5.2. RB sisteminde u(x; t) için N = 1000 ve �20 � x � 30 olmak üzere

t = 5 zaman¬ndaki hata normlar¬n¬n k¬yaslanmas¬

L1 � 103

�t � = 0 p = 1 De¼gi̧sken �, (Aksoy, 2012) De¼gi̧sken p

0; 5 23; 364410 23; 890978 4; 839046 2; 994220

(� = �0; 0642) (p = 0; 0000018762)

0; 05 1; 435993 1; 554225 0; 439634 0; 186862

(� = �0; 003627) (p = 0; 0000060571)

0; 005 1; 231550 1; 351017 0; 369655 0; 189722

(� = �0; 00297) (p = 0; 0000058339)

Şekil 5.1�de s¬ras¬yla u(x; t) ve v(x; t) için hata gra�kleri gösterilmi̧stir.

Şekil 5.1. N = 1000, �t = 0; 005; p = 0; 0000058339 ve �20 � x � 30 aral¬¼g¬nda s¬ras¬yla

u(x; t) ve v(x; t) için t = 5 an¬ndaki maksimum hata

Program, N = 1000, �t = 0; 005 ve p = 0; 0000058339 seçimleriyle �20 � x �

30 konum aral¬¼g¬nda t = 15 an¬na kadar çal¬̧st¬r¬larak, t = 0; 5; 10; 15 zamanlar¬ndaki

dalgalar¬n durumu Şekil 5.2�de verilmi̧stir. Gra�kten görüldü¼gü gibi, t = 0 an¬nda tepe

noktas¬x = 0 konumunda olacak şekilde harekete başlayan bir dalga, t = 15 zaman¬nda
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tepe noktas¬x = 5 civar¬nda olacak şekilde bir bozulma olmadan x ekseninde soldan sa¼ga

do¼gru haraket etmektedir ve şeklinde bir bozulma olmamaktad¬r.

Şekil 5.2. N = 1000, �t = 0; 005 ve p = 0; 0000058339, �20 � x � 30 için t = 0; 5; 10; 15

anlar¬ndaki u(x; t) say¬sal çözümleri

RB denklem sisteminin ilk test problemi olan ilerleyen dalga çözümü için elde edilen

say¬sal çözümler, serbest parametre olan p�nin bire eşit oldu¼gu ve birden farkl¬ oldu¼gu

de¼gerler için ayr¬ ayr¬ hesaplanm¬̧s ve bulunan sonuçlar kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r. p�nin birden

farkl¬de¼gerleri için elde edilen hata normlar¬n¬n, p = 1 durumundakine göre daha küçük

de¼gerler oldu¼gu, dolay¬s¬yla serbest parametre olan p de¼gerinin de¼gi̧stirilmesi durumunda

üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodunun, p = 1 durumuna göre daha do¼gru sonuçlar

verdi¼gi görülmüştür. ·Ilerleyen dalgalar¬gösteren gra�klere bak¬ld¬¼g¬nda, dalgan¬n zaman

içerisinde şeklinde bir bozulma olmadan ilerledi¼gi, yani üstel kübik B-spline kolokeyş¬n

metodunun, dalgan¬n hareketini iyi modelledi¼gi anlaş¬lm¬̧st¬r.

5.3.2. ·Iki ilerleyen dalgan¬n çarp¬̧smas¬

RB sisteminin (1.155) ile verilen başlang¬ç şart¬Şekil 5.3�de çizilmi̧stir. Şekilden de

görüldü¼gü gibi, genlik de¼geri 3 olan büyük dalgan¬n tepe noktas¬x = 0 konumuna ve genlik

de¼geri 1 olan küçük dalgan¬n tepe noktas¬ise x = 10 konumuna kaŗs¬l¬k gelmektedir.
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Şekil 5.3. t = 0 an¬nda u(x; t) için dalgalar¬n durumu

Şekil 5.4, N = 1000, �t = 0; 005; p = 1 ve �20 � x � 30 de¼gerleri için, t = 10; 12;

13; 14; 17; 25 zamanlar¬nda dalgalar¬n durumlar¬n¬göstermektedir. Şekil 5.4 incelendi¼ginde

dalgalar¬n şekillerinde ve genliklerinde çarp¬̧sma öncesi ve çarp¬̧sma sonras¬nda bir bozulma

olmad¬¼g¬görülmektedir.
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Şekil 5.4 ·Ilerleyen iki dalgan¬n çarp¬̧smas¬
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RB denklem sistemi için ikinci test problemi olarak, iki ilerleyen dalgan¬n çarp¬̧smas¬

problemi al¬nm¬̧st¬r. Bu problem için çizilen gra�kler incelendi¼ginde, dalgalar¬n çarp¬̧sma

öncesindeki şekillerini çarp¬̧sma sonras¬nda da büyük oranda koruduklar¬ görülmüştür.

Buna göre metodun bu test problemini de iyi bir şekilde modelledi¼gi söylenebilir.

5.4. KB Denklem Sistemi ·Için Test Problemleri

5.4.1. ·Ilerleyen dalga çözümü

(1.159-1.160) ilerleyen dalga çözümü; genli¼gi 1, h¬z¬1=3 olan, tepe noktas¬x = 0

noktas¬na kaŗs¬l¬k gelen bir ilerleyen dalgan¬n soldan sa¼ga do¼gru hareketini modellemek-

tedir. Program, �20 � x � 30 konum aral¬¼g¬nda, N = 1000 ve çeşitli �t de¼gerleri için

t = 5 zaman¬na kadar çal¬̧st¬r¬lm¬̧s, v(x; t) ve u(x; t) de¼gerlerinin say¬sal sonuçlar¬bulu-

narak, Çizelge 5.3 ve Çizelge 5.4�de hata normlar¬n¬n de¼gerleri verilmi̧stir. p parametresi

0�a yak¬n de¼gerlerde ve u(x; t) fonksiyonu için tarat¬larak maksimum hata normu belirlen-

mi̧stir. Buna ba¼gl¬olarak bulunan en iyi p de¼geri için v(x; t) fonksiyonunun maksimum

hata normu hesaplanm¬̧st¬r. p = 1 için ve farkl¬p de¼gerleri için de hatan¬n neredeyse 0

gelmesi, v(x; t) fonksiyonunun sabit olmas¬ndan kaynaklanm¬̧st¬r.

Çizelge 5.3. KB sisteminde v(x; t) için N = 1000 ve �20 � x � 30 olmak üzere

t = 5 zaman¬ndaki hata normlar¬n¬n k¬yaslanmas¬

L1 � 105

�t � = 0 p = 1 De¼gi̧sken �, (Aksoy, 2012) De¼gi̧sken p

0; 5 0; 000000 2; 2204� 10�10 0; 000000 1; 7764� 10�9

(� = �0; 0332) (p = 0; 0000027881)

0; 05 0; 000000 4; 2188� 10�9 0; 000000 2; 2204� 10�10

(� = �0; 00197) (p = 0; 0000080030)

0; 005 0; 000006 1; 9762� 10�9 0; 000000 1; 5876� 10�9

(� = �0; 0017) (p = 0; 0000086530)

Çizelge 5.4 incelendi¼ginde ise �t�nin farkl¬de¼gerler almas¬durumunda hata norm-

lar¬n¬n de¼gerlerinde fazla de¼gi̧sme olmad¬¼g¬görülmektedir. Üstel kübik B-spline kolokeyş¬n

metodunun, geni̧sletilmi̧s Taylor kolokeyş¬n metodu ile yak¬n sonuçlar verdi¼gi söylenebilir.



114

Çizelge 5.4. KB sisteminde u(x; t) için N = 1000 ve �20 � x � 30 olmak üzere

t = 5 zaman¬ndaki hata normlar¬n¬n k¬yaslanmas¬

L1 � 103

�t � = 0 p = 1 De¼gi̧sken �, (Aksoy, 2012) De¼gi̧sken p

0; 5 9; 915176 8; 574594 2; 279022 0; 1994697757

(� = �0; 0339) (p = 0; 0000027881)

0; 05 0; 631048 0; 715209 0; 206695 0; 0978381524

(� = �0; 00197) (p = 0; 0000080030)

0; 005 0; 551502 0; 643377 0; 182177 0; 1004747365

(� = �0; 0017) (p = 0; 0000086530)

u(x; t) ve v(x; t) çözümleri için elde edilen hata gra�kleri, Şekil 5.5�de s¬ras¬yla

gösterilmi̧stir.

Şekil 5.5. N = 1000, �t = 0; 005; p = 0; 0000086530 ve �20 � x � 30 aral¬¼g¬nda s¬ras¬yla

u(x; t) ve v(x; t) için t = 5 an¬ndaki maksimum hata

Şekil 5.6�da, program, N = 1000, �t = 0; 005 ve p = 0; 0000086530 seçimleriyle,

�20 � x � 30 konum aral¬¼g¬nda, t = 15 an¬na kadar çal¬̧st¬r¬larak, t = 0; 5; 10; 15

zamanlar¬ndaki dalgalar¬n durumu verilmi̧stir. v(x; t) ,�1 sabitine eşit oldu¼gu için gra�¼gi

çizilmemi̧stir. Gra�kte görüldü¼gü gibi, t = 0 an¬nda tepe noktas¬x = 0 konumunda olacak
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şekilde harakete başlayan bir dalga, t = 15 zaman¬nda tepe noktas¬x = 5 civar¬nda olacak

şekilde bir bozulmaya u¼gramadan x ekseninde soldan sa¼ga do¼gru hareket etmektedir.

Şekil 5.6. N = 1000, �t = 0; 005 ve p = 0; 0000086530, �20 � x � 30 için t = 0; 5;

10; 15 anlar¬ndaki u(x; t) say¬sal çözümleri

5.4.2. ·Iki ilerleyen dalgan¬n çarp¬̧smas¬

(1.168) ile verilen başlang¬ç şart¬Şekil 5.7�de çizilmi̧stir. Şekilden de görüldü¼gü gibi,

genlik de¼geri 3 olan büyük dalgan¬n tepe noktas¬x = 0 konumuna ve genlik de¼geri 1 olan

küçük dalgan¬n tepe noktas¬ise x = 10 konumuna kaŗs¬l¬k gelmektedir.

Şekil 5.7. t = 0 an¬nda u(x; t) için dalgalar¬n durumu
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Şekil 5.8, N = 1000, �t = 0; 005 ve p = 1 ve �20 � x � 30 de¼gerleri için, t = 10;

t = 12; t = 13; t = 14; t = 17; t = 25 zamanlar¬nda dalgalar¬n durumlar¬n¬göstermektedir.

Şekil 5.8 incelendi¼ginde dalgalar¬n şekillerinde ve genliklerinde çarp¬̧sma öncesi ve çarp¬̧sma

sonras¬nda ciddi bir bozulma olmad¬¼g¬görülmektedir ve ayn¬yönde harekete başlayan iki

dalgadan, h¬zl¬olan¬n öndeki olan yavaş dalgaya yeti̧smesi ile çarp¬̧sma başlam¬̧s ve bir süre

sonra h¬zl¬dalgan¬n öne geçmesi ile de çarp¬̧sma sona ermi̧stir.
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Şekil 5.8. ·Ilerleyen iki dalgan¬n çarp¬̧smas¬
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6. SONUÇLAR VE ÖNER·ILER

Bu tezde, NLS denkleminin, reaksiyon-difüzyon denklem sisteminin, ikili Burgers

denkleminin ve RB-KB denklem sistemlerinin say¬sal çözümleri için üstel kübik B-spline

kolokeyş¬n metodu önerilmi̧s, önerilen yaklaş¬m¬n etkinli¼gini test etmek için çeşitli alan-

larda kaŗs¬laş¬lan model problemler ele al¬nm¬̧st¬r. Böylece üstel kübik B-spline kolokeyş¬n

metodunun farkl¬alandaki model problemlerin say¬sal çözümünde başar¬l¬olup olmad¬¼g¬be-

lirlenmi̧stir. Böylece önerilen metodun çeşitli problemlerin çözümünde kullan¬labilir oldu¼gu

ve etkinli¼gi say¬sal olarak gösterilmi̧stir.

Ayr¬ca sonlu elemanlar metodunun uyguland¬¼g¬literatürdeki çal¬̧smalar dikkate al¬n-

m¬̧s ve say¬sal çözümlerin elde edilmesinde kullan¬lan kolokeyş¬n metodunda taban fonk-

siyonlar¬olarak üstel kübik B-spline fonksiyonunun uyguland¬¼g¬çal¬̧smalar¬n say¬s¬n¬n ne

yaz¬k ki çok az oldu¼gu görülmüştür. Bu sebeple çal¬̧smada literatürdeki boşlu¼gu doldurmak

için üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodu ele al¬nm¬̧st¬r. Bu metot ile bulunan çözüm-

lerin do¼grulu¼gu hata normlar¬kullan¬larak gösterilmi̧s ve literatürde yer alan farkl¬metotlar

kullan¬larak elde edilen say¬sal çözümlere göre daha iyi sonuçlar verdi¼gi kan¬tlanm¬̧st¬r.

Literatürdeki B-spline fonksiyonlar¬kullan¬larak yap¬lan kolokeyş¬n metotlar¬ndan

farkl¬olarak önerilen üstel kübik B-spline yaklaş¬m¬nda p ile gösterilen serbest parametre

vard¬r. Bu serbest parametrenin de¼gi̧sik de¼gerler ald¬¼g¬durumlarda, say¬sal çözümlerde ve

buna ba¼gl¬olarak hata normlar¬nda da de¼gi̧siklikler olmaktad¬r. Buradaki amaç en küçük

hata normunu veren p de¼gerini bulmakt¬r. Sonuç olarak en başar¬l¬ performansa sahip

olan p serbest parametresi için elde edilen say¬sal çözümler ile buna ba¼gl¬hata normlar¬

çizelgeler halinde ve elde edilen gra�kler görsel olarak sunulmuştur. p serbest paramet-

resinin 1 oldu¼gu durumdaki sonuçlar, kübik B-spline kolokeyş¬n metodu kullan¬larak elde

edilen sonuçlarla nerdeyse ayn¬d¬r. Elde edilen tüm sonuçlar incelendi¼ginde, genel olarak

p nin birden farkl¬de¼gerleri için elde edilen hata normlar¬n¬n, p = 1 durumundakine göre

daha küçük de¼gerler ald¬¼g¬, dolay¬s¬yla üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodunun, kübik

B-spline kolokeyş¬n metoduna göre daha do¼gru sonuçlar verdi¼gi görülmüştür. Uygulan-

mas¬ aç¬s¬ndan bak¬ld¬¼g¬nda üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodunun, kübik B-spline

kolokeyş¬n metoduna göre i̧slem maliyetinin daha fazla oldu¼gu söylenebilir. Fakat do¼gru

sonuçlar vermesi ve problemleri modellemedeki başar¬s¬ aç¬s¬ndan bak¬ld¬¼g¬nda, benzer

tipteki k¬smi diferensiyel denklem sistemlerinin say¬sal çözümleri araşt¬r¬l¬rken kullan¬lmas¬

tavsiye edilir.
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Üstel kübik B-spline fonksiyonlar, ikinci mertebeden türevleri sürekli olacak şekil-

deki en küçük mertebeli B-spline fonksiyonlardan biri oldu¼gundan, önerilen say¬sal metot

maliyeti oldukça düşük bir metottur. Bu ba¼glamda, N +1 bölünme noktas¬n¬n kullan¬ld¬¼g¬

üstel kübik B-spline kolokeyş¬n metodunun uygulanmas¬ile katsay¬lar matrisi, her sat¬r¬nda

s¬f¬rdan farkl¬ 6 eleman bulunduran (2N + 2) � (2N + 6) boyutlu blok bant matrisler

olan matris sistemi elde edildi¼ginden Thomas algoritmas¬kullan¬larak hesaplama maliyeti

aç¬s¬ndan ço¼gu say¬sal metoda göre bir avantaj olarak ifade edilebilir.

Sonuç olarak bu tezde araşt¬rmac¬lara, baz¬k¬smi diferensiyel denklemlerin say¬sal

çözümlerinin elde edilmesinde kolayl¬kla uygulayabilecekleri ve do¼grulu¼gu yüksek bir metot

önerilmi̧stir. Önerilen metot, di¼ger k¬smi diferensiyel denklem sistemlerinin say¬sal çözüm-

lerin de elde edilmesinde kullan¬labilecektir. Önerilen metodun uygulanmas¬ile elde edilen

sonuçlar iyi oldu¼gundan, k¬smi difrenesiyel denklem sistemlerinin say¬sal çözümleri üzerinde

çal¬̧san araşt¬rmac¬lar¬n da kullanabilece¼gi bir B-spline kolokeyş¬n algoritmas¬ literatüre

kazand¬r¬lm¬̧st¬r.



120

KAYNAKLAR D·IZ·IN·I

Abassy, T.A., El-Tawil, M.A., El-Zoheiry, H., 2007, Exact solutions of some nonlinear par-

tial di¤erential equations using the variational iteration method linked with Laplace

transforms and the Pad·e technique, Computers and Mathematics with Applications,

54, 940-954.

Abazari, R., Borhanifar, A., 2010, Numerical study of the solution of the Burgers and

coupled Burgers equations by a di¤erential transformation method, Computers and

Mathematics with Applications, 59, 2711-2722.

Abazari, R., 2011, Numerical simulation of coupled nonlinear Schrödinger equation by

RDTM and comparison with DTM, Journal of Applied Science, 11(20), 3454-3463.

Abdou, M.A., Soliman, A.A., 2005, Variational iteration method for solving Burger�s and

coupled Burger�s equations, Journal of Computational and Applied Mathematics,

181, 245-251.

Aksoy, M., 2012, Baz¬k¬smi türevli diferensiyel denklemlerin Taylor kolokeyş¬n-geni̧sletilmi̧s
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