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ÖZET

Herhangi bir cebir birim dönüşüm yardımıyla bir çaprazlanmış modül olarak düşünü-

lebileceğinden birçok cebirsel kavram ve yapı çaprazlanmış modüller için genelleştirile-

bilir. Tezin oluşturulmasında bu düşünce temel alınmıştır. Birinci bölümde, çalışılan konu

ve tezin amacı hakkında bilgi verilmiştir. İkinci bölümde, literatür araştırması sonuçla-

rına yer verilmiştir. Üçüncü bölümde ise tezde çalışılan temel kavramlar olan asosyatif

cebir etkileri, asosyatif cebirin bileşik çarpımı, çaprazlanmış modül, çaprazlanmış modül

morfizmi, alt çaprazlanmış modül, çaprazlanmış modülün ideali ve bölüm çaprazlanmış

modül kavramları tanıtılmıştır. Dördüncü bölümde asosyatif cebirlerin çaprazlanmış mo-

düllerinin bileşik çarpımı tanımlanmıştır. Beşinci bölümde asosyatif cebirlerdeki etki kav-

ramı göz önüne alınarak bir çaprazlanmış modülün diğeri üzerine etkisini tanımlamada

önemli yer tutan aktör çaprazlanmış modül kavramı tanımlanmıştır. Altıncı bölümde ise

cebir teorisinde yer alan (sıfırlayıcı) annihilatör kavramı çaprazlanmış modüller için ge-

nelleştirilmiştir. Yedinci bölümde etki kavramı yardımıyla çaprazlanmış modüllerin yarı

direkt çarpımı tanımlanmıştır. Sekizinci bölümde aktör çaprazlanmış modülü içeren çap-

razlanmış kare oluşturulmuş ve çaprazlanmış kare için bazı önemli sonuçlara yer veril-

miştir. Dokuzuncu bölümde asosyatif cebirlerin çaprazlanmış modülleri için aktör kule

ve tam çaprazlanmış modül kavramları tanımlanmıştır. Onuncu ve son bölümde ise elde

edilen sonuçlar yorumlanarak “sonuç ve öneriler” başlığı altında sunulmuştur.

Anahtar Kelimeler: Bileşik çarpım cebiri, aktör çaprazlanmış modül, çaprazlanmış kare
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SUMMARY

As any algebra can be considered as a crossed module with the identity map, many

algebra theoretic concepts and structures can be generalised to crossed modules. This

thesis based on this consideration. In the first chapter, it is mentioned the subject and pur-

pose of the thesis. In the second chapter, the results of literature research are given. In

the third chapter, it is recalled the concepts of action of associative algebras, bimultiplica-

tion of associative algebras, crossed modules, morphisms of crossed modules, subcrossed

modules, crossed ideals and factor crossed modules related with the thesis. In the fourth

chapter, the structure of bimultiplication of crossed modules of associative algebras is de-

fined. In the fifth, iı is introduced the actor of crossed module with regard to associative

algera actions. In the sixth chapter, the concept of annihilator is generalised to the crossed

modules. In the seventh chapter, using the concept of action semi direct product of the

crossed modules is defined. In the eighth chapter, crossed square including the actor cros-

sed module is obtained and some important results for the crossed square are stated. In

the nineth chapter, for the crossed modules of the associative algebras, the notion of actor

tower and complete crossed module are defined. In the last chapter, the results obtained

and suggestion are given

Keywords: Bimultiplication Algebra, Actor Crossed Module, Crossed Square

.



     viii
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3. TEMEL KAVRAMLAR 9

3.1 Asosyatif Cebir Etkileri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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8.2 Aktör Çaprazlanmış Kare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

9. AKTÖR KULE VE TAM ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLER 84
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1. GİRİŞ VE AMAÇ

Bu çalışmamızda asosyatif cebirlerin çaprazlanmış modülleri için bileşik çarpım ce-

biri, aktör çaprazlanmış modül, çaprazlanmış modülün annihilatörü, aktör kule, tam çap-

razlanmış modül, çaprazlanmış modüllerin yarı direkt çarpımları ve aktör çaprazlanmış

modüllü çaprazlanmış kare kavramlarını tanımlayacağız.

Öncelikle, asosyatif cebirler üzerinde çaprazlanmış modül tanımını hatırlatalım (Ellis,

1984).

k birimli değişmeli bir halka olmak üzere G, bir asosyatif k-cebir olsun.

δ : C −→ G

bir G-cebir morfizmi olmak üzere

G×C −→C
(g,c) 7−→ g · c ve

C×G −→C
(c,g) 7−→ c ·g

şeklinde verilen sol ve sağ etkiler ile birlikte, her c,c′ ∈C ve g ∈ G için

ÇM1) δ(g · c) = gδ(c)
δ(c ·g) = δ(c)g

ÇM2) δc · c′ = cc′

c ·δc′ = cc′

şartları sağlanıyor ise G üzerinde C cebirine bir çaprazlanmış (crossed) modül denir ve

(C,G,δ) ile gösterilir.

Bazı standart çaprazlanmış modül örneklerine yer verelim.

i) I, G cebirinin ideali olmak üzere i : I −→ G içine dönüşümü bir çaprazlanmış

G-modül yapısı oluşturur. Tersine, δ : C −→ G çaprazlanmış G-modül ise I = δ(C)

görüntüsü, G cebirinin idealidir.
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ii) Herhangi bir M, G-modülü sıfır çarpımla birlikte bir G-cebir olarak düşünülebilir

ve böylece 0 : M−→G sıfır morfizmi bir çaprazlanmış G-modül yapısı oluşturur. Tersine,

δ : C −→ G çaprazlanmış G-modül ise Çekδ, bir G/δ(C)-modül olur.

Böylece çaprazlanmış modüller, idealler ve cebir üzerinde modüllerin bir genelleme-

sini sağlar. Dahası Id : G−→G birim dönüşümüyle herhangi bir G cebirini bir çaprazlan-

mış modül olarak düşünebiliriz. Dolayısıyla, cebirsel kavram ve sonuçların çaprazlanmış

modüllere genellemesini araştırmak ilginçtir.

Bir cebirsel yapının kendine dönüşümüyle oluşturulan kümelerin sahip olduğu ce-

birsel yapılar farklıdır. Bir grubun otomorfizmalarının kümesi bir grup oluştururken bir

asosyatif cebir için otomorfizmalar kümesi cebir oluşturmaz. Cebir yapısı ancak bileşik

çarpım kümesi ile elde edilir.

Bu çalışmada başlangıç noktamız bileşik çarpım cebirlerinin genelleştirilmesi ola-

caktır. Bunun için öncelikle asosyatif cebirler için bileşik çarpım cebiri kavramına yer

verelim (Lavendhomme ve Lucas, 1996).

G bir asosyatif k-cebir ve γ,σ : G→G, k-lineer dönüşümler olsun. Her g,g′ ∈G için,

i) γ(gg′) = γ(g)g′

ii) σ(gg′) = gσ(g′)
iii) gγ(g′) = σ(g)g′

şartları sağlanıyorsa (γ,σ) ikilisine G cebirinin bileşik çarpanları (bimultiplier) denir ve

bütün bileşik çarpanların kümesi Bim(G) ile gösterilir.

(γ,σ),(γ′,σ′) ∈ Bim(G), k ∈ k için,

(γ,σ)+(γ′,σ′) = (γ+ γ′,σ+σ′)
(γ,σ)◦ (γ′,σ′) = ((γ◦ γ′),(σ′ ◦σ))
(k(γ,σ)) = ((kγ),(kσ))

işlemleri altında Bim(G) bir cebir yapısı oluşturur. Bu durumda φ : G −→ Bim(G) dönü-

şümü φ(g) = (γg,σg), γg(x) = gx, σg(x) = xg şeklinde tanımlı bir cebir morfizmi olup bu

dönüşümün görüntüsüne iç (inner) çarpım cebri denir ve I (G) ile gösterilir.

0−→ N −→ G−→ Q−→ 0
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cebirlerin bir genişlemesi ise değişmeli

0 // N //

��

G //

θ

��

Q //

��

0

0 // I (N) // Bim(N) // Q(N) // 0

diyagramı mevcuttur.

G bir assosyatif k-cebir, Ann(G) = 0 veya G2 = G olmak üzere,

φ : G −→ Bim(G)
g 7−→ φ(g) = (γ(g),σ(g))

homomorfizması

Bim(G)×G −→ G
((γ,σ),g) 7−→ γ(g) ve

G×Bim(G) −→ G
(g,(γ,σ)) 7−→ σ(g)

şeklinde tanımlı etkiler ile birlikte bir çaprazlanmış modüldür. Bu çalışmada bir asosya-

tif cebirin diğeri üzerine etkisinin bileşik çarpım kavramıyla ilişkisi asosyatif cebirlerin

çaprazlanmış modülleri için genelleştirilecektir.

Bunun için A(C,G,δ) ile gösterilecek olan U (G,C)
∆−→ Bim(C,G,δ) şeklinde

(C,G,δ) çaprazlanmış modülünün aktör çaprazlanmış modülü tanımlanacaktır.

Burada U(G,C) her g1,g2 ∈ G için

d1(g1g2) = d1(g1) ·g2
d2(g1g2) = g1 ·d2(g2)

g1 ·d1(g2) = d2(g1) ·g2

şartlarını sağlayan d1,d2 : G→C k-lineer dönüşümlerinden oluşan tüm (d1,d2) ikilileri-

nin kümesidir.

Bim(C,G,δ) ise (C,G,δ) çaprazlanmış modülü için

(γ,σ) ∈ Bim(C),(γ′,σ′) ∈ Bim(G)
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olmak üzere γ′δ = δγ, σ′δ = δ eşitliklerini ve her g ∈ G, c ∈C için,

γ(g · c) = γ′(g) · c
γ(c ·g) = γ(c) ·g
σ(g · c) = g ·σ(c)
σ(c ·g) = c ·σ′(g)
g · γ(c) = σ′(g) · c
σ(c) ·g = c · γ′(g)

şartlarını sağlayan ((γ,σ),(γ′,σ′)) ikililerinin oluşturduğu kümedir.

Bu kavram ile (C,G,δ) −→ A (C,G,δ) şeklinde çaprazlanmış modül morfizmi elde

edilerek, (C,G,δ) çaprazlanmış modülünün kendisi üzerine etkisi verilir.

Boyacı’nın (2012) doktora tezinde yarı abelyen olan ön çaprazlanmış modüller ka-

tegorisinde, Boyacı vd. (2015) çalışmasında ise çaprazlanmış modüller kategorisindeki

split genişleme sınıflandırıcısı objesi olarak yer alan yapının aktör kavramıyla çakıştığı

gözlenmektedir.

Grup teoride, bir gruptan otomorfizmalar grubuna tanımlı bir dönüşümün çekirdeği-

nin, grubun merkezini verdiği iyi bilinir. Asosyatif cebirde ise, bileşik çarpım cebirinin

tanımından dolayı
φ : G −→ Bim(G)

g 7−→ φ(g) = (γg,σg)

dönüşümünün çekirdeği olarak,

AnnG(G) = {g ∈ G | γg(g′) = gg
′
= 0,σg(g′) = g

′
g = 0 ,g′ ∈ G}

şeklinde annihilatör kavramı karşımıza çıkar. Bu durumda,

(C,G,δ)−→ A(C,G,δ)

çaprazlanmış modül morfizminin çekirdeği de (C,G,δ) çaprazlanmış modülünün anni-

hilatörünü verir. Böylece annihilatör kavramının bir genelleştirmesi yapılmış olur. Trivial

annihilatöre sahip çaprazlanmış modülün annihilatörü de trivialdir. Ayrıca, (C,G,δ) trivial

annihilatöre sahipse, A(C,G,δ) aktörüne gömülür. Böylece herbir terim, trivial annihila-

töre sahip ve sırasıyla diğerinin içine gömülmek üzere,

(C,G,δ),A(C,G,δ),A(A(C,G,δ)), . . .
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şeklinde (C,G,δ) çaprazlanmış modülünün bir aktör kulesi kurulur.

(C,G,δ)−→ A(C,G,δ)

dönüşümü bir izomorfizm ise (C,G,δ) çaprazlanmış modülüne tam çaprazlanmış modül

denir. Aktör kule tam çaprazlanmış modüle ulaştığında sonlanır.

Aktör kavramı ile bir çaprazlanmış modülün kendisinden farklı bir çaprazlanmış mo-

dül üzerine etkisini tanımlamak mümkündür. Bu genelleştirilmiş durum çaprazlanmış mo-

düllerin yarıdirekt çarpımları, çaprazlanmış kare, vs. ile ilgili çalışmalarda önemli yer

tutar.

(M,P,∂) çaprazlanmış modülünün (C,G,δ) çaprazlanmış modülü üzerine etkisi

(ε,ρ) : (M,P,∂)−→A(C,G,δ) çaprazlanmış modül morfizmi ile verilir. Buradan (M,P,∂)

ve (C,G,δ) çaprazlanmış modüllerinin (ε,ρ) dönüşümüne bağlı

(M,P,∂)o (C,G,δ) = (CoM,GoP,π)

yarı direkt çarpımları verilir.

Çaprazlanmış modüller, 2 boyutlu cebirler olarak düşünülebileceğinden, bu görüşe

dayanılarak 2 boyutlu çaprazlanmış modüller olarak tanım 8.1 de verilen çaprazlanmış

kare yapısından söz edilebilir.

G −→ Bim(G) homomorfizmi bir çaprazlanmış modül olduğundan asosyatif

cebirlerin bir (C,G,δ) çaprazlanmış modülü ve onun aktörü olan A(C,G,δ) =

(U(G,C),Bim(C,G,δ),∆) ile

C

δ

� �

η //U(G,C)

∆

��
G

α
// Bim(C,G,δ)
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şeklinde çaprazlanmış kare elde edilir. Ayrıca

L

λ

��

λ′ //N

ν

��
M µ

// P

bir çaprazlanmış kare olmak üzere (M,P,µ) çaprazlanmış modülünün, (L,N,λ
′
) çapraz-

lanmış modülü üzerine etkisinden söz edilebilir.
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2. LİTERATÜR ARAŞTIRMASI

Çaprazlanmış modül yapısı gruplar üzerinde ilk olarak Whitehead tarafından homo-

topi 2-tiplerin cebirsel bir modellemesi olarak (1949) da tanımlanmıştır. Brown (1981,

1982 a, 1982 b, 1984), Brown ve Higgins (1981,1982) ve Brown ve Huebschmann (1981)

bu kavramla ilgili gruplar üzerinde yapılan çalışmalardan bazılarıdır. Temel cebirsel yapı-

lardan biri olarak incelenen çaprazlanmış modüllerin, homotopi teori, homoloji ve koho-

moloji, cebirsel K-teori, devirli (cyclic) homoloji, kombinatör grup teori ve diferensiyel

geometri dahil olmak üzere matematiğin birçok alanında önemli rolü vardır. Asosyatif

cebirler üzerinde çaprazlanmış modül kavramı ilk olarak Dedecker ve Lue (1966) tara-

fından tanımlanmıştır. Çaprazlanmış modül tanımının değişmeli cebir versiyonu Porter

(1987) tarafından literatüre katılmıştır. Fakat daha öncesinde Lichtenbaum ve Schlessin-

ger (1967) ve Gerstenhaber’ e(1966) ait çalışmalarda farklı bir adlandırmayla çapraz-

lanmış modül tanımıyla karşılaşılmaktadır. Bununla birlikte, Arvasi ve Porter’ ın (1996,

1997, 1998) çalışmalarında değişmeli cebirler için çaprazlanmış modüllerle ilgili birçok

önemli sonuç elde edilmiştir.

Norrie (1987) de bir grubun otomorfizm grubunun, gruplar üzerinde çaprazlanmış

modüller ile teorik benzerliğini araştırmıştır. Aktör çaprazlanmış modül adını verdiği bu

yapı ile etki, merkez gibi kavramları ilişkilendirmiştir. Benzer problem Lie cebir içeri-

ğinde Casas ve Ladra (1998) tarafından, değişmeli cebirler için ise Arvasi ve Ege (2003)

tarafından çalışılmıştır. Bu tez çalışmasında ilk adım olarak belirlenen asosyatif cebirler

için aktör çaprazlanmış modül kavramının tanımlanması probleminin eş zamanlı olarak

Boyacı vd. (2015), tarafından da çalışıldığı fark edilmiştir. Çalışmaların ortak noktası bu

kavramla sınırlı kalmıştır. Boyacı vd. (2015) ve Boyacı (2012) çalışmalarında aktör çap-

razlanmış modül kavramını sırasıyla asosyatif cebirler için ön çaprazlanmış modüllerin

ve çaprazlanmış modüllerin split genişleme sınıflandırıcısı ile ilgili olarak kullanmıştır.

Bunun dışında Casas vd. (2007, 2010) ve Boyacı vd. (2015) çalışmalarında interest

kategoriler, modified kategoriler gibi farklı içeriklerde etki kavramına karşılık gelen aktör

çaprazlanmış modül yapısına yer vermişlerdir.
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2-boyutlu çaprazlanmış modül olarak düşünülebileceğinden bahsettiğimiz çaprazlan-

mış kare kavramı ilk olarak gruplar için Guin-Walery vd. (1981) tarafından cebirsel K-

teorideki problemlere uygulanmak üzere tanımlanmıştır. Asosyatif cebirler için benzer

tanım Ellis (1988) tarafından verilmiştir. Homoloji teoride çaprazlanmış karenin bazı uy-

gulamaları Lue (1979), Brown ve Loday (1987a, 1987b) çalışmalarında bulunabilir.
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3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, tez çalışması için temel oluşturmak amacıyla asosyatif cebirlerin bile-

şik çarpımı, cebir etkisi, çaprazlanmış modül, çaprazlanmış ideal, bölüm çaprazlanmış

modülü kavramları ile bunlar arasındaki ilişkilere yer verilmiştir.

3.1 Asosyatif Cebir Etkileri

Grup teoride bir grubun diğeri üzerine etkisinin otomorfizm grubuyla belirlendiği iyi

bilinir. Cebir teoride ise bir değişmeli cebirin diğeri üzerine etkisi çarpım cebiri ile verilir.

Asosyatif cebir için ise bileşik çarpım cebiri kavramı karşımıza çıkar. Bileşik çarpım cebri

kavramı, Mac Lane (1958) tarafından tanımlanmıştır. Lavendhomme ve Lucas (1996) ise

çalışmalarında bu kavram ile çaprazlanmış modül yapısı arasındaki ilişkiden söz etmiş-

lerdir.

Tanım 3.1 k birimli değişmeli halka, M ve P asosyatif k-cebir olmak üzere M üzerinde

P cebirinin sırasıyla sol ve sağ cebir etkileri aşağıdaki aksiyomları sağlayan

P×M −→ M
(p,m) 7−→ p ·m ve

M×P −→ M
(m, p) 7−→ m · p

dönüşümleridir. Her k ∈ k, m, m
′ ∈M, p, p

′ ∈ P için

i) k(p ·m) = (kp) ·m = p · (km)
k(m · p) = (km) · p = m · (kp)

ii) (p+ p
′
) ·m = p ·m+ p

′ ·m
m · (p+ p

′
) = m · p+m · p′

iii) p · (m+m
′
) = p ·m+ p ·m′

(m+m
′
) · p = m · p+m

′ · p

iv) (p ·m)m
′
= p · (mm

′
)

m(m
′ · p) = (mm

′
) · p

v) (pp
′
) ·m = p · (p

′ ·m)

m · (pp
′
) = (m · p) · p′

vi) p · (m · p′) = (p ·m) · p′

vii) m · (p ·m′) = (m · p) ·m′
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3.2 Asosyatif Cebirlerin Bileşik Çarpımı

Tanım 3.2 G bir k-cebir ve γ, σ : G→G, k-lineer dönüşümler olsun. Her g, g
′ ∈G için,

i) γ(gg
′
) = γ(g)g

′

ii) σ(gg
′
) = gσ(g

′
)

iii) gγ(g
′
) = σ(g)g

′

şartları sağlanıyorsa (γ,σ) ikilisine G cebirinin bileşik çarpanları (bimultiplier) denir ve

bütün bileşik çarpanların kümesi Bim(G) ile gösterilir.

Önerme 3.3 (γ,σ),(γ′,σ′) ∈ Bim(G), k ∈ k için,

(γ,σ)+(γ′,σ′) = (γ+ γ′,σ+σ′)
(γ,σ)◦ (γ′,σ′) = (γ◦ γ′,σ′ ◦σ)
k(γ,σ) = (kγ,kσ)

işlemleri altında Bim(G) kümesi çarpım cebiri olarak adlandırılan bir cebir yapısı oluştu-

rur.

M2 = M veya Ann(M) = 0, M ve P asosyatif k-cebir olmak üzere P cebirinin M üzerine

etkisi P→ Bim(M) cebir homomorfizması yardımıyla da verilebilir.

φ : P → Bim(M)

p 7→ φp = (γp,σp) : M → M
m 7→ φp(m) = (γp (m) ,σp (m)) = (p ·m,m · p)

dönüşümleri ve her k ∈ k, m, m
′ ∈M, p, p

′ ∈ P için

i) φ bir k-cebir homomorfizmi olduğundan kφ(p) = φ(kp) olup

kφ(p) = k(γp,σp)
= (kγp,kσp)

φ(kp) = (γkp,σkp)

olduğundan kγp(m) = k(p ·m) ve γkp(m) = (kp) ·m eşitliğinden

k(p ·m) = (kp) ·m

elde edilir ve benzer şekilde kσp(m) = k(m · p) ve σkp(m) = m · (kp) eşitliğinden

k(m · p) = m · (kp) olur.
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Ayrıca kφp(m) = φp(km) olduğundan

kφp(m) = k(γp(m),σp(m))
= (kγp(m),kσp(m))

φp(km) = (γp(km),σp(km))

olup kγp(m) = k(p ·m) ve γp(km) = p · (km) elde edilir. Yani

k(p ·m) = p · (km)

olduğu görülür. Benzer şekilde kσp(m) = k(m · p) ve σp(km) = (km) · p olur. Yani

k(m · p) = (km) · p

elde edilir. Sonuç olarak

k(p ·m) = (kp) ·m = p · (km)

k(m · p) = (km) · p = m · (kp)

bulunur.

ii) φ bir k-cebir homomorfizmi olduğundan φ(p+ p′) = φ(p)+φ(p′) olup

φ(p+ p′) = (γp+p′,σp+p′)
φ(p)+φ(p′) = (γp,σp)+(γp′,σp′)

= (γp + γp′,σp +σp′)

olduğundan γp+p′(m) = (p+ p′) ·m ve γp(m)+ γp′(m) = p ·m+ p′ ·m elde edilir. Yani

(p+ p′) ·m = p ·m+ p′ ·m

olur. Benzer şekilde σp+p′(m)=m ·(p+ p′) ve σp(m)+σp′(m)=m · p+m · p′ olduğundan

m · (p+ p′) = m · p+m · p′

elde edilir.

iii) φp bir k-cebir homomorfizmi olduğundan

φp(m+m′) = φp(m)+φp(m′)

elde edilir.

φp(m+m′) = (γp(m+m′),σp(m+m′))
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φp(m)+φp(m′) = (γp(m),σp(m))+(γp(m′),σp(m′))
= (γp(m)+ γp(m′),σp(m)+σp(m′))

olup γp(m+m′) = p · (m+m′) ve γp(m)+ γp(m′) = p ·m+ p ·m′ elde edilir. Yani

p · (m+m′) = p ·m+ p ·m′

elde edilir. Benzer şekilde σp(m+m′) = (m+m′) · p ve γp(m′),σp(m′) = m · p+m′ · p
olur. Buradan

(m+m′) · p = p ·m+ p ·m′

elde edilir.

iv) (γp,σp) ∈ Bim(M) olduğundan

γp(mm′) = (γp(m))m′

p · (mm′) = (p ·m)m′ ve
σp(mm′) = m(σp(m′))
(mm′) · p = m(m′ · p)

elde edilir.

v) φ bir k-cebir homomorfizmi olduğundan

φ(pp′) = φ(p)◦φ(p′)

olur ve

φ(pp′) = (γpp′,σpp′)
φ(p)◦φ(p′) = (γp,σp)◦ (γp′,σp′)

= (γp ◦ γp′,σp′ ◦σp)

olduğundan γpp′(m) = (pp′) ·m ve (γp ◦γp′)(m) = γp(p′ ·m) = p ·(p′ ·m) elde edilir. Yani,

(pp′) ·m = p · (p′ ·m)

olur. Benzer şekilde σpp′(m) = m · (pp′) ve (σp′ ◦σp)(m) = σ′p(m · p) = (m · p) · p′ olur.

Buradan da

m · (pp′) = (m · p) · p′

elde edilir.

vi) p · (m · p′) = (p ·m) · p′ olduğunu göstermek için

γp(σp′(m)) = σp′(γp(m))
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olduğunu göstermemiz yeterlidir.

M2 = M olduğundan her m ∈M için m = m1m2 yazabiliriz. Yani

γp(σp′(m1m2)) = γp((m1m2) · p′)
= γp(m1(m2 · p′))
= p · (m1(m2 · p′))
= (p ·m1)(m2 · p′)

σp′(γp(m1m2)) = σp′(p · (m1m2))
= σp′((p ·m1)m2)
= ((p ·m1)m2) · p′
= (p ·m1)(m2 · p′)

elde edilir.

vii) (γp,σp) ∈ Bim(M) olduğundan

mγp(m′) = σp(m)m′

m(p ·m′) = (m · p)m′

olur.

Tanım 3.4 Her g,g
′ ∈ G için,

φ : G −→ Bim(G)
g 7−→ φ(g) = (γg,σg)

olmak üzere, γg(g′) = gg
′
şeklinde tanımlı

γg : G−→ G

ve σg(g′) = g
′
g şeklinde tanımlı

σg : G−→ G

dönüşümlerinden oluşan (γg,σg) ikilisine G cebirinin iç (inner) çarpanları denir ve bü-

tün iç çarpanların kümesi I (G) ile gösterilir.

Önerme 3.5
φ : G −→ Bim(G)

g 7−→ φ(g) = (γg,σg)
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dönüşümü çekirdeği

AnnG(G) = {g ∈ G | γg(g′) = gg′ = 0, σg(g′) = g′g = 0, g′ ∈ G}

şeklinde G cebirinin sıfırlayıcısına karşılık gelen bir cebir homomorfizmasıdır.

İspat: Her g,g
′
,g′′ ∈ G için,

γ(gg′) (g′′) = (gg′)g′′

= g(g′g′′)
= γg(g′g′′)
= γg(γg′ (g′′))
= (γgγg′)(g′′)
= (γg ◦ γg′)(g′′)

σ(gg′) (g′′) = g′′(gg′)
= (g′′g)g′

= σg′(g′′g)
= σg′(σg (g′′))
= (σg′σg)(g′′)
= (σg ◦σg′)(g′′)

elde edilir. Böylece

φ(gg′) = (γgg′,σgg′) = (γgγg′,σg′σg) = (γg,σg)◦ (γg′,σg′) = φ(g)◦φ(g′)

olduğundan φ bir cebir homomorfizmidir. Ayrıca, g′ ∈ G

g ∈ Çek φ ⇐⇒ γg = 0, σg = 0
⇐⇒ γg(g′) = 0(g′), σg(g′) = 0(g′)
⇐⇒ gg′ = 0, g′g = 0
⇐⇒ g ∈ AnnG(G)

olduğundan Çek φ =AnnG(G) olur. 2

Yardımcı Teorem 3.6 φ : G −→ Bim(G) cebir homomorfizminin görüntüsü I (G),

Bim(G) cebirinin idealidir.
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İspat: Her g,g′ ∈ G,(γ′,σ′) ∈ Bim(G), (γ(g),σ(g)) ∈ I (G)için,

γ′γg(g′) = γ′(gg′)
= γ′(g)(g′)
= γγ′(g)(g′)

σ′σg(g′) = σg ◦σ′(g′)
= σ′(g′)g
= g′γ′(g)
= σγ′(g)(g′)

(γg)γ
′(g′) = gγ′(g′)

= σ′(g)g′

= γ′(g)(g′)
= γσ′(g)(g′)

σgσ′(g′) = σ′ ◦σg(g′)
= σ′(g′g)
= (g′)σ′(g)
= σσ′(g)(g′)

olduğundan I (G), Bim(G) cebirinin idealidir. 2

Tanım 3.7 I (G), Bim(G) cebirinin ideali olmak üzere,

O(G) = Bim(G)/I (G)

bölüm cebirine G cebirinin dış (outer) çarpımı denir ve O(G) ile gösterilir.

3.3 Çaprazlanmış Modül

Tanım 3.8 G birimli bir k-cebir olsun.

δ : C −→ G
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bir G-cebir morfizmi ve

G×C −→C
(g,c) 7−→ g · c ve

C×G −→C
(c,g) 7−→ c ·g

G cebirinin C üzerine etkisi ile birlikte, her c,c′ ∈C ve g ∈ G için

ÇM1) δ(g · c) = gδ(c)
δ(c ·g) = δ(c)g

ÇM2) δc · c′ = cc′

c ·δc′ = cc′

şartları sağlanıyor ise G üzerinde C cebirine bir çaprazlanmış (crossed) modül denir ve

(C,G,δ) ile gösterilir.

Şimdi iki çaprazlanmış modül yapısı arasındaki morfizm kavramını tanımlayalım.

Tanım 3.9 (C,G,δ) ve (C′,G′,δ′) iki çaprazlanmış modül olsun.

θ(g · c) = ψ(g) ·θ(c)

θ(c ·g) = θ(c) ·ψ(g)

ve

C

δ

��

θ //C′

δ′

��
G

ψ
// G′

diyagramı değişmeli, yani

δ
′
θ(c) = ψδ(c)

olacak şekilde θ : C→C′, ψ : G→ G′ k-cebir morfizmleri varsa

(θ,ψ) : (C,G,δ)−→ (C′,G′,δ′)

morfizmine çaprazlanmış modüller arasındaki morfizm denir.

Ayrıca θ,ψ izomorfizma ise

(θ,ψ) : (C,G,δ)−→ (C′,G′,δ′)
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morfizmine izomorfizm denir. Bu durumda

(θ,ψ)−1 = (θ−1,ψ−1) : (C′,G′,δ′)−→ (C,G,δ)

bir çaprazlanmış modül morfizmidir ve

(θ,ψ)−1(θ,ψ) = (Id, Id) = (θ,ψ)(θ,ψ)−1 olur. Böylece, çaprazlanmış modüllerin bir

kategorisi oluşturulur ve bu kategori CMod(k) ile gösterilir.

Tanım 3.10 (C,G,δ) çaprazlanmış modülü için Coker δ = (G/δ(C)) = 0 ise (C,G,δ)

çaprazlanmı modülüne basit bağlantılı çaprazlanmış modül denir.

3.4 Alt Çaprazlanmış Modül

Tanım 3.11 Bir (C,G,δ) çaprazlanmış modülünün alt çaprazlanmış modülü, aşağıdaki

şartları sağlayan bir (C′,G′,δ′) çaprazlanmış modülüdür.

i) C′,C cebirinin bir alt cebiri veG′,G cebirinin bir alt cebiridir.

ii) G cebirinin C üzerine etkileri yardımıyla G′ cebirinin C′ cebiri üzerine etkileri

tanımlanır.

iii) (C′,G′,δ′) bir çaprazlanmış G′-modüldür.

iv) Çaprazlanmış modül morfizmlerinin aşağıdaki diyagramı değişmelidir.

C′

δ′

��

// u //C

δ

� �
G′ //

ν
// G

Burada u ve ν içine dönüşümlerdir.
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3.5 Çaprazlanmış Modülün İdeali

Tanım 3.12 (C,G,δ) çaprazlanmış modülünün (C′,G′,δ′) alt çaprazlanmış modülü,

i) G′,G cebirinin bir idealidir, yani G′ E G (g′ ∈ G′,g ∈ G için gg′ ∈ G′ ve g′g ∈ G′)

ii) Her g ∈ G ve c′ ∈C′ için, g · c′ ∈C′,

iii)Her g′ ∈ G′ ve c ∈C için, g′ · c ∈C′,

şartlarını sağlıyorsa (C′,G′,δ′) alt çaprazlanmış modülüne, (C,G,δ) çaprazlanmış mo-

dülünün ideali denir ve (C′,G′,δ′)E (C,G,δ) şeklinde gösterilir.

3.6 Bölüm Çaprazlanmış Modül

Tanım 3.13 (C′,G′,µ′), (C,G,µ) çaprazlanmış modülünün bir ideali olsun. Bu durumda

G, C/C′ üzerine etki eder. G′ nün C/C′ üzerine etkileri ise

G′×C/C′ −→C/C′

(g′,(c+C′)) 7−→ g′ · (c+C′)

C/C′×G′ −→C/C′

((c+C′),g′) 7−→ (c+C′) ·g′

olmak üzere

g′ · (c+C′) = g′.c+C′

ve g′ · c ∈C′ olduğundan sıfırdır.

(c+C′) ·g′ = c.g′+C′

Dolayısıyla, G/G′ bölüm halkası C/C′ üzerine

G/G′×C/C′ −→C/C′

((g+G′),(c+C′)) 7−→ g.c+C′
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C/C′×G/G′ −→C/C′

((c+C′),(g+G′)) 7−→ c.g+C′

şeklinde etki eder ve buradan µ,

−
µ : C/C′ −→ G/G′

(c+C′) 7−→ µ(c)+G′

dönüşümüne indirgenir.

Böylece bu dönüşüme ve etki fonksiyonuna göre,

(C/C′,G/G′,
−
µ) =

(C,G,µ)
(C′,G′,µ′)

cebir üzerinde bir çaprazlanmış modül yapısı oluşturur ve buna bölüm çaprazlanmış

modül denir.

Lavendhomme ve Lucas’ın (1996) çalışmalarında yer alan aşağıdaki önermeye de-

taylı ispatıyla birlikte yer verelim.

Önerme 3.14 G, Ann(G) = 0 veya G2 = G şartlarını sağlayan bir k- cebir olsun. Bu

durumda (G,Bim(G),φ) bir çaprazlanmış modül oluşturur.

İspat: g,g′ ∈ G ve (γ′,σ′) ∈ Bim(G) için,

γ′g : G −→ G
g′ 7−→ γ′g(g

′) = gg′ ve
σ′g : G −→ G

g′ 7−→ σ′g(g
′) = g

′
g

olmak üzere,

φ : G−→ Bim(G)
g 7−→ φ(g) = (γ′g,σ

′
g)

bir homomorfizma olup

Bim(G)×G −→ G
((γ′,σ′),g) 7−→ γ′(g) ve

G×Bim(G) −→ G
(g,(γ′,σ′)) 7−→ σ′(g)

şeklinde tanımlı etkileri ile birlikte çaprazlanmış modül aksiyomlarının sağlandığını gö-

relim.
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ÇM1) φ((γ′,σ′) ·g) = (γ,σ)(γ′(g))
= (γ′

γ′(g),σ
′
γ′(g))

(∗)
= (γ′γ′(g),σ′(g)σ′)
= (γ′,σ′)(γ′(g),σ′(g))
= (γ′,σ′)(φ(g))

(∗)
(

γ′
γ′(g)

)
(g′) = γ′(g)g′

(
σ′

γ′(g)

)
(g′) = g′γ′(g)

= γ′(gg′) = σ′(g′)g
= γ′(γ′g(g

′)) = σ′g(σ
′(g′))

= (γ′γ′(g))(g′) = (σ′(g)σ′)(g′)

φ(g · (γ′,σ′)) = (γ,σ)(σ′(g))
= (γ′

σ′(g),σ
′
σ′(g))

(∗)
= (γ′(g)γ′,σ′σ′(g))
= (γ′(g),σ′(g))(γ′,σ′)
= (φ(g))(γ′,σ′)

(∗)
(

γ′
σ′(g)

)
(g′) = σ′(g)g′

(
σ′

σ′(g)

)
(g′) = g′σ′(g)

= gγ′(g′) = σ′(g′g)
= γ′g(γ

′(g′)) = σ′(σ′g(g
′))

= (γ′(g)γ′)(g′) = (σ′σ′(g))(g′)

ÇM2) (φ(g)) ·g′ = (γ′g,σ
′
g) ·g′ g · (φ(g′)) = g · (γ′g′ ,σ

′
g′)

= γ′g(g
′) = σ′g′(g)

= gg′ = gg′

olduğundan (G,Bim(G),φ) bir çaprazlanmış modül oluşturur. 2
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4. BİR ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLÜN BİLEŞİK ÇARPANLARI

Bu bölümde bölüm 5 için gerekli kavramlar oluşturulacaktır. Öncelikle asosyatif ce-

birler için bileşik çarpım kavramının asosyatif cebirler üzerinde çaprazlanmış modüller

için genelleştirilmesine yer verilecektir.

4.1 Çaprazlanmış Modüllerin Bileşik Çarpımı (Bim(C,G,δ))

Tanım 4.1 (C,G,δ) bir çaprazlanmış modül olsun.

i)(γ,σ) ∈ Bim(C), (γ′,σ′) ∈ Bim(G)

ii)

C

γ,σ

��

δ / /G

γ′,σ′

� �
C

δ

/ /G

diyagramı değişmeli yani, γ′δ = δγ, σ′δ = δσ ve

iii) Her g ∈ G ve c ∈C için,

γ(g · c) = γ′(g) · c
γ(c ·g) = γ(c) ·g
σ(g · c) = g ·σ(c)
σ(c ·g) = c ·σ′(g)
g · γ(c) = σ′(g) · c
σ(c) ·g = c · γ′(g)

şartları sağlanıyorsa, ((γ,σ),(γ′,σ′)) ikilisine çaprazlanmış modülün bileşik çarpanı

denir ve bu özellikteki elemanların oluşturduğu küme Bim(C,G,δ) ile gösterilir.

Önerme 4.2 ((γ,σ),(γ′,σ′)), ((γ,σ),(γ′,σ′)) ∈ Bim(C,G,δ) olmak üzere
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Bim(C,G,δ) kümesi,

+) ((γ,σ),(γ′,σ′))+((γ,σ),(γ′,σ′)) = ((γ+ γ,σ+σ),(γ′+ γ
′,σ′+σ

′))
·) k((γ,σ),(γ′,σ′)) = ((kγ,kσ),(kγ′,kσ′))
◦) ((γ,σ),(γ′,σ′))◦ ((γ,σ),(γ′,σ′)) = ((γ◦ γ,σ◦σ),(γ′ ◦ γ

′,σ′ ◦σ′))

işlemleriyle birlikte bir k-cebir yapısı oluşturur.

İspat: ((γ,σ),(γ′,σ′)),((γ,σ),(γ′,σ′)) ∈ Bim(C,G,δ) ve k ∈ k için

i) k
[
((γ,σ),(γ′,σ′))+((γ,σ),(γ′,σ′))

]
= k

[
((γ,σ)+(γ,σ)),((γ′,σ′)+(γ′,σ′))

]
= k

[
(γ+ γ,σ+σ),(γ′+ γ

′,σ′+σ
′)
]

=
[
k(γ+ γ,σ+σ),k(γ′+ γ

′,σ′+σ
′)
]

=
[
(k(γ+ γ),k(σ+σ)),(k(γ′+ γ

′),k(σ′+σ
′))
]

=
[
(kγ+ kγ,kσ+ kσ),(kγ′+ kγ

′,kσ′+ kσ
′)
]

=
[
((kγ,kσ)+(kγ,kσ)),((kγ′,kσ′)+(kγ

′,kσ
′))
]

=
[
(k(γ,σ)+ k(γ,σ)),(k(γ′,σ′)+ k(γ′,σ′))

]
=

[
(k(γ,σ),k(γ′,σ′))+(k(γ,σ),k(γ′,σ′))

]
= k((γ,σ),(γ′,σ′))+ k((γ,σ),(γ′,σ′))

ii) (k1 + k2) [(γ,σ),(γ
′,σ′)] = [(k1 + k2)(γ,σ),(k1 + k2)(γ

′,σ′)]
= [(k1(γ,σ)+ k2(γ,σ)),(k1(γ

′,σ′)+ k2(γ
′,σ′))]

= [((k1γ,k1σ)+(k2γ,k2σ)),((k1γ′,k1σ′)+(k2γ′,k2σ′))]
= [(k1γ,k1σ),(k1γ′,k1σ′)]+ [(k2γ,k2σ),(k2γ′,k2σ′)]
= [k1(γ,σ),k1(γ

′,σ′)]+ [k2(γ,σ),k2(γ
′,σ′)]

= k1 [(γ,σ),(γ
′,σ′)]+ k2 [(γ,σ),(γ

′,σ′)]

iii) (k1k2) [(γ,σ),(γ
′,σ′)] = [(k1k2)(γ,σ),(k1k2)(γ

′,σ′)]
= [k1(k2(γ,σ)),k1(k2(γ

′,σ′))]
= [k1(k2γ,k2σ),k1(k2γ′,k2σ′)]
= k1 [(k2γ,k2σ),(k2γ′,k2σ′)]
= k1 [k2(γ,σ),k2(γ

′,σ′)]
= k1 [k2((γ,σ),(γ

′,σ′))]
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iv) k
[
((γ,σ),(γ′,σ′))◦ ((γ,σ),(γ′,σ′))

]
= k

[
((γ,σ)◦ (γ,σ)),((γ′,σ′)◦ (γ′,σ′))

]
= k

[
(γ◦ γ,σ◦σ),(γ′ ◦ γ

′,σ′ ◦σ′)
]

=
[
k(γ◦ γ,σ◦σ),k(γ′ ◦ γ

′,σ′ ◦σ′)
]

= [k(γ◦ γ),k(σ◦σ)] ,
[
k(γ′ ◦ γ

′),k(σ′ ◦σ′)
]

= [k(γ)◦ γ,σ◦ k(σ)] ,
[
k(γ′)◦ γ

′,σ′ ◦ k(σ′)
]

=
[
((kγ,kσ)◦ (γ,σ)),((kγ′,kσ′)◦ (γ′,σ′))

]
=

[
((kγ,kσ),(kγ′,kσ′))◦ ((γ,σ),(γ′,σ′))

]
= (k(γ,σ),k(γ′,σ′))◦ ((γ,σ),(γ′,σ′))
= k((γ,σ),(γ′,σ′))◦ ((γ,σ),(γ′,σ′))

k
[
((γ,σ),(γ′,σ′))◦ ((γ,σ),(γ′,σ′))

]
= k

[
((γ,σ)◦ (γ,σ)),((γ′,σ′)◦ (γ′,σ′))

]
= k

[
(γ◦ γ,σ◦σ),(γ′ ◦ γ

′,σ′ ◦σ′)
]

= [k(γ◦ γ),k(σ◦σ)] ,
[
k(γ′ ◦ γ

′),k(σ′ ◦σ′)
]

= [γ◦ k(γ),k(σ)◦σ] ,
[
γ′ ◦ k(γ′),k(σ′)◦σ′

]
=

[
((γ,σ)◦ (kγ,kσ)),((γ′,σ′)◦ (kγ

′,kσ
′))
]

=
[
((γ,σ),(γ′,σ′))◦ ((kγ,kσ),(kγ

′,kσ
′))
]

= ((γ,σ),(γ′,σ′))◦ (k(γ,σ),k(γ′,σ′))
= ((γ,σ),(γ′,σ′))◦ k((γ,σ),(γ′,σ′))

yani

k
[
((γ,σ),(γ′,σ′))◦ ((γ,σ),(γ′,σ′))

]
= k((γ,σ),(γ′,σ′))◦ ((γ,σ),(γ′,σ′))
= ((γ,σ),(γ′,σ′))◦ k((γ,σ),(γ′,σ′))

eşitliği elde edilir. Böylece Bim(C,G,δ)bir k-cebir yapısı oluşturur. 2

4.2 U(G,C)

Whitehead (1948) gruplar üzerinde çaprazlanmış modüller için tanımlanmış olan de-

rivasyon yarı grubunun terslenebilir elemanlarının kümesiyle Whitehead grubunu oluştur-

muştur. Norrie (1987) bu grup yardımıyla gruplar için aktör çaprazlanmış modül kavra-

mını tanımlamıştır. Biz ise Arvasi ve Ege’nin (2003) çalışmalarında değişmeli cebirlerin

aktör çaprazlanmış modülünü oluşturmada benzer rolü üstlenen ve (C,G,δ) çaprazlan-

mış modülü için U(G,C) ile gösterilen cebir yapısını aynı notasyonu kullanarak asosyatif

cebir içeriğine uyarlayacağız.
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Tanım 4.3 (C,G,δ), bir çaprazlanmış modül, d1,d2 : G→ C, k-lineer dönüşümleri, her

g1,g2 ∈ G için
d1(g1g2) = d1(g1) ·g2
d2(g1g2) = g1 ·d2(g2)

g1 ·d1(g2) = d2(g1) ·g2

şartlarını sağlamak üzere (d1,d2) ikililerinin kümesi U(G,C) ile gösterilir.

Bu küme üzerinde aşağıdaki işlemler tanımlıdır.

+) ((d1,d2)+(t1, t2)) = (d1 + t1,d2 + t2)
·) k(d1,d2) = (kd1,kd2)
◦) ((d1,d2)◦ (t1, t2)) = (d1δt1, t2δd2)

Önerme 4.4 (γd,σd) : C→ C, (γ′d,σ
′
d) : G→ G olmak üzere, herbir (d1,d2) ∈U(G,C)

dönüşümleri ile tanımlı γd = d1δ, σd = d2δ, γ′d = δd1, σ′d = δd2 dönüşümleri için

(γd,σd) ∈ Bim(C), (γ′d,σ
′
d) ∈ Bim(G) olur.

İspat: c,c′ ∈C ve g,g′ ∈ G için,

γd(cc′) = d1(δ(cc′))
= d1(δ(c)δ(c′))
= d1(δ(c)) ·δ(c′)
= γd(c) ·δ(c′)
= γd(c) · c′

σd(cc′) = d2(δ(cc′))
= d2(δ(c)δ(c′))
= δ(c) ·d2(δ(c′))
= δ(c) ·σd(c′)
= c ·σd(c′)

cγd(c′) = cd1(δ(c′))
= δ(c) ·d1(δ(c′))
= d2(δ(c)) ·δ(c′)
= d2(δ(c))c′

= σd(c)c′
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γ′d(gg′) = δ(d1(gg′))
= δ(d1(g) ·g′)
= δ(d1(g)) ·g′
= γ′d(g)g

′

σ′d(gg′) = δ(d2(gg′))
= δ(g ·d2(g′))
= g ·δ(d2(g′))
= gσ′d(g

′)

gγ′d(g
′) = gδ(d1(g′))

= δ(g ·d1(g′))
= δ(d2(g) ·g′)
= δ(d2(g))g′

= σ′d(g)g
′

γd(g · c) = d1(δ(g · c))
= d1(gδ(c))
= d1(g) ·δ(c)
= d1(g)c
= δ(d1(g)) · c
= γ′d(g) · c

γd(c ·g) = d1(δ(c ·g))
= d1(δ(c)g)
= d1(δ(c)) ·g
= γd(c) ·g

σd(g · c) = d2(δ(g · c))
= d2(gδ(c))
= g ·d2(δ(c))
= g ·σd(c)

σd(c ·g) = d2(δ(c ·g))
= d2(δ(c)g)
= δ(c) ·d2(g)
= cd2(g)
= c ·δ(d2(g))
= c ·σ′d(g)
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g · γd(c) = g ·d1(δ(c))
= d2(g) ·δ(c)
= d2(g)c
= δ(d2(g)) · c
= σ′d(g) · c

σ(c) ·g = d2(δ(c)) ·g
= δ(c) ·d1(g)
= cd1(g)
= c ·δ(d1(g))
= c · γ′(g)

olup (γd,σd) ∈ Bim(C) ve (γ′d,σ
′
d) ∈ Bim(G) elde edilir.2

Önerme 4.5 (γd,σd), (γ
′
d,σ
′
d) dönüşümleri aşağıdaki şartları sağlar.

i) γdd1 = d1δd1 = d1γ′d ve σdd2 = d2δd2 = d2σ′d

γdd2 = d1δd2 = d1σ′d ve σdd1 = d2δd1 = d2γ′d

ii)

C

γd ,σd

��

δ //

G

γ′d ,σ
′
d

��

d1oo
d2oo

C
δ //

Gd1oo
d2oo

diyagramı değişmelidir, yani,

δγd = δ(d1δ) = (δd1)δ = γ′dδ

δσd = δ(d2δ) = (δd2)δ = σ′dδ

iii) ((γd,σd),(γ
′
d,σ
′
d)) ∈ Bim(C,G,δ)



     27

Önerme 4.6 U(G,C) kümesi

+) ((d1,d2)+(t1, t2)) = (d1 + t1,d2 + t2)
·) k(d1,d2) = (kd1,kd2)
◦) ((d1,d2)◦ (t1, t2)) = (d1δt1, t2δd2)

işlemleriyle birlikte bir k-cebir yapısı oluşturur.

İspat: (d1,d2), (t1, t2) ∈U(G,C) için,

a) d1δt1(g1g2) = d1δ(t1(g1g2))
= d1δ(t1(g1) ·g2)
= d1(δ(t1(g1)) ·g2
= d1δt1(g1) ·g2

b) t2δd2(g1g2) = t2δ(d2(g1g2))
= t2δ(g1 ·d2(g2)
= t2(g1 ·δ(d2(g2))
= g1 · t2δd2(g2)

c) g1 ·d1δt1(g2) = g1 ·d1(δt1(g2))
= d2(g) ·δ(t1(g2))
= δ(d2(g)) · t1(g2)
= t2δ(d2(g1))) ·g2

olduğundan U(G,C) kümesi ◦ işlemine göre kapalıdır.

k×U(G,C) → U(G,C)
(k,(d1,d2)) 7→ (kd1,kd2)

olmak üzere,

i) k [((d1,d2)+(t1, t2))(g)] = k [(d1 + t1,d2 + t2)(g)]
= k [((d1 + t1)(g),(d2 + t2)(g)]
= [k(d1 + t1)(g),k(d2 + t2)(g)]
= [(kd1 + kt1)(g),(kd2 + kt2)(g)]
= ((kd1,kd2)(r))+((kt1,kt2)(g))
= [k(d1,d2)+ k(t1, t2)] (g)
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ii) (k1 + k2)(d1,d2)(g) = [(k1 + k2)d1(g),(k1 + k2)d2(g)]
= [k1d1(g)+ k2d1(g),k1d2(g)+ k2d2(g)]
= (k1d1(g),k1d2(g))+(k2d1(g)+ k2d2(g))
= k1(d1,d2)(g)+ k2(d1,d2)(g)

iii) (k1k2)(d1,d2)(g) = k1(k2d1(g),k2d2(g))
= (k1k2d1(g),k1k2d2(g))
= k1(k2(d1,d2))(g)

iv) k ((d1,d2)◦ (t1, t2))(g) = (k(d1 ◦ t1),k(t2 ◦d2))(g)
= ((kd1)◦ t1, t2 ◦ (kd2))(g)
= ((kd1,kd2)◦ (t1, t2))(g)
= (k(d1,d2)◦ (t1, t2))(g)

k ((d1,d2)◦ (t1, t2))(g) = (k(d1 ◦ t1),k(t2 ◦d2))(g)
= (d1 ◦ (kt1),(kt2)◦d2)(g)
= ((d1,d2)◦ (kt1,kt2))(g)
= ((d1,d2)◦ k(t1, t2))(g)

eşitlikleri sağlanır. 2

Önerme 4.7
Γ : U(G,C) −→ Bim(C)

(d1,d2) 7−→ (γd,σd) = (d1δ,d2δ)

Φ : U(G,C) −→ Bim(G)
(d1,d2) 7−→ (γ′d,σ

′
d) = (δd1,δd2)

dönüşümleri cebir homomorfizmleridir.

Yardımcı Teorem 4.8 ((γ,σ),(γ′,σ′)) ∈ Bim(C,G,δ) olmak üzere,

Bim(C,G,δ)×U(G,C) −→ U(G,C)
(((γ,σ),(γ′,σ′)),(t1, t2)) 7−→ (γt1, t2σ′)

U(G,C)×Bim(C,G,δ) −→ U(G,C)
((t1, t2),((γ,σ),(γ′,σ′))) 7−→ (t1γ′,σt2)

şeklinde tanımlanan dönüşümer Bim(C,G,δ) bileşik çarpım cebirinin U(G,C) kümesi

üzerine sırasıyla sol ve sağ etkileridir.
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İspat: ((γ,σ),(γ′,σ′)) ∈ Bim(C,G,δ), (t1, t2) ∈U(G,C) için (γt1, t2σ′) ve (t1γ′,σt2) ikili-

lerinin U(G,C) kümesine ait olduğunu gösterelim.

(γt1)(gg′) = γ(t1(gg′))
= γ(t1(g) ·g′)
= γ(t1(g)) ·g′
= ((γt1)(g)) ·g′)

(t2σ′)(gg′) = t2(σ′(gg′))
= t2(gσ′(g′))
= g · t2(σ′(g′))
= g · ((t2σ′)(g′))

g · ((γt1)(g′)) = g · (γ(t1(g′)))
= σ′(g) · t1(g′)
= t2(σ′(g)) ·g′
= ((t2σ′)(g)) ·g′

(t1γ′)(gg′) = t1(γ′(gg′))
= t1(γ′(g)g′)
= (t1(γ′(g))) ·g′
= ((t1γ′)(g)) ·g′

(σt2)(gg′) = σ(t2(gg′))
= σ(g · t2(g′))
= g ·σ(t2(g′))
= g · ((σt2)(g′))

g · ((t1γ′)(g′)) = g · (t1(γ′(g′)))
= t2(g) · (γ′(g′)
= σ(t2(g)) ·g′
= ((σt2)(g)) ·g′

Etki aksiyomlarının sağlandığı aşağıdaki eşitliklerden görülür.

i) k [((γ,σ),(γ′,σ′)) · (t1, t2)] = k(γt1, t2σ′)
= ((kγ)t1, t2(kσ′))
= ((kγ,kσ),(kγ′,kσ′)) · (t1, t2)
= [k((γ,σ),(γ′,σ′))] · (t1, t2)
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k [(t1, t2) · ((γ,σ),(γ′,σ′))] = k(t1γ′,σt2)
= (t1(kγ′),(kσ)t2)
= (t1, t2) · ((kγ,kσ),(kγ′,kσ′))
= (t1, t2) · [k((γ,σ),(γ′,σ′))]

ii) ((γ,σ),(γ′,σ′)) · ((t1, t2)+(u1,u2)) = ((γ,σ),(γ′,σ′)) · (t1 +u1, t2 +u2)
= (γ(t1 +u1),(t2 +u2)σ

′)
= (γt1 + γu1, t2σ′+u2σ′)
= (γt1, t2σ′)+(γu1,u2σ′)
= ((γ,σ),(γ′,σ′)) · (t1, t2)+((γ,σ),(γ′,σ′)) · (u1,u2)

((t1, t2)+(u1,u2)) · ((γ,σ),(γ′,σ′)) = (t1 +u1, t2 +u2) · ((γ,σ),(γ′,σ′))
= ((t1 +u1)γ

′,σ(t2 +u2))
= (t1γ′+u1γ′,σt2 +σu2)
= (t1γ′,σt2)+(u1γ′,σu2)
= (t1, t2) · ((γ,σ),(γ′,σ′))+(u1,u2) · ((γ,σ),(γ′,σ′))

iii)
[
((γ,σ),(γ′,σ′))+((γ,σ),(γ′,σ′))

]
· (t1, t2)

=
[
((γ,σ)+(γ,σ)),((γ′,σ′)+(γ′,σ′))

]
· (t1, t2)

=
[
(γ+ γ,σ+σ),(γ′+ γ

′,σ′+σ
′)
]
· (t1, t2)

= ((γ+ γ)t1, t2(σ′+σ
′))

= (γt1 + γt1, t2σ′+ t2σ
′)

= (γt1, t2σ′)+(γt1, t2σ
′)

= [((γ,σ),(γ′,σ′)) · (t1, t2)]+
[
((γ,σ),(γ′,σ′)) · (t1, t2)

]
(t1, t2) ·

[
((γ,σ),(γ′,σ′))+((γ,σ),(γ′,σ′))

]
= (t1, t2) ·

[
((γ,σ)+(γ,σ)),((γ′,σ′)+(γ′,σ′))

]
= (t1, t2) ·

[
(γ+ γ,σ+σ),(γ′+ γ,σ′+σ

′)
]

= (t1(γ′+ γ
′),(σ+σ)t2)

= (t1γ′+ t1γ
′,σt2 +σt2)

= (t1γ′,σt2)+(t1γ
′,σt2)

= [(t1, t2) · ((γ,σ),(γ′,σ′))]+
[
t1, t2) · (((γ,σ),(γ′,σ′))

]
iv) ((γ,σ),(γ′,σ′)) · ((t1, t2)◦ (u1,u2)) = ((γ,σ),(γ′,σ′)) · (t1δu1,u2δt2)

= (γt1δu1,u2δt2σ′)
= (γt1, t2σ′)◦ (u1,u2)
= [((γ,σ),(γ′,σ′)) · (t1, t2)]◦ (u1,u2)
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((t1, t2)◦ (u1,u2)) · ((γ,σ),(γ′,σ′)) = (t1δu1,u2δt2) · ((γ,σ),(γ′,σ′))
= (t1δu1γ′,σu2δt2)
= (t1, t2)◦ (u1γ′,σu2)
= (t1, t2)◦ [(u1,u2) · ((γ,σ),(γ′,σ′))]

v)
[
((γ,σ),(γ′,σ′))◦ ((γ,σ),(γ′,σ′))

]
· (t1, t2) =

[
((γ,σ)◦ (γ,σ)),((γ′,σ′)◦ (γ′,σ′))

]
· (t1, t2)

=
[
(γ◦ γ,σ◦σ),(γ′ ◦ γ

′,σ′ ◦σ′)
]
· (t1, t2)

= ((γ◦ γ)t1, t2(σ′ ◦σ′))
= (γ(γt1),(t2σ

′)σ′)
= ((γ,σ),(γ′,σ′)) · (γt1, t2σ

′)
= ((γ,σ),(γ′,σ′)) ·

[
((γ,σ),(γ′,σ′)) · (t1, t2)

]
(t1, t2) ·

[
((γ,σ),(γ′,σ′))◦ ((γ,σ),(γ′,σ′))

]
= (t1, t2) ·

[
((γ,σ)◦ (γ,σ)),((γ′,σ′)◦ (γ′,σ′))

]
= (t1, t2) ·

[
(γ◦ γ,σ◦σ),(γ′ ◦ γ

′,σ′ ◦σ′)
]

= (t1(γ′ ◦ γ
′),(σ◦σ)t2)

= ((t1γ′)γ′,σ(σt2))
= (t1γ′,σt2) · ((γ,σ),(γ′,σ′))
= [(t1, t2) · ((γ,σ),(γ′,σ′))] · ((γ,σ),(γ′,σ′)) 2
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5. ASOSYATİF CEBİRLER İÇİN AKTÖR ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLER

Bir cebirsel yapının diğeri üzerine etkisi gruplar için otomorfizm grubu yardımıyla

belirlenirken değişmeli cebirler için çarpım cebiri, asosyatif cebirler için ise bileşik çar-

pım cebiri ile verildiğinden daha önce söz edilmişti. Bu bölümde asosyatif cebirler için

bir çaprazlanmış modülün diğeri üzerine etkisi çaprazlanmış modüllerin bileşik çarpımı

ve U(G,C) cebiri ile oluşturulacak ve aktör çaprazlanmış modül olarak adlandırılacak olan

yapıyla verilecektir.

5.1 Bir Çaprazlanmış Modülün Aktörü

Teorem 5.1

4 : U(G,C) → Bim(C,G,δ)
(d1,d2) 7→ ((γd1,σd2),(γ

′
d1
,σ′d2

)) = ((d1δ,d2δ),(δd1,δd2))

dönüşümü k-cebir homomorfizmi olup,

Bim(C,G,δ)×U(G,C) −→ U(G,C)
(((γ,σ),(γ′,σ′)),(t1, t2)) 7−→ (γt1, t2σ′)

U(G,C)×Bim(C,G,δ) −→ U(G,C)
((t1, t2),((γ,σ),(γ′,σ′))) 7−→ (t1γ′,σt2)

etkileri ile birlikte (U(G,C),Bim(C,G,δ),4) üçlüsü bir çaprazlanmış modül yapısı oluş-

turur.

İspat: ((γ,σ),(γ′,σ′)) ∈ Bim(C,G,δ), (t1, t2) ∈U(G,C) için,

ÇM1) 4 [((γ,σ),(γ′,σ′)) · (t1, t2)] = 4(γt1, t2σ′)
= (γt1δ, t2σ′δ),(δγt1,δt2σ′)
= (γt1δ, t2δσ),(γ′δt1,δt2σ′)
= ((γ◦ γt ,σt ◦σ),(γ′ ◦ γ′t ,σ

′
t ◦σ′))

= [((γ,σ)◦ (γt ,σt)),((γ
′,σ′)◦ (γ′t ,σ′t))]

= ((γ,σ),(γ′,σ′))◦ ((γ′t ,σ′t),(γt ,σt))
= ((γ,σ),(γ′,σ′))◦4(t1, t2)
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4 [(t1, t2) · ((γ,σ),(γ′,σ′))] = 4(t1γ′,σt2)
= (t1γ′δ,σt2δ),(δt1γ′,δσt2)
= (t1δγ,σt2δ),(δt1γ′,σ′δt2)
= ((γt ◦ γ,σ◦σt),(γ

′
t ◦ γ′,σ′ ◦σ′t))

= [((γt ,σt)◦ (γ,σ)),((γ′t ,σ′t)◦ (γ′,σ′))]
= ((γ′t ,σ

′
t),(γt ,σt))◦ ((γ,σ),(γ′,σ′))

= 4(t1, t2)◦ ((γ,σ),(γ′,σ′))

ÇM2) 4(d1,d2) · (t1, t2) = ((γd,σd),(γ
′
d,σ
′
d)) · (t1, t2)

= (γdt1, t2σ′d)
= (d1δt1, t2δd2)
= (d1,d2)◦ (t1, t2)

(d1,d2) ·4(t1, t2) = (d1,d2) · ((γt ,σt),(γ
′
t ,σ
′
t))

= (d1γ′t ,σtd2)
= (d1δt1, t2δd2)
= (d1,d2)◦ (t1, t2)

şeklinde çaprazlanmış modül aksiyomları sağlanır.2

Tanım 5.2 Yukarıdaki teoremde verilen (U(G,C),Bim(C,G,δ),4) çaprazlanmış modü-

lüne (C,G,δ) çaprazlanmış modülünün aktör çaprazlanmış modülü denir ve A(C,G,δ)

ile gösterilir.

(C,G,δ) çaprazlanmış modülünün kendisi üzerine etkisi (C,G,δ)→ A(C,G,δ) çap-

razlanmış modül morfizmi ile verilir.

Yardımcı Teorem 5.3 (C,G,δ) bir çaprazlanmış modül olmak üzere

η : C → U(G,C)
c 7→ (η1C,η2C)

dönüşümü bir cebir homomorfizmidir.

İspat: İlk olarak, her c ∈C ve g ∈ G için,

η1C : G → C
g 7→ η1C(g) = c ·g ve

η2C : G → C
g 7→ η2C(g) = g · c

şeklinde tanımlı (η1C,η2C) dönüşümünün bir bileşik çarpan olduğunu gösterelim.
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η1C(gg′) = c · (gg′)
= (c ·g) ·g′
= η1C(g) ·g′

η2C(gg′) = (gg′) · c
= g · (g′ · c)
= g ·η2C(g′)

g ·η1C(g′) = g · (c ·g′)
= (g · c) ·g′
= η2C(g) ·g′

olduğundan (η1C,η2C) ∈U(G,C) olur. Ayrıca,

η1(cc′)(g) = η1CC′(g)
= (cc′) ·g
= (cδ(c′)) ·g
= (η1Cδ(c′)) ·g
= η1C(δ(c′)g)
= η1C(δ(c′ ·g))
= η1Cδ(η1C′(g))
= (η1C ◦η1C′)(g)

η2(cc′)(g) = η2CC′(g)
= g · (cc′)
= g · (δ(c)c′)
= g · (η2C′δ(c))
= η2C′(gδ(c))
= η2C′(δ(g · c))
= η2C′δ(η2C(g))
= (η2C ◦η2C′)(g)

olduğundan (η1C,η2C) bir cebir homomorfizmidir. 2

Yukarıda tanımlı η dönüşümünün görüntüsü Gör(η), E(G,C) ile gösterilir.
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Yardımcı Teorem 5.4

γg : C → C
c 7→ g · c

γ′g : G → G
g′ 7→ gg′

σg : C → C
c 7→ c ·g ve

σ′g : G → G
g′ 7→ g′g

olmak üzere,
α : G → Bim(C,G,δ)

g 7→ ((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g))

dönüşümü bir cebir homomorfizmidir.

İspat: g1,g2,g′ ∈ G ve c ∈C için,

γg1g2(c) = (g1g2) · c
= g1 · (g2 · c)
= g1 · γg2(c)
= γg1(γg2(c))
= (γg1 ◦ γg2)(c)

σg1g2(c) = c · (g1g2)
= (c ·g1) ·g2
= σg1(c) ·g2
= σg2(σg1(c))
= (σg2 ◦σg1)(c)

γ′g1g2
(g′) = (g1g2)g′

= g1(g2g′)
= g1(γ

′
g2
(g′)

= γ′g1
(γ′g2

(g′))
= (γ′g1

◦ γ′g2
)(g′)

σ′g1g2
(g′) = g′(g1g2)

= (g′g1)g2
= σ′g1

(g′)g2
= σ′g2

(σ′g1
(g′))

= (σg2 ◦σg1)(g
′)
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olduğundan α dönüşümü bir cebir homomorfizmidir. 2

α dönüşümünün görüntüsü Gör(α),G ile gösterilir.

Yardımcı Teorem 5.5 Bim(C,G,δ) bileşik çarpım cebirinin U(G,C) üzerine etkileri,

((γ,σ),(γ′,σ′)) · (η1C,η2C) = (η1γ(c),η2γ(c))

(η1C,η2C) · ((γ,σ),(γ′,σ′)) = (η1σ(c),η2σ(c))

şeklinde E(G,C) üzerinde etkilere indirgenir.

İspat:

[((γ,σ),(γ′,σ′)) · (η1C,η2C)] (g) = (γη1C,η2Cσ′)(g)
= (γη1C(g),η2Cσ′(g))
= [γ(η1C(g)),η2C(σ

′(g))]
= (γ(c ·g),σ′(g) · c)
= (γ(c) ·g,σ′(g) · c)
= (γ(c) ·g,g · γ(c))
= (η1γ(c)(g),η2γ(c)(g))
= (η1γ(c),η2γ(c))(g)

[(η1C,η2C) · ((γ,σ),(γ′,σ′))] (g) = (η1Cγ′,ση2C)(g)
= (η1Cγ′(g),ση2C(g))
= [(η1C(γ

′(g)),σ(η2C(g))]
= (c · γ′(g),σ(g · c))
= (c · γ′(g),g ·σ(c))
= (σ(c) ·g,g ·σ(c))
= (η1σ(c)(g),η2σ(c)(g))
= (η1σ(c),η2σ(c))(g)

olur.2

Yardımcı Teorem 5.6 E(G,C) ve G sırasıyla U(G,C) ve Bim(C,G,δ) kümelerinin birer

idealidir.
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İspat: (d1,d2) ∈U(G,C), (η1C,η2C) ∈ E(G,C) için,

[(d1,d2)◦ (η1C,η2C)] (g) = (d1δη1C(g),η2Cδd2(g))
= (d1δ(c ·g),η2Cσ′d(g))
= (d1(δ(c)g),σ′d(g) · c)
= ((d1δ(c)) ·g,g · γd(c))
= (γd(c) ·g,g · γd(c))
= (η1γd(c)(g),η2γd(c)(g))
= (η1γd(c),η2γd(c))(g)

olduğundan (η1γd(c),η2γd(c)) ∈ E(G,C) olur ve benzer şekilde

[(η1C,η2C)◦ (d1,d2)] (g) = (η1Cδd1(g),d2δη2C(g))
= (η1Cγ′d(g),d2δ(g · c))
= (c · γ′d(g),d2(gδ(c)))
= (c · γ′d(g),g ·d2(δ(c))
= (σd(c) ·g,g ·σd(c))
= (η1σd(c)(g),η2σd(c)(g))
= (η1σd(c),η2σd(c))(g)

eşitliğinden (η1σd(c),η2σd(c)) ∈ E(G,C) olduğu kolayca görülür. Böylece

E(G,C),U(G,C) cebirinin bir idealidir.

Ayrıca, ((γ,σ),(γ′,σ′)) ∈ Bim(C,G,δ), ((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g)) ∈ G için,

((γ,σ),(γ′,σ′))◦ ((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g)) = ((γ◦γg,σg ◦σ),(γ′ ◦γ′g,σ

′
g ◦σ′)) olup bileşenler

ayrı ayrı incelendiğinde,

γ◦ γg(c) = γ(g · c)
= d1(δ(g · c))
= d1(gδ(c))
= d1(g) ·δ(c)
= δ(d1(g)) · c
= γ′(g) · c
= γγ′(g)(c)
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σg ◦σ(c) = σg(d2δ(c))
= d2(δ(c)) ·g
= δ(c) ·d1(g)
= c ·δ(d1(g))
= c · γ′(g)
= σγ′(g)(c)

γ′ ◦ γ′g(g
′) = γ′(gg′)

= γ′(g)g′

= γ′
γ′(g)(g

′)

σ′g ◦σ′(g′) = σ′g(δd2(g′))
= δ(d2(g′))g
= δ(d2(g′) ·g)
= δ(g′ ·d1(g))
= g′δ(d1(g))
= g′γ′(g)
= σ′

γ′(g)(g
′)

olup ((γ,σ),(γ′,σ′))◦ ((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g)) = ((γγ′(g),σγ′(g)),(γ

′
γ′(g),σ

′
γ′(g))) ∈ G dir.

Benzer şekilde

((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g))◦ ((γ,σ),(γ′,σ′)) = ((γg ◦ γ,σ◦σg),(γ

′
g ◦ γ′,σ′ ◦σ′g)) olur ve

γg ◦ γ(c) = γg(d1δ(c))
= g ·d1(δ(c))
= d2(g) ·δ(c)
= δ(d2(g)) · c
= σ′(g) · c
= γσ′(g)(c)

σ◦σg(c) = σ(c ·g)
= d2(δ(c ·g))
= d2(δ(c)g)
= δ(c) ·d2(g)
= c ·δ(d2(g))
= c ·σ′(g)
= σσ′(g)(c)
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γ′g ◦ γ′(g′) = γ′g(δd1(g′))
= gδ(d1(g′))
= δ(g ·d1(g′))
= δ(d2(g) ·g′)
= δ(d2(g))g′

= σ′(g)g′

= γ′
σ′(g)(g

′)

σ′ ◦σ′g(g
′) = σ′(g′g)

= g′σ′(g)
= σ′

σ′(g)(g
′)

yani ((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g)) ◦ ((γ,σ),(γ′,σ′)) = ((γσ′(g),σσ′(g)),(γ

′
σ′(g),σ

′
σ′(g))) ∈ G . Böylece

G de Bim(C,G,δ) bileşik çaprazlanmış modülünün bir ideali olur.2

Teorem 5.7 (η,α) : (C,G,δ)→A(C,G,δ) dönüşümü bir çaprazlanmış modül homomor-

fizmidir.

İspat:

C

δ

� �

η //U(G,C)

∆

��
G

α
// Bim(C,G,δ)

diyagramının değişmeli olduğu aşağıdaki eşitliklerden kolayca görülür.

i) 4η(c) = 4ηc(g)
= 4(η1C(g),η2C(g))
=

[
(γη1C(c

′),ση2C(c
′)),(γ′η1C

(g),σ′η2C
(g))

]
= [(η1Cδ(c′),η2Cδ(c′)),(δη1C(g),δη2C(g))]
= [(c ·δ(c′),δ(c′) · c),(δ(c ·g),δ(g · c))]
= [(δ(c) · c′,c′ ·δ(c)),(δ(c)g,gδ(c))]

=
[
(γδ(c),σδ(c)),(γ

′
δ(c),σ

′
δ(c))

]
= α(δ(c))
= αδ(c)
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ii) (α(g)◦η(c))(g′) =
[
((γg,σg),(γ

′
g,σ
′
g)) · (η1C,η2C)

]
(g′)

= (γgη1C,η2Cσ′g)(g
′)

=
[
γgη1C(g′),η2Cσ′g(g

′)
]

= (γg(c ·g′),η2C(g′g))
= (g · (c ·g′),(g′g) · c)
= ((g · c) ·g′,g′ · (g · c))
= (η1g·c(g′),η2g·c(g′))
= η(g · c)(g′)

ve

(η(c)◦α(g))(g′) =
[
(η1C,η2C) · ((γg,σg),(γ

′
g,σ
′
g))
]
(g′)

= (η1Cγ′g,σgη2C)(g′)
=

[
η1Cγ′g(g

′),σgη2C(g′)
]

= (η1C(g′g),σg(g′ · c))
= (η1C(g′) ·g,(g′ · c) ·g)
= ((c ·g) ·g′,(g′ · c) ·g)
= ((c ·g) ·g′,g′ · (c ·g))
= (η1c·g(g′),η2c·g(g′))
= η(c ·g)(g′)

olduğundan çaprazlanmış modül homomorfizmi şartları sağlanır.2

Önerme 5.8

Gör(η,α) = Gör
(
(η1C,η2C) ,

(
(γg,σg) ,

(
γ
′
g,σ
′
g
)))

=
(
E (G,C) ,G,4

)
olup

(E(G,C),G,4)E (U(G,C),Bim(C,G,δ),4)

elde edilir.

İspat: i) ((γ,σ),(γ′,σ′))∈ Bim(C,G,δ), ((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g))∈G için Yardımcı Teorem

5.6 gereğince,

((γ,σ),(γ′,σ′))◦ ((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g)) = ((γγ′(g)(c)σγ′(g)(c)),(γ′γ′(g)(g

′),σ′
γ′(g)(g

′))) olup

((γγ′(g),σγ′(g)),(γ
′
γ′(g),σ

′
γ′(g))) ∈ G dir ve
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((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g)) ◦ ((γ,σ),(γ′,σ′)) = ((γσ′(g)(c)σσ′(g)(c)),(γ′σ′(g)(g

′),σ′
σ′(g)(g

′)))

olup

((γσ′(g),σσ′(g)),(γ
′
σ′(g),σ

′
σ′(g))) ∈ G elde edilir.

ii) ((γ,σ),(γ′,σ′)) ∈ Bim(C,G,δ), (η1C,η2C) ∈ E(G,C) için Yardımcı Teorem 5.6

gereğince

[((γ,σ),(γ′,σ′)) · (η1C,η2C)] (g) = (η1γ(c),η2γ(c))(g) elde edilir.

yani (η1γ(c),η2γ(c)) ∈ E(G,C) ve

[(η1C,η2C) · ((γ,σ),(γ′,σ′))] (g) = (η1σ(c),η2σ(c))(g) olup

(η1σ(c),η2σ(c)) ∈ E(G,C) elde edilir.

iii) ((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g)) ∈ G, (d1,d2) ∈U(G,C) için,[

((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g)) · (d1,d2)

]
(g′) = (γgd1,d2σ′g)(g

′)
= (γgd1(g′),d2σ′g(g

′))
= (g ·d1(g′),d2(g′g))
= (g ·d1(g′),g′ ·d2(g))
= (d2(g) ·g′,g′ ·d2(g))
= (η1d2(g)(g

′),η2d2(g)(g
′))

eşitliğinden (η1d2(g)),η2d2(g)) ∈ E(G,C)[
(d1,d2) · ((γg,σg),(γ

′
g,σ
′
g))
]
(g′) = (d1γ′g,σgd2)(g′)

= (d1(γ
′
g(g
′)),σg(d2(g′)))

= (d1(gg′),d2(g′) ·g)
= (d1(g) ·g′,g′ ·d1(g))
= (η1d1(g)(g

′),η2d1(g)(g
′))

eşitliğinden (η1d1(g),η2d1(g)) ∈ E(G,C) olduğundan çaprazlanmış modül ideali şart-

ları sağlanır.2
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Tanım 5.9 (E(G,C),G,4) çaprazlanmış modülüne iç çaprazlanmış modül denir ve

I (C,G,δ) ile gösterilir.

Tanım 5.10 A(C,G,δ)/I (C,G,δ) bölüm çaprazlanmış modülüne (C,G,δ) nın dış ak-

törü denir ve O(C,G,δ) ile gösterilir.

Çaprazlanmış modüllerin bir dizisi için,

0−→ (C′,G′,δ′)
(i, j)−→ (C,G,δ)

(ξ,τ)−→ (C′′,G′′,δ′′)−→ 0

(i, j) birebir, (ξ,τ) örten homomorfizm ve Gör(i, j) =Çek(ξ,τ) ise bu diziye çaprazlanmış

modüllerin bir kısa tam dizisi denir. Bu durumda aşağıdaki değişmeli diyagramı veren bir

(α,η) : (C,G,δ)−→ A(C′,G′,δ′)

morfizmi vardır.

0 // (C′,G′,δ′) //

��

(C,G,δ) //

(α,η)

��

(C′′,G′′,δ′′) //

��

0

0 // I (C′,G′,δ′) // A (C′,G′,δ′) // O (C′,G′,δ′) // 0

Burada her g,g′ ∈ G,c,c′ ∈C için,

η : C → U(G′,C′)
c 7→ (η1C,η2C)

η1C : G′ → C′

g′ 7→ η1C(g′) = c ·g′ ve
η2C : G′ → C′

g′ 7→ η2C(g′) = g′ · c

şeklinde tanımlı ve

α : G → Bim(C′,G′,δ′)
g 7→ ((γg,σg),(γ

′
g,σ
′
g))
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γg : C′ → C′

c′ 7→ g · c′
γ′g : G′ → G′

g′ 7→ gg′

σg : C′ → C′

c′ 7→ c′ ·g ve
σ′g : G′ → G′

g′ 7→ g′g

şeklinde tanımlıdır.

5.2 Aktör Çaprazlanmış Modül Örnekleri

Örnek 5.1 I, G de ideal olmak üzere i : I→ G içine dönüşümü

G× I −→ I
(g, i) 7−→ g · i = gi ve

I×G −→ I
(i,g) 7−→ i ·g = ig

etkileri ile birlikte (I,G, i) çaprazlanmış modülünü oluşturur.

χ = {(γ,σ) ∈ Bim(G) | (γ,σ) |I∈ Bim(I)} olmak üzere

∑ : Bim(I,G, i) −→ χ

((γ,σ),(γ′,σ′)) 7−→ (γ′,σ′)
ve

Φ : χ −→ Bim(I,G, i)
(γ,σ) 7−→ ((γ,σ) |I,(γ′,σ′))

homorfizmleri için,

∑Φ((γ,σ)) = ∑((γ,σ) |I,(γ,σ)) = (γ,σ)

olup

∑Φ = Idχ

Φ∑((γ,σ),(γ′,σ′)) = Φ((γ′,σ′)) = ((γ′,σ′) |I,(γ′,σ′))

olup

Φ∑ = IdBim(I,G,i)
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olur. Böylece

Bim(I,G, i)∼= χ

olur.

O halde

A(I,G, i) = (U(G, I),χ,4)

elde edilir.

Örnek 5.2 Örnek 5.1’de Özel olarak I = 0 ise

A(0,G, i) = (U(G,0),Bim(G),4) = (0,Bim(G), i)

ve I = G ise

A(G,G, Id) = (U(G,G),Bim(G),4) = (Bim(G),Bim(G), Id)

olur.
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6. ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLERİNİN ANNİHİLATÖRLERİ

Bir gruptan otomorfizm grubuna tanımlanan grup homomorfizminin çekirdeği gru-

bun merkezine karşılık gelirken bir asosyatif cebirden bileşik çarpım cebirine tanımlanan

cebir homomorfizmasının çekirdeği cebirin (sıfırlayıcısını) annihilatörünü verir. Bu bö-

lümde bu düşünce göz önüne alınarak annihilatör kavramı asosyatif cebirlerin çaprazlan-

mış modülleri için araştırılacaktır.

6.1 Asosyatif Cebirlerin Çaprazlanmış Modüllerinin Annihilatörleri

Tanım 6.1 (C,G,δ) çaprazlanmış modülünün annihilatörü,

(η,α) : (C,G,δ)→ A(C,G,δ)

homomorfizminin çekirdeği olarak tanımlanır ve Ann(C,G,δ) ile gösterilir.

Diğer bir deyişle,

Çekη = {c ∈C | η1(c) = 0,η2(c)}
= {c ∈C | c ·g = 0,g · c = 0,g ∈ G}
= AnnC(G)

Çekα =
{

g ∈ G | α(g) = ((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g)) = (0,0)

}
= {g ∈ G | γg(c) = g · c = 0,σg(c) = c ·g = 0,

γ′g(g
′) = gg′ = 0,σ′g(g

′) = g′g = 0,c ∈C,g′ ∈ G}
= AnnG(C)∩AnnG(G)

olmak üzere,

Ann(C,G,δ) = Çek(η,α) = (AnnC(G),AnnG(C)∩AnnG(G),δ)

çaprazlanmış modülüdür. Ayrıca Ann(C,G,δ) çaprazlanmış modül morfizminin çekirdeği

olduğundan (C,G,δ) çaprazlanmış modülünün bir idealidir.
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6.2 Annihilatör Örnekleri

Örnek 6.1 I, G de ideal olmak üzere (I,G, i) çaprazlanmış modülünü annihilatörü

{i ∈ I | g · i = gi = 0, i ·g = ig = 0,g ∈ G}= I∩AnnG(G)

{g ∈ G | g · i = 0, i ·g = 0, i ∈ I}∩
{

g ∈ G | g ·g′ = 0,g′ ·g = 0,g ∈ G
}
= AnnG(G)

olduğundan

(I∩AnnG(G),AnnG(G), i)

çaprazlanmış modüldür.

Burada g · i = gi = 0, i ·g = ig = 0,g ·g′ = gg′ = 0,g′ ·g = g′g = 0 dır.

Örnek 6.2 Özel olarak (G,G, Id) ve (0,G, i) çaprazlanmış modüllerin annihilatörleri

Ann(G,G, Id) = (G∩AnnG(G),AnnG(G), Id) = (AnnG(G),AnnG(G), Id)

Ann(0,G, i) = (0∩AnnG(G),AnnG(G), i) = (0,AnnG(G), i)

şeklindedir.

Örnek 6.3 C bir G modül olmak üzere (C,G,0) çaprazlanmış modülünün annihilatörü

Ann(C,G,0) = (H0(G,C),AnnG(C)∩AnnG(G),0)

şeklindedir.

Örnek 6.4 (G,Bim(G),δ) çaprazlanmış modülünün annihilatörü,

{
g′ ∈ G | γg ·g′ = gg′ = 0,g′ ·σg = g′g = 0;(γg,σg) ∈ Bim(G)

}
= AnnG(G)

{
(γg,σg) ∈ Bim(G) | γg ·g′ = γ(g)g′ = gg′ = 0,g′ ·σg = σg(g′) = 0; her g′ ∈ G

}
= (0,0){

(γg,σg) ∈ Bim(G) | γg · γg′ = 0,σg ·σg′ = 0; her (γg′ ,σg′) ∈ Bim(G)
}
=AnnBim(G)(Bim(G))

olduğundan

Ann(G,Bim(G),δ) = (AnnGG,(0,0)∩AnnBim(G)(Bim(G)),δ) = (AnnGG,(0,0),δ)
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şeklindedir.

Burada γg ·g′ = γ(g)g′ = gg′ = 0, g′ ·σg = σg(g′) = 0 ve

γg · γg′ = γg ◦ γg′ = 0, σg ·σg′ = σg′ ◦σg = 0 alınmıştır.

Örnek 6.5 δ : C→G örten dönüşümü ile (C,G,δ) çaprazlanmış modülünün annihilatörü,

{
c ∈C | g · c = δ(c′) · c = c′c,c ·g = c ·δ(c′) = cc′,c′ ∈C

}
= AnnC(C)

(
{

g ∈ Bim(C) = G | g · c = δ(c′) · c = c′c = 0,c ·g = c ·δ(c′) = cc′ = 0;c,c′ ∈C
}
∩

{
g ∈ Bim(C) = G | gg′ = δ(c′)δ(c′′) = 0,g′g = δ(c′′)δ(c′) = 0;c′,c′′ ∈C

}
)= δ(AnnC(C))

olduğundan

Ann(C,G,δ) = (Annc(C),δ(AnnC(C)),δ)

olur.

Burada gg′ = δ(c′)δ(c′′) = δ(c′c′′) = 0,g′g = δ(c′′)δ(c′) = δ(c′′c′) = 0 alınmıştır.
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7. ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLERİN YARI DİREKT ÇARPIMLARI

Aktör kavramının bir çaprazlanmış modülün kendisi üzerine etkisini tanımlamayla

doğrudan ilgili olduğundan söz edilmişti. Daha genel olarak (M,P,∂) çaprazlanmış modü-

lünün (C,G,δ) çaprazlanmış modülü üzerine etkisi (M,P,∂)→ A(C,G,δ) çaprazlanmış

modül morfizmi ile verilir. Bu bölümde bu kavram yardımıyla çaprazlanmış modüllerin

yarı direkt çarpımları oluşturulacaktır.

Tanım 7.1 (M,P,∂) çaprazlanmış modülü (C,G,δ) çaprazlanmış modülüne etki etsin.

Bu durumda

M

∂

��

ε //U(G,C)

∆

� �
P

ρ
// Bim(C,G,δ)

şeklinde bir (ε,ρ) çaprazlanmış modül morfizmi vardır.

Burada
ε : M −→ U(G,C)

m 7−→ ε(m) = (ε1(m),ε2(m))

ve
ρ : P−→ Bim(C,G,δ)

p 7−→ ρ(p) = (ρ1(p),ρ2(p))

olmak üzere

ρ1 : P → Bim(C)
p 7→ ρ1(p) = (γρ1(p),σρ1(p))

γρ1(p) : C → C
c 7→ p · c

σρ1(p) : C → C
c 7→ c · p
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ρ2 : P → Bim(G)
p 7→ ρ2(p) = (γρ2(p),σρ2(p))

γρ2(p) : G → G
g 7→ p ·g

σρ2(p) : G → G
g 7→ g · p

ε : M → U(G,C)
m 7→ (ε1(m),ε2(m))

ε1(m) : G → C
g 7→ ε1(m)(g)

ε2(m) : G → C
g 7→ ε2(m)(g)

şeklinde tanımlıdır.

Kolaylık olması açısından kısaca

γρ1(p) = γp,σρ1(p) = σp,γ
′
ρ1
(p) = γ′p ve σ′ρ1

(p) = σ′p diyelim.

M, σp∂ dönüşümü ile C üzerine etki eder bu etki CoM şeklinde yarıdirekt çarpım

olarak ifade edilir.

M, γp∂ dönüşümü ile C üzerine etki eder bu etki M nC şeklinde yarıdirekt çarpım

olarak ifade edilir.

Benzer şeklide P, σ′p dönüşümü ile G üzerine etki ettiğinden GoP yarıdirekt çarpımı

vardır. Ayrıca P, γ′p dönüşümü ile G üzerine etki ettiğinden GnP yarıdirekt çarpımı da

vardır.

· : (GoP)× (CoM) → (CoM)
((g, p),(c,m)) 7→ (g, p) · (c,m) = (p · c+ ε2m(g)+g · c, p ·m)

Burada p · c = γρ1(p)(c) olarak alınacaktır.

· : (CoM)× (GoP) → (CoM)
((c,m),(g, p)) 7→ (c,m) · (g, p) = (c · p+ ε1m(g)+ c ·g,m · p)

Burada ise c · p = σρ1(p)(c) olarak alınacaktır.
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π : CoM → (GoP)
(c,m) 7→ (δ(c),∂(m))

dönüşümü bir cebir morfizmidir. Gerçekten,

π((c1,m1) · (c2,m2)) = π(m1 · c2 + c1 ·m2 + c1c2,m1m2)
= (δ(γρ1∂(m1)(c2))+(δ(σρ1∂(c1)(m2))+δ(c1c2),∂(m1m2))
(∗)
= (γρ2∂(m1)(δ(c2))+σρ2δ(c1)(∂(m2))+δ(c1c2),∂(m1m2))
= (∂(m1) ·δ(c2)+δ(c1) ·∂(m2)+δ(c1)δ(c2),∂(m1)∂(m2))
= (δ(c1),∂(m1)) · (δ(c2),∂(m2))
= π(c1,m1) ·π(c2,m2)

(∗)ρ1∂ = (γρ1∂,σρ1∂), ρ2∂ = (γρ2∂,σρ2∂) olmak üzere

C

ρ1∂

��

δ //G

ρ2∂

� �
C

δ

//G

Diyagramı yardımıyla

δ(ρ1(∂(m1)(c2))) = δ
[
γρ1(∂(m1)(c2)),σρ1(∂(m1)(c2))

]
=

[
δ(γρ1(∂(m1)(c2))),δ(σρ1(∂(m1)(c2)))

]
= (γρ2∂(m1)(δ(c2)),σρ2δ(c1)(∂(m2))

elde edilir.

Yukarıda verilen etkilerle birlikte ((CoM),(GoP),π) bir çaprazlanmış modül ya-

pısı oluşturur.

ÇM1) π((g, p) · (c,m)) = π(p · c+ ε2m(g)+g · c, p ·m)
= (δ(p · c)+δ(ε2m(g))+δ(g · c),∂(p ·m))
(∗)
= (p ·δ(c)+g ·∂(m)+gδ(c), p∂(m))
= (g, p) · (δ(c),∂(m))
= (g, p) ·π(c,m) olduğu görülür.
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(∗)δ(p · c) = δ(γρ1(p)(c)) = γρ2(p)(δ(c)) = p ·δ(c) ve

M

∂

��

ε //U(G,C)

∆2

��
P

ρ2
// Bim(G)

diyagramı değişmeli olduğundan,

(δε1(m)(g),δε2(m)(g)) = (δε1(m),δε2(m))(g)
= 42((ε1,ε2)(m))(g)
= 42ε(m)(g)
= ρ2(∂(m))(g)
= (γρ2∂(m)(g),σρ2∂(m)(g))
= (∂(m)(g),(g)∂(m)) elde edilir.

Yani δε1(m)(g) = ∂(m)(g) ve δε2(m)(g) = (g)∂(m) eşitlikleri sağlanır.

π((c,m) · (g, p)) = π(c · p+ ε1m(g)+ c ·g,m · p)
= (δ(c · p)+δ(ε1m(g))+δ(c ·g),∂(m · p))
(∗)
= (δ(c) · p+∂(m) ·g+δ(c)g,∂(m)p)
= (δ(c),∂(m)) · (g, p)
= π(c,m) · (g, p) elde edilir.

(∗)δ(c · p) = δ(σρ1(p)(c)) = σρ2(p)(δ(c)) = δ(c) · p eşitliği sağlanır.

ÇM2) π(c1,m1) · (c2,m2) = (δ(c1),∂(m1)) · (c2,m2)
= (∂(m1) · c2,+ε2(m2)δ(c1)+δ(c1) · c2,∂(m1) ·m2)
= (γρ1∂(m1)(c2)+ ε2(m2)δ(c1)+ c1c2,m1m2)
(∗)
= (m1 · c2 + c1 ·m2 + c1c2,m1m2)
= ((c1,m1) · (c2,m2)) olur.

(∗)m1 · c2 = γρ1∂(m1)(c2) ve

M

∂

��

ε //U(G,C)

∆1

��
P

ρ1
// Bim(C)
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diyagramı değişmeli olduğundan,

(ε1(m2)δ(c1),ε2(m2)δ(c1)) = (ε1(m2),ε2(m2))δ(c1)
= 41(ε(m2)(c1)
= ρ1(∂(m2))(c1)
= (γρ1∂(m2),σρ1∂(m2))(c1)
= (γρ1∂(m2)(c1),σρ1∂(m2)(c1))
= (m2 · c1,c1 ·m2) elde edilir.

Yani, ε1(m2)δ(c1) = m2 · c1 ve ε2(m2)δ(c1) = c1 ·m2 olur.

(c1,m1) ·π(c2,m2) = (c1,m1) · (δ(c2),∂(m2))
= (∂(m2) · c1,+ε1(m1)δ(c2)+ c1 ·δ(c2),m1 ·∂(m2))
= (σρ1∂(m2)(c2)+ ε2(m1)δ(c2)+ c1c2,m1m2)
(∗)
= (c1 ·m2 +m1 · c2 + c1c2,m1m2)
= (m1 · c2 + c1 ·m2 + c1c2,m1m2)
= ((c1,m1) · (c2,m2)) elde edilirir.

(∗)c1 ·m2 = σρ1∂(m2)(c1) eşitliği sağlanır.

Böylece çaprazlanmış modül aksiyomlarının sağlandığı görülür.

Bu çaprazlanmış modüle (C,G,δ) ve (M,P,∂) nın (ε,ρ) ya bağlı yarıdirekt çarpımı

denir ve (C,G,δ) o(ε,ρ) (M,P,∂) ile gösterilir.
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8. AKTÖR ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLÜ ÇAPRAZLANMIŞ KARE

Çaprazlanmış modüller, 2 boyutlu cebirler olarak düşünülebileceğinden, bu görüşe

dayanılarak 2 boyutlu çaprazlanmış modüller olarak aşağıda verilen çaprazlanmış kare

yapısından söz edilebilir. Bu bölümde asosyatif cebirler için aktör çaprazlanmış modüllü

çaprazlanmış kare oluşturulacaktır. Bunun için öncelikle Ellis (1984) tarafından verilen

asosyatif cebirler için çaprazlanmış kare tanımını hatırlatalım.

8.1 Asosyatif Cebirlerin Çaprazlanmış Karesi

Tanım 8.1 Asosyatif cebirlerin bir çaprazlanmış karesi, P cebirinin L, M ve N üzerine

etkileri ile birlikte aşağıdaki aksiyomları sağlayan bir değişmeli diyagramdır.

L

λ′

��

λ // N

ν

��
M µ

// P

h : M×N→ L, h′ : N×M→ L fonksiyonları m, m′ ∈M, p ∈ P, l ∈ L, k ∈ K için

i) λ,λ′,µ,ν ve νλ dönüşümleri çaprazlanmış modüldür.

ii) λ,λ′ dönüşümleri P cebirinin etkilerini korur.

iii) kh(m,n) = h(km,n) = h(m,kn)

kh′(n,m) = h′(kn,m) = h′(n,km)

iv) p ·h(m,n) = h(p ·m,n), h(m,n) · p = h(m,n · p), h(m · p,n) = h(m, p ·n)

p ·h′(n,m) = h′(p ·n,m), h′(n,m) · p = h′(n,m · p), h′(n · p,m) = h′(n, p ·m)
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v) h(m+m′,n) = h(m,n)+h(m′,n)

h(m,n+n′) = h(m,n)+h(m,n′)

h′(n+n′,m) = h′(n,m)+h′(n′,m)

h′(n,m+m′) = h′(n,m)+h′(n,m′)

vi) λh(m,n) = µm ·n, λh′(n,m) = n ·µm

λ′h(m,n) = m ·νn, λ′h′(n,m) = νn ·m

vii) h(m,λl) = µm · l, h′(λl,m) = l ·µm

h(λ′l,n) = l ·νn, h′(n,λ′l) = νn · l

viii) n′ ·h(m,n) = h′(n′,m) ·n

m′ ·h′(n,m) = h(m′,n) ·m

Aşağıda, cebir homomorfizması yapısını içeren çaprazlanmış kare kavramının çap-

razlanmış ideal kavramıyla ilişkisine yer verilmiştir.

Önerme 8.2 Çaprazlanmış modüllerin

L

λ

��

α1 // N

ν

��
M

α2
/ / P

karesi mevcut iken α(λ) : α1 (L)→ α2 (M), ν : N→ P çaprazlanmış modülünün bir çap-

razlanmış idealidir.
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İspat: Aşağıdaki kareyi göz önüne alalım.

α1 (L) = L′

ν

��

µ // N

ν

��
α2 (M) = M′

η
// P

burada µ ve η içine dönüşümlerdir. ν : L′→M′ dönüşümü N cebirinin α1 (L) alt cebirine

kısıtlanmışı olarak tanımlanmıştır. Bu ν kısıtlanmış homomorfizminin ν homomorfizmi-

nin bir çaprazlanmış ideali olduğunu göstereceğiz.

İlk olarak (L′,M′,ν) çaprazlanmış modülünün (L,M,ν) çaprazlanmış modülünün alt

çaprazlanmış modülü olduğunu göstereceğiz.

i) L′ cebirinin N cebirinin bir alt cebiri olduğu açıktır. Benzer olarak α2 (M) = M′ de

P cebirinin bir alt cebiridir.

ii) α = (α1,α2) bir çaprazlanmış modül morfizmi olduğundan her l ∈ L ve m∈M için

α2(m) ·α1(l) = α1(l ·m) ve α1(l) ·α2(m) = α1(m · l) eşitlikleri sağlanır. Bu durumda

α2(m)∈M′ cebirinin α1(l)∈ L′ üzerine sol ve sağ cebir etkileri α2(m) ·α1(l)=α1(l ·m)∈

L′ ve α1(l) ·α2(m) = α1(m · l) ∈ L′ şeklinde verilebilir.

iii) ν : L′→M′ dönüşümünün bir çaprazlanmış modül olduğunu göstereceğiz.

Her α2(m) ∈M′ ve α1(l),α1(l′) ∈ L′ için

ν(α2(m) ·α1(l)) = να1(m · l)
= α2λ(m · l)
= α2(mλ(l))
= α2(m)α2λ(l)
= α2(m)να1 (l)
= α2(m)ν(l)
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ν(α1(l) ·α2(m)) = να1(l ·m)
= α2λ(l ·m)
= α2(λ(l)m)
= α2λ(l)α2(m)
= να1 (l)α2(m)
= ν(l)α2(m)

ve

ν(α1(l)) ·α1(l′) = α2(λ(l)) ·α1(l′)
= α1(λ(l) · (l′))
= α1(l · l′)
= α1(l) ·α(l′)

α1(l) ·ν(α1(l′)) = α1(l) ·α2(λ(l′))
= α1((l) ·λ(l′))
= α1(l · l′)
= α1(l) ·α(l′)

olur.

iv)

L′

ν

��

µ // N

ν

��
M′

η
// P

karesi değişmelidir çünkü µ ve η içine dönüşümlerdir ve ν de ν homomorfizminin kısıt-

lanmışıdır. Bu yüzden (L′,M′,ν) çaprazlanmış modülünün (L,M,ν) çaprazlanmış modü-

lünün alt çaprazlanmış modülüdür. Şimdi ideal olması için gereken diğer şartları göstere-

lim.

i) α1 : L→N, α2 : M→ P çaprazlanmış modülleriyle kare tanımlandığından α1 (L) =

L′ ve α2 (M) = M′ sırasıyla N ve P cebirinin idealleridir. Bu nedenle L′N ⊆ L′ ve NL′⊆ L′

ayrıca M′P⊆M′ ve PM′ ⊆M′ elde edilir.

ii) N ·M′ ⊆ L′ ve M′ ·N ⊆ L′ olduğunu göstermeliyiz. Bunu kanıtlamak için h,h′

dönüşümlerini kullanacağız.
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Her α2(m) ∈M′ ve n ∈ N için h(n,m),h′(m,n) ∈ L olup

n ·α2(m) = α1(h(n,m))

α2(m) ·n=α1(h′(m,n)) olur. Buradan n ·α2(m), α2(m) ·n∈α1 (L) = L′ olur. Böylece

N ·M′ ⊆ L′ ve M′ ·N ⊆ L′ elde edilir.

iii) P ·L′ ⊆ L′ ve L′ ·P⊆ L′ olduğunu göstermeliyiz.

Her p ∈ P ve α1 (l) ∈ L′ için etkileri p ·α1 (l) = α1 (m · l) ∈ L′, α1 (l) · p = α1 (l ·m) ∈

L′ şeklinde tanımlayabiliriz. Böylece L′, P cebirinin etkilerine göre kapalıdır ve ispat

tamamlanır. 2

Önerme 8.3 (N,P,ν) çaprazlanmış modülünün (L′,M′,ν) çaprazlanmış modül ideali ve

h : N×M′ → L′

(n,m′) 7→ h(n,m′) = n ·m′

h′ : M′×N → L′

(m′,n) 7→ h(m′,n) = m′ ·n

dönüşümleriyle bir çaprazlanmış kare oluşturulur.

L′

ν

��

// µ // N

ν

��
M′ //

η
// P

İspat: i) - viii) şartlarının sağlandığı basit olarak gösterilebilir. Burada sadece iv) ve

viii) eşitliklerinin ispatına yer verilecektir.

iv) p ∈ P,m′ ∈M′,n ∈ N için

p ·h(n,m′) = p · (n ·m′) = (p ·n) ·m′ = h(p ·n,m′)

h(n,m′) · p = (n ·m′) · p = n · (m′ · p) = h(n,m′ · p)
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h(n · p,m′) = (n · p) ·m′ = n · (p ·m′) = h(n, p ·m′)

p ·h′(m′,n) = p · (m′ ·n) = (p ·m′) ·n = h′(p ·m′,n)

h′(m′,n) · p = (m′ ·n) · p = (m′ ·n) · p = h′(m′,n · p)

h′(m′ · p,n) = (m′ · p) ·n = m′ · (p ·n) = h′(m′, p ·n)

viii) t ′ ∈M′,b ∈ N için

t ′ ·h(n,m′) = t ′ · (n ·m′) = (t ′ ·n) ·m′ = h′(t ′,n) ·m′

n ·h′(m′,b) = n · (m′ ·b) = (n ·m′) ·b = h(n,m′) ·b 2

Yukarıdaki iki önerme değişmeli cebirlerin çaprazlanmış modülleri için Odabaş ve

Ulualan’ın (2016) çalışmalarında yer almaktadır.

Ayrıca çaprazlanmış kare teorsinde çaprazlanmış modül teorisine benzer aşağıdaki

sonuçlar elde edilebilir.

L

λ

��

λ′ // M

µ

��
N

µ′
// P

çaprazlanmış karesi mevcut ise,

(1) Gör(λ′,µ′) =
(
K,Q,µ|

)
, (M,P,µ) çaprazlanmış modülünün bir idealidir.

(2) (i)

L

λ

��

λ′ // K

µ|

��
N

µ′
// Q
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K

µ|

��

i // M

µ

��
Q

i
// P

birer çaprazlanmış karedir.

(ii)
(
J,R,λ|

)
=Çek(λ′,µ′)⊆ Ann(L,N,λ) olmak üzere

(0,0,0)→
(
J,R,λ|

)
→ (L,N,λ)→

(
K,Q,µ|

)
→ (0,0,0)

çaprazlanmış modüllerin bir dizisi mevcuttur.

(iii) Son sonucun tersi de doğrudur, yani,çaprazlanmış modüllerin

(0,0,0)→ Çek
(
λ
′,µ′
)
→ (L,N,λ)

(λ′,µ′)−→ (M,P,µ)→ (0,0,0)

özelliğinde bir dizisi mevcut ise

L

λ

��

λ′ // M

µ

��
N

µ′
// P

bir çaprazlanmış karedir.

(iv)
(
K,Q,µ|

)
çaprazlanmış modülünün Ann(L,N,λ) üzerine etkisi trivialdir. Bu yüz-

den Ann(L,N,λ) ve
(
J,R,λ|

)
; (I,T,µ) modül yapısına sahiptir. Burada (I,T,µ)= (M,P,µ)

Gör(λ′,µ′)

alınmıştır.

Önerme 8.4

M∩N

λ′

��

λ // N

ν

��
M µ

// P

bir çaprazlanmış kare olsun ve N cebirinin M üzerine etkisi P ile tanımlansın

4 : M∩N→MoN dönüşümü4(m) = (−m,m) şeklinde tanımlansın. Bu durumda

Gör4, MoN cebirinin bir idealidir ve µ,ν dönüşümleri

∂(m,n) = µ(m)+ν(n)
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olacak şekildeki
MoN
Gör4

∂−→ P

çaprazlanmış modülünü oluşturur.

İspat:

∂ : MoN
Gör4 −→ P

((m,n)+ I) 7→ µ(m)+ν(n)
4 : M∩N −→ MoN

m 7→ 4(m) = (−m,m)

dönüşümlerini alalım.

Verilen kare diyagramı değişmeli olduğundan

x ∈M∩N için νλ(x) = µλ′(x) olup λ ve λ′ içine dönüşümler olduğundan ν(x) = µ(x)

elde edilir.

Gör4= {(−m,m) | m ∈M∩N} olduğundan,

her ((m,n)+Gör4),((m′,n′)+Gör4) ∈ MoN
Gör4 için

((m,n)+Gör4) = ((m′,n′)+Gör4) =⇒ (m,n)− (m′,n′) ∈ Gör4
=⇒ (m−m′,n−n′) ∈ Gör4
=⇒ −(m−m′) = (n−n′)
=⇒ µ(−(m−m′)) = ν(n−n′)
=⇒ −(µ(m−m′)) = ν(n−n′)
=⇒ −(µ(m)−µ(m′)) = ν(n)−ν(n′)
=⇒ −µ(m)+µ(m′) = ν(n)−ν(n′)
=⇒ µ(m′)+ν(n′) = ν(n)+µ(m)
=⇒ ∂((m′,n′)+Gör4) = ∂((m,n)+Gör4)

olur yani ∂ iyi tanımlıdır.

∂ dönüşümünün cebir homomorfizması olduğu kolayca gösterilebilir.

Her p ∈ P, ((m,n)+Gör4),((m′,n′)+Gör4) ∈ MoN
Gör4 için



     61

ÇM1) ∂(p · ((m,n)+Gör4)) = ∂((p ·m, p ·n)+Gör4)
= µ(p ·m)+ν(p ·n)
= p ·µ(m)+ p ·ν(n)
= p · (µ(m)+ν(n))
= p ·∂((m,n)+Gör4)

Benzer şekilde ∂(((m,n)+Gör4) · p) = ∂((m,n)+Gör4) · p olduğu gösterilebilir.

ÇM2)

∂((m,n)+Gör4) · ((m′,n′)+Gör4) = (µ(m)+ν(n)) · ((m′,n′)+Gör4)
= ((µ(m)+ν(n)) ·m′,(µ(m)+ν(n)) ·n′)+Gör4)
= ((µ(m) ·m′+ν(n) ·m′,µ(m) ·n′+ν(n) ·n′)+Gör4)
= ((mm′+ν(n) ·m′,µ(m) ·n′+nn′)+Gör4)
= ((mm′+n ·m′,m ·n′+nn′)+Gör4)
= ((mm′+n ·m′+m ·n′,nn′)+Gör4)
= ((m,n)+Gör4)((m′,n′)+Gör4)

Benzer şekilde

((m,n)+Gör4) ·∂((m′,n′)+Gör4) = ((m,n)+Gör4)((m′,n′)+Gör4)

elde edilir. Böylece ∂ dönüşümü bir çaprazlanmış modül olur. 2

8.2 Aktör Çaprazlanmış Kare

Önerme 8.5
h : U(G,C)×G → C

((d1,d2),g) 7→ h((d1,d2),g) = d1(g)

h′ : G×U(G,C) → C
(g,(d1,d2)) 7→ h′(g,(d1,d2)) = d2(g)

olmak üzere Bim(C,G,δ) cebirinin G ve C üzerine bilinen iz düşüm etkileri ile (C,G,δ)
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çaprazlanmış modülü ve A(C,G,δ) aktörü aşağıdaki çaprazlanmış kareyi oluşturur.

C

η

� �

δ // G

α

� �
U(G,C)

∆

// Bim(C,G,δ)

İspat: Öncelikle ispatımızda kullanacağımız dönüşüm ve etkileri hatırlayalım.

α : G → Bim(C,G,δ)
g 7→ ((γg,σg),(γ

′
g,σ
′
g))

γg : C → C
c 7→ g · c

γ′g : G → G
g′ 7→ gg′

σg : C → C
c 7→ c ·g ve

σ′g : G → G
g′ 7→ g′g

η : C → U(G,C)
c 7→ (η1C,η2C)

η1C : G → C
g 7→ η1C(g) = c ·g ve

η2C : G → C
g 7→ η2C(g) = g · c

4 : U(G,C) → Bim(C,G,δ)
(d1,d2) 7→ ((γd,σd),(γ

′
d,σ
′
d)) = ((d1δ,d2δ),(δd1,δd2))

Bim(C,G,δ)×C → C
(((γ,σ),(γ′,σ′)),c) 7→ ((γ,σ),(γ′,σ′)) · c = γ(c)

C×Bim(C,G,δ) → C
(c,((γ,σ),(γ′,σ′)))) 7→ c · ((γ,σ),(γ′,σ′)) = σ(c)

Bim(C,G,δ)×G → G
(((γ,σ),(γ′,σ′)),g) 7→ ((γ,σ),(γ′,σ′)) ·g = γ′(g)

G×Bim(C,G,δ) → G
(g,((γ,σ),(γ′,σ′))) 7→ g · ((γ,σ),(γ′,σ′)) = σ′(g)

i)4 çaprazlanmış modül olup istenen şartları sağladığı daha önce gösterilmiştir.
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α dönüşümünün çaprazlanmış modül aksiyomlarını sağladığını gösterelim.

((γ,σ),(γ′,σ′)) ∈ Bim(C,G,δ), g ∈ G için

ÇM1) α(((γ,σ),(γ′,σ′)) ·g) = α(γ′g)
= ((γγ′g,σγ′g),(γ

′
γ′g
,σ′

γ′g
))

= ((γ,σ),(γ′,σ′))◦ ((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g))

= ((γ,σ),(γ′,σ′))◦α(g)

α(g · ((γ,σ),(γ′,σ′))) = α(σ′g)
= ((γσ′g,σσ′g),(γ

′
σ′g
,σ′

σ′g
))

= ((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g))◦ ((γ,σ),(γ′,σ′))

= α(g)◦ ((γ,σ),(γ′,σ′))

ÇM2) α(g) ·g′ = ((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g)) ·g′

= γ′g(g
′) = gg′

g ·α(g′) = g · ((γg′ ,σg′),(γ
′
g′,σ

′
g′))

= σg′(g) = gg′

olduğundan α bir çaprazlanmış modüldür.

Ayrıca ((γ,σ),(γ′,σ′)) ∈ Bim(C,G,δ), c ∈C için αδ =4η = χ olsun.

ÇM1) χ(((γ,σ),(γ′,σ′)) · c) = χ(γc)
= αδ(γc)
= ((γδγc,σδγc),(γ

′
δγc

,σ′
δγc

))

= ((γγ′δc,σγ′δc),(γ
′
γ′δc

,σ′
γ′δc

))

= ((γ,σ),(γ′,σ′))◦ ((γδc,σδc),(γ
′
δc
,σ′

δc
))

= ((γ,σ),(γ′,σ′))◦αδ(c)
= ((γ,σ),(γ′,σ′))◦χ(c)
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χ(c · ((γ,σ),(γ′,σ′))) = χ(σc)
= αδ(σc)
= ((γδσc ,σδσc),(γ

′
δσc

,σ′
δσc

))

= ((γσ′δc ,σσ′δc),(γ
′
σ′δc

,σ′
σ′δc

))

= ((γδc,σδc),(γ
′
δc
,σ′

δc
))◦ ((γ,σ),(γ′,σ′))

= αδ(c)◦ ((γ,σ),(γ′,σ′))
= χ(c)◦ ((γ,σ),(γ′,σ′))

ÇM2) χ(c) · c′ = αδ(c) · c′
= ((γδc,σδc),(γ

′
δc
,σ′

δc
)) · c′

= γδc(c
′)

= δ(c) · c′
= cc′

c ·χ(c′) = c ·αδ(c′)
= c · ((γδc′

,σδc′
),(γ′

δc′
,σ′

δc′
))

= σδc′
(c)

= c ·δ(c′)
= cc′

olup χ = αδ =4η bir çaprazlanmış modüldür.

ii) ((γ,σ),(γ′,σ′)) ∈ Bim(C,G,δ), c ∈C için

α(((γ,σ),(γ′,σ′)) · c) = δ(γc)
= γ′δ(c)
= ((γ,σ),(γ′,σ′))◦δ(c)

α(c · ((γ,σ),(γ′,σ′))) = δ(σc)
= σ′δ(c)
= δ(c)◦ ((γ,σ),(γ′,σ′))

ve

η(((γ,σ),(γ′,σ′)) · c) = η(γc)
= (η1γc ,η2γc)
= ((γ,σ),(γ′,σ′)) · (η1C,η2C)
= ((γ,σ),(γ′,σ′)) ·η(c)
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η(c · ((γ,σ),(γ′,σ′))) = η(σc)
= (η1σc ,η2σc)
= (η1C,η2C) · ((γ,σ),(γ′,σ′))
= η(c) · ((γ,σ),(γ′,σ′))

olduğundan δ ve η, Bim(C,G,δ) etkisini korur.

iii) k ∈ k,(d1,d2) ∈U(G,C), g ∈ G için,

kh((d1,d2),g) = k(d1(g))
= kd1(g)
= d1(kg)
= h((d1,d2)(kg))

kh((d1,d2),g) = k(d1(g))
= (k(d1))g
= h(k(d1,d2),g)

kh′(g,(d1,d2)) = k(d2(g))
= kd2(g)
= d2(kg)
= h′((kg),(d1,d2))

kh′(g,(d1,d2)) = k(d2(g))
= (k(d2))g
= h′(g,k(d1,d2))

iv)((γ,σ),(γ′,σ′),c) ∈ Bim(C,G,δ), g ∈ G için

((γ,σ),(γ′,σ′)) · (h((d1,d2),g)) = ((γ,σ),(γ′,σ′)) ·d1(g)
= γd1(g)
= γd1(g)
= h((γd1,d2σ′),g)
= h((((γ,σ),(γ′,σ′)) · (d1,d2)),g)

h((d1,d2),g)) · ((γ,σ),(γ′,σ′)) = d1(g) · ((γ,σ),(γ′,σ′))
= σd1(g)
= σd1(g)
= d1σ′g
= h((d1,d2),σ

′
g)

= h((d1,d2),g · ((γ,σ),(γ′,σ′)))
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h(((γ,σ),(γ′,σ′)) · (d1,d2),g)) = h((γd1,d2σ′),g))
= γd1(g)
= γd1(g)
= d1γ′(g)
= h((d1γ′,σd2),g)
= h(((d1,d2) · ((γg,σg),(γ

′
g,σ
′
g)),g)

((γ,σ),(γ′,σ′)) · (h′(g,(d1,d2))) = ((γ,σ),(γ′,σ′)) ·d2(g)
= γd2(g)
= γd2(g)
= d2γ′(g)
= h′(γ′g,(d1,d2))
= h′(((γ,σ),(γ′,σ′)) ·g,(d1,d2))

h′((d1,d2),g)) · ((γ,σ),(γ′,σ′)) = d2(g) · ((γ,σ),(γ′,σ′))
= σd2(g)
= σd2(g)
= d2σ′g
= h′(g,(γd1,d2σ′))
= h′(g,(d1,d2) · ((γ,σ),(γ′,σ′)))

h′((d1,d2) · ((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g)),g)) = h′(g,(d1γ′,σd2))

= σd2(g)
= σd2(g)
= d2σ′(g)
= h′(g,(γd1,d2σ′))
= h′(g,(d1,d2) · ((γg,σg),(γ

′
g,σ
′
g)))

v) h((d1,d2)+(t1, t2),g) = h((d1 + t1,d2 + t2),g)
= (d1 + t1)g
= d1(g)+ t1(g)
= h((d1,d2),g)+h((t1, t2),g)

h((d1,d2),g1 +g2) = d1(g1 +g2)
= d1(g1)+d1(g2)
= h((d1,d2),g1)+h((d1,d2)),g2)

h′(g1 +g2,(d1,d2)) = d2(g1 +g2)
= d2(g1)+d2(g2)
= h′(g1,(d1,d2))+h′(g2,(d1,d2)))
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h′(g,(d1,d2)+(t1, t2)) = h′(g,(d1 + t1,d2 + t2))
= (d2 + t2)g
= d2(g)+ t2(g)
= h′(g,(d1,d2))+h′(g,(t1, t2))

vi) δh((d1,d2),g) = δ(d1(g))
= δd1(g)
= ((d1δ,d2δ),(δd1,δd2)) ·g
= ((γd,σd),(γ

′
d,σ
′
d)) ·g

= (4(d1,d2)) ·g

δh′(g,(d1,d2)) = δ(d2(g))
= δd2(g)
= g · ((d1δ,d2δ),(δd1,δd2))
= g · ((γd,σd),(γ

′
d,σ
′
d))

= g · (4(d1,d2))

ηh((d1,d2),g) = η(d1(g))
= (η1d1(g),η2d1(g))
(∗)
= ((d1γ′g,σgd2)
= (d1,d2) · ((γg,σg),(γ

′
g,σ
′
g))

= (d1,d2) ·α(g)

(∗) η1d1(g)(g
′) = d1(g) ·g′

= d1(gg′)
= d1γ′g(g

′)
ve

η2d1(g)(g
′) = g′ ·d1(g)

= d2(gg′)
= σgd2(g′)

ηh′((d1,d2),g) = η(d2(g))
= (η1d2(g),η2d2(g))
(∗)
= ((γgd1,d2σ′g)
= ((γg,σg),(γ

′
g,σ
′
g)) · (d1,d2)

= α(g) · (d1,d2)

(∗) η1d2(g)(g
′) = d2(g) ·g′

= g ·d1(g′)
= γgd1(g′)

ve
η2d2(g)(g

′) = g′ ·d2(g)
= d2(gg′)
= d2σ′g(g

′)
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vii) h((d1,d2),δ(c)) = d1(δ(c))
= d1δ(c)
= ((d1δ,d2δ),(δd1,δd2)) · c
= ((γd,σd),(γ

′
d,σ
′
d)) · c

= (4(d1,d2)) · c

h′(δ(c),(d1,d2)) = d2(δ(c))
= d2δ(c)
= c · ((d1δ,d2δ),(δd1,δd2))
= c · ((γd,σd),(γ

′
d,σ
′
d))

= c · (4(d1,d2))

h(η(c),g) = h((η1C,η2C),g)
= η1C(g)
= c ·g
= σg(c)
= c · ((γg,σg),(γ

′
g,σ
′
g))

= c ·α(g)

h′(g,η(c)) = h′(g,(η1C,η2C))
= η2C(g)
= g · c
= γg(c)
= ((γg,σg),(γ

′
g,σ
′
g)) · c

= α(g) · c

viii) g′ ·h((d1,d2),g) = g′ ·d1(g)
= d2(g′) ·g
= h′(g′,(d1,d2)) ·g

(t1, t2) ·h′(g,(d1,d2)) = 4(t1, t2) ·d2(g)
= t1δd2(g)
(∗)
= d2δt1(g)
= t1(g) ·4(d1,d2)
= h((t1, t2),g) · (d1,d2)

(∗) G2 = G olduğundan her g ∈ G için g = g1g2 yazılabilir.
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t1δd2(g1g2) = t1δ(g1 ·d2(g2))
= γt(g1 ·d2(g2))
= γ′t(g1) ·d2(g2)
= δt1(g1) ·d2(g2)
= d2((δt1(g1))g2)
= d2(δ(t1(g1)g2))
= d2(δ(t1(g1) ·g2))
= d2(δ(t1(g1g2)))
= d2δt1(g1g2)

elde edilir.2

Önerme 8.6

L

λ

��

λ′ // N

ν

��
M µ

// P

diyagramı h : M×N −→ L, h′ : N×M −→ L fonksiyonları ile birlikte bir çaprazlanmış

kare ise (M,P,µ), (L,N,λ
′
) üzerine etki eder.

İspat:

(M,P,µ)−→ A(L,N,λ
′
) = (U(N,L),Bim(L,N,λ

′
),∆)

çaprazlanmış modül morfizminin varlığını ispatlamamız gereklidir.

K : M −→ U(N,L)
m 7→ (H(m),H ′(m))

fonksiyonunu
H(m) : N −→ L

n 7→ H(m)(n) = h(m,n)

H ′(m) : N −→ L
n 7→ H ′(m)(n) = h′(n,m)

şeklinde tanımlayalım.

P cebirinin L üzerine etkisi α : P −→ Bim(L) ile N cebirinin L üzerine etkisi ise ν

dönüşümü ile belirlendiğinden,

H(m)(nn′) = h(m,nn′)
= h(m,n ·ν(n′))
= h(m,n) ·ν(n′)
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H ′(m)(nn′) = h′(n′n,m)
= h′(ν(n′) ·n,m)
= ν(n′) ·h′(n,m)

eşitliklerinden (H(m),H ′(m)) ∈U(N,L) olur.

H(mm′)(n) = h(m′m,n)
= h(µ(m′) ·m,n)
= µ(m′) ·h(m,n)
= h(m′,λ′h(m,n))
= H(m′)(λ′h(m,n))
= H(m′)λ′H(m′)(n)
= (H(m′)◦H(m))(n)

H ′(mm′)(n) = h′(n,mm′)
= h′(n,m ·µ(m′))
= h′(n,m) ·µ(m′)
= h′(λh′(n,m),m′)
= H ′(m′)(λh′(n,m))
= H ′(m′)λH ′(m′)(n)
= (H ′(m′)◦H ′(m))(n)

eşitliği sağlandığından (H(m),H ′(m)) bir homomorfizmdir.

P cebirinin, L ve N üzerine etkisi sırasıyla

α : P −→ Bim(L) ve β : P −→ Bim(N)
p 7−→ (γp,σp) p 7−→ (γ′p,σ

′
p)

γp : L −→ L γ′p : N −→ N
l 7−→ p · l n 7−→ p ·n

σp : L −→ L σ′p : N −→ N
l 7−→ l · p n 7−→ n · p

homomorfizmleriyle verildiğinden

θ : P−→ Bim(L,N,λ
′
)

p 7−→ (αp,βp) = ((γp,σp),(γ
′
p,σ
′
p))

fonksiyonu tanımlıdır.

i) αp = (γp,σp) ∈ Bim(L) ve βp = (γ′p,σ
′
p) ∈ Bim(N) olur.
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ii) βpλ′(l) = λ′(αp(l)) yani γ′pλ′(l) = λ′(γp(l)) ve σ′pλ′(l) = λ′(σp(l)) eşitliği aşağı-

daki diyagramdan görülür.

L

αp

� �

λ′ // N

βp

��
L

λ′
// N

iii)

γp(n · l) = p · (n · l)
= p · (ν(n) · l)
= (p ·ν(n)) · l
= ν(p ·n) · l
= (p ·n) · l
= γ′p(n) · l

γp(n · l) = p · (l ·n)
= p · (l ·ν(n))
= (p · l) ·ν(n)
= (p · l) ·n
= γp(l) ·n

σp(n · l) = (n · l) · p
= (ν(n) · l) · p
= ν(n) · (l · p)
= n · (l · p)
= n ·σp(l)

σp(n · l) = (l ·n) · p
= (l ·ν(n)) · p
= l · (ν(n) · p)
= l ·ν(n · p)
= l · (n · p)
= l ·σ′p(n)

n · γp(l) = n · (p · l)
= ν(n) · (p · l)
= (ν(n) · p) · l
= ν(n · p) · l
= (n · p) · l
= σ′p(n) · l
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σp(l) ·n = (l · p) ·n
= (l · p) ·ν(n)
= l · (p ·ν(n))
= l ·ν(p ·n)
= l · (p ·n)
= l · γ′p(n)

elde edilir. Böylece ((γp,σp),(γ
′
p,σ
′
p)) ∈ Bim(L,N,λ

′
) olur.

θ : P−→ Bim(L,N,λ
′
)

p 7−→ (αp,βp) = ((γp,σp),(γ
′
p,σ
′
p))

fonksiyonunun homomorfizma olduğu açıktır.

M

µ

��

K //U(N,L)

∆

��
P

θ

// Bim(L,N,λ′)

diyagramının değişmeli olması için

θµ(m) = ((γµ(m),σµ(m)),(γ
′
µ(m),σ

′
µ(m)))

∆K(m) = ∆(H(m),H ′(m)) = ((H(m)λ
′
,H ′(m)λ),(λ

′
H(m),λ

′
H ′(m)))

ifadelerinin eşitliği sağlanmalıdır.

H(m)λ
′
(l) = h(m,λ

′
(l))

= µ(m) · l
= γµ(m)(l)

H ′(m)λ
′
(l) = h′(λ

′
(l),m)

= l ·µ(m)
= σµ(m)(l)

λ
′
H(m)(n) = λ

′
h(m,n)

= µ(m) ·n
= γ′µ(m)(n)

λ
′
H ′(m)(n) = λ

′
h′(n,m)

= n ·µ(m)
= σ′µ(m)(n)

Son olarak,
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(θ(p) ·K(m))(n) =
[
((γp,σp),(γ

′
p,σ
′
p)) · (H(m),H ′(m))

]
(n)

= (γpH(m),H ′(m)σ′p)(n)
= (γpH(m)(n),H ′(m)σ′p(n))
= (γph(m,n),H ′(m)(n · p))
= (p ·h(m,n),h′(n · p,m))
= (h(p ·m,n),h′(n, p ·m))
= (H(p ·m), p ·H ′(p ·m))(n)
= K(p ·m)(n)

(K(m) ·θ(p))(n) =
[
(H(m),H ′(m)) · ((γp,σp),(γ

′
p,σ
′
p))
]
(n)

= (H(m)γ′p,σpH ′(m))(n)
= (H(m)γ′p(n),σpH ′(m)(n))
= (H(m)(p ·n),σp(h′(n,m))
= (h(m, p ·n),h′(n,m) · p)
= (h(m · p,n),h′(n,m · p))
= (H(m · p)(n),H ′(m · p)(n))
= K(m · p)(n)

eşitlikleri sağlanır. Dolayısıyla,

(K,θ) : (M,P,µ)−→ A(L,N,λ
′
)

dönüşümünün çaprazlanmış modül morfizmi olduğu görülür.

Böylece,

L

λ

��

λ′ // N

ν

��
M µ

// P

çaprazlanmış karesi, (L,N,λ
′
)o(K,θ) (M,P,µ) çaprazlanmış modülünü oluşturur. 2

Ayrıca, M ve N cebirlerinin rolleri değiştirilerek (L,N,λ
′
)o(K,θ) (N,P,ν) yarı direkt

çaprazlanmış modülü elde edilebilir.

Tanım 8.7 (M,P,∂) çaprazlanmış modülünün sırasıyla (C,G,δ) ve (C′,G′,δ′) çaprazlan-

mış modüllerine etkileri yani

(ε,ρ) : (M,P,∂)→ A(C,G,δ)

ve

(ε′,ρ′) : (M,P,∂)→ A(C′,G′,δ′)
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homomorfizmaları mevcut olsun.

( f ,φ) : (C,G,δ)→ (C′,G′,δ′) çaprazlanmış modül morfizmi aşağıdaki şartları sağlı-

yorsa (M,P,∂) çaprazlanmış modülünün etkisini korur denir.

Her m ∈M, p ∈ P, c ∈C, g ∈ G için

i) f (p · c) = p · f (c) ve f (c · p) = f (c) · p

ii) φ(p ·g) = p ·φ(g) ve φ(g · p) = φ(g) · p

iii) f (ε1(m)(g)) = ε′1(m)(φ(g)) ve f (ε2(m)(g)) = ε′2(m)(φ(g))

İlk şartın f (m · c) = m · f (c) ve f (c ·m) = f (c) ·m eşitliğini içerdiğini göstermek

kolaydır.

Bu durumda

M

∂

��

ε //U(G,C)

∆

� �
P

ρ
// Bim(C,G,δ)

şeklinde bir (ε,ρ) çaprazlanmış modül morfizmi vardır.

Burada
ε : M −→ U(G,C)

m 7−→ ε(m) = (ε1(m),ε2(m))

ve
ρ : P−→ Bim(C,G,δ)

p 7−→ ρ(p) = (ρ1(p),ρ2(p))

olmak üzere
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ρ1 : P → Bim(C)
p 7→ ρ1(p) = (γρ1(p),σρ1(p))

γρ1(p) : C → C
c 7→ p · c

σρ1(p) : C → C
c 7→ c · p

ρ2 : P → Bim(G)
p 7→ ρ2(p) = (γρ2(p),σρ2(p))

γρ2(p) : G → G
g 7→ p ·g

σρ2(p) : G → G
g 7→ g · p

ε : M → U(G,C)
m 7→ (ε1(m),ε2(m))

ε1(m) : G → C
g 7→ ε1(m)(g)

ε2(m) : G → C
g 7→ ε2(m)(g)

şeklinde tanımlıdır.

Benzer olarak

M

∂

��

ε′ //U(G′,C′)

∆′

��
P

ρ′
// Bim(C′,G′,δ′)

şeklinde bir (ε′,ρ′) çaprazlanmış modül morfizmi vardır.

ε′ : M −→ U(G,C)
m 7−→ ε′(m) = (ε′1(m),ε′2(m))

ve
ρ′ : P−→ Bim(C,G,δ)

p 7−→ ρ′(p) = (ρ′1(p),ρ′2(p))

olmak üzere
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ρ′1 : P → Bim(C′)
p 7→ ρ′1(p) = (γρ′1

(p),σρ′1
(p))

γρ′1
(p) : C′ → C′

c′ 7→ p · c′
σρ′1

(p) : C′ → C′

c′ 7→ c′ · p
ρ′2 : P → Bim(G′)

p 7→ ρ′2(p) = (γρ′2
(p),σρ′2

(p))
γρ′2

(p) : G′ → G′

g′ 7→ p ·g′
σρ′2

(p) : G′ → G′

g′ 7→ g′ · p
ε′ : M → U(G′,C′)

m 7→ (ε′1(m),ε′2(m))
ε′1(m) : G′ → C′

g′ 7→ ε′1(m)(g′)
ε′2(m) : G′ → C′

g′ 7→ ε2(m)(g′)
şeklindedir.

Ayrıca aşağıdaki diyagram değişmelidir.

C

f

��

δ // G

φ

��
C′

δ′
// G′

Yani δ′ f = φδ olur.

Önerme 8.8 Asosyatif cebirlerin bir karesi

L

λ′

��

λ // N

ν

��
M µ

// P

(K,θ) : (M,P,µ)→A (L,N,λ) etkisiyle birlikte bir çaprazlanmış kare oluşturur ancak ve

ancak (λ′,ν) : (L,N,λ) −→ (M,P,µ) dönüşümü (M,P,µ) çaprazlanmış modülünün etki-

sini koruyan çaprazlanmış modüllerin bir homomorfizmidir. Burada (K,θ)(λ′,ν) bileş-

kesi (L,N,λ) çaprazlanmış modülünün kendisi üzerine kanonik etkidir.
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İspat: Verilen karede h : M×N −→ L, h′ : N×M −→ L fonksiyonları tanımlı olsun.

Bu durumda

(K,θ) : (M,P,µ)−→ A(L,N,λ) = (U(N,L),Bim(L,N,λ),∆)

etkisi ve her m ∈M, n ∈ N için

H(m)(n) = h(m,n)

H ′(m)(n) = h′(n,m)

fonksiyonları ve θ(p) = (α(p),β(p)) = ((γp,σp),(γ
′
p,σ
′
p)) dönüşümleri mevcuttur ve bu-

rada α ve β sırasıyla P cebirinin L ve M üzerine etkileridir.

(M,P,µ) çaprazlanmış modülünün kendisi üzerine etkisi

(η,ψ) : (M,P,µ)−→ A(M,P,µ) = (U(P,M),Bim(M,P,µ),∆)

dönüşümü ile tanımlansın.

(λ′,ν) bir çaprazlanmış modül morfizmidir ve

λ
′(H(m)(n)) = λ

′h(m,n) = m ·ν(n) = η1m(ν(n))

λ
′(H ′(m)(n)) = λ

′h′(n,m) = ν(n) ·m = η2m(ν(n))

olduğundan (M,P,µ) çaprazlanmış modülünün etkisini korur. Dahası (K,θ)(λ′,ν) ,

(L,N,λ) üzerine kanonik etkidir. Çünkü,

Hλ′(l)(n) = h(λ′(l),n) = l ·ν(n)

H ′λ′(l)(n) = h′(n,λ′(l)) = ν(n) · l

θ1(ν(n) · l) = α(ν(n) · l) = γn(l) = n · l

θ1(l ·ν(n)) = α(l ·ν(n)) = σn(l) = l ·n

θ2(ν(n) ·n′) = β(ν(n) ·n′) = γ′n(n
′) = nn′
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θ2(n ·ν(n′)) = β(n ·ν(n′)) = σ′n′(n) = nn′

Tersine (λ′,ν) : (L,N,λ)→ (M,P,µ) dönüşümü (M,P,µ) çaprazlanmış modülünün

etkisini koruduğundan ve (M,P,µ) kendi üzerine kanonik etki oluşturduğundan aşağıdaki

eşitlikler sağlanır.

a) λ′(m · l) = m· λ′(l) λ′(l ·m) = λ′(l) ·m

b) ν(p ·n) = p ·ν(n) ν(n · p) = ν(n) · p

c) λ′(p · l) = p· λ′(l) λ′(l · p) = λ′(l) · p

d) λ′(H(m)(n)) = m ·ν(n) λ′(H ′(m)(n)) = ν(n) ·m

Diğer yandan(K,θ) etkisi verildiğinde aşağıdaki etkiler mevcuttur.

α : P −→ Bim(L) β : P −→ Bim(N)
p 7−→ (γp,σp) p 7−→ (γ′p,σ

′
p)

γp : L −→ L γ′p : N −→ N
l 7−→ p · l n 7−→ p ·n

σp : L −→ L σ′p : N −→ N
l 7−→ l · p n 7−→ n · p

ρ : P −→ Bim(M)
p 7−→ (γ′′p,σ

′′
p)

γ′′p : M −→ M
m 7−→ p ·m

σ′′p : M −→ M
m 7−→ n ·m

Dahası (K,θ)(λ′,ν) : (L,N,λ)−→ (M,P,µ)−→ A(L,N,λ) dönüşümü (L,N,λ) üze-

rine kanonik etki olduğundan aşağıdaki eşitlikler sağlanır.

i) Hλ′(l)(n) = h(λ′(l),n) = l ·ν(n)

H ′λ′(l)(n) = h′(n,λ′(l)) = ν(n) · l

ii) α(ν(n) · l) = γn(l) = n · l α(l ·ν(n)) = σn(l) = l ·n

β(ν(n) ·n′) = γ′n(n
′) = nn′ β(n′ ·ν(n)) = σ′n(n

′) = n′n

Sonuç olarak M cebirinin L ve N üzerine µ yardımıyla tanımlanan aşağıdaki etkilerini

elde ederiz.
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Her m ∈M, l ∈ L için

m · l = H(m)(λ(l)) = γµ(m)(l) = µ(m) · l

l ·m = H ′(m)(λ(l)) = σµ(m)(l) = l ·µ(m)

Her m ∈M, n ∈ N için

m ·n = γ′µ(m)(n) = µ(m) ·n

n ·m = σ′µ(m)(n) = n ·µ(m)

Ayrıca N cebirinin L ve M üzerine ν yardımıyla tanımlanan aşağıdaki etkileri mev-

cuttur.

her n ∈ N, l ∈ L için

n · l = γν(n)(l) = ν(n) · l

l ·n = σν(n)(l) = l ·ν(n)

N cebirinin L üzerine ν yardımıyla tanımlanan etkisi (L,N,λ) çaprazlanmış modü-

lündeki N cebirinin L üzerine etkisine denk gelmektedir.

her n ∈ N, m ∈M için

n ·m = ν(n) ·m

m ·n = m ·ν(n) olur.

Şimdi aşağıdaki şartları sağlayan h : M×N −→ L, h′ : N×M −→ L

h(m,n) = H(m)(n)

h′(n,m) = H ′(m)(n)
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fonksiyonlarını tanımlayalım.

i) ν : N −→ P bir çaprazlanmış modüldür.

ν(p ·n) = p ·ν(n)

ν(n · p) = ν(n) · p

ν(n) ·n′ = β(ν(n) ·n′) = γ′n(n
′) = nn′

n ·ν(n′) = β(n ·ν(n′)) = σ′n′(n) = nn′

µ : M −→ P hipotezden dolayı bir çaprazlanmış modüldür.

χ = νλ = µλ′ : L−→ P bir çaprazlanmış modüldür.

χ(p · l) = νλ(p · l) = ν(p ·λ(l)) = p ·ν(λ(l)) = p ·χ(l)

χ(l · p) = νλ(l · p) = ν(λ(l) · p) = ν(λ(l)) · p = χ(l) · p

χ(l) · l′ = νλ(l) · l′ = ανλ(l) · l′ = λ(l) · l′ = ll′

l ·χ(l′) = l ·νλ(l′) = l ·ανλ(l′) = l ·λ(l′) = ll′

ii) λ ve λ′, P cebirinin etkilerini korur.

λ(p · l) = (λγ(p))(l) = (γ′(p)λ)(l) = γ′(p)λ(l) = p ·λ(l)

λ(l · p) = (λσ(p))(l) = (σ′(p)λ)(l) = σ′(p)λ(l) = λ(l) · p

λ′(p · l) = p· λ′(l) ve λ′(l · p) = λ′(l) · p (c den dolayı)

iii) kh(m,n) = kH(m)(n) = H(km)(n) = h(km,n)

kh(m,n) = kH(m)(n) = H(m)(kn) = h(m,kn)
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kh′(n,m) = kH ′(m)(n) = H ′(km)(n) = h′(n,km)

kh′(n,m) = kH ′(m)(n) = H ′(m)(kn) = h′(kn,m)

iv) p ·h(m,n) = p ·H(m)(n) = H(p ·m)(n) = h(p ·m,n),

h(m,n) · p = (H(m)(n)) · p = H(m)(n · p) = h(m,n · p),

h(m · p,n) = H(m · p)(n) = H(m)(p ·n) = h(m, p ·n),

p ·h′(n,m) = p ·H ′(m)(n) = H ′(m)(p ·n) = h′(p ·n,m),

h′(n,m) · p = (H ′(m)(n)) · p = H ′(m · p)(n) = h′(n,m · p),

h′(n · p,m) = H ′(m)(n · p) = H ′(p ·m)(n) = h′(n, p ·m).

v) h(m+m′,n) = H(m+m′)(n)
= (H(m)+H(m′))(n)
= H(m)(n)+H(m′)(n)
= h(m,n)+h(m′,n)

h(m,n+n′) = H(m)(n+n′)
= H(m)(n)+H(m)(n′)
= h(m,n)+h(m,n′)

h′(n+n′,m) = H ′(m)(n+n′)
= H ′(m)(n)+H ′(m)(n′)
= h′(n,m)+h′(n′,m)

h′(n,m+m′) = H ′(m+m′)(n)
= (H ′(m)+H ′(m′))(n)
= H ′(m)(n)+H ′(m′)(n)
= h′(n,m)+h′(n,m′)

vi) λh(m,n) = λH(m)(n) = γ′µ(m)(n) = µ(m) ·n,

λh′(n,m) = λH ′(m)(n) = σ′µ(m)(n) = n ·µ(m)
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λ′h(m,n) = λ′H(m)(n) = σ′′
ν(n)(n) = m ·ν(n),

λ′h′(n,m) = λ′H ′(m)(n) = γ′′
ν(n)(n) = ν(n) ·m

vii) h(m,λ(l)) = H(m)(λ(l)) = γµ(m)(l) = µ(m) · l,

h′(λ(l),m) = H ′(m)(λ(l)) = σµ(m)(l) = l ·µ(m)

h(λ′(l),n) = H(m)(λ′(l)) = σν(n)(l) = l ·ν(n),

h′(n,λ′(l)) = H ′(m)(λ′(l)) = γν(n)(l) = ν(n) · l

viii) n′ ·h(m,n) = n′ ·H(m)(n) = (H ′(m)(n′)) ·n = h′(n′,m) ·n

m′ ·h′(n,m) = m′ ·H ′(m)(n) = (H(m′)(n)) ·m = h(m′,n) ·m 2

Örnek 8.1 (M,P,µ) bir çaprazlanmış modül olsun. Bu durumda

(η,γ) : (M,P,µ)→ A (M,P,µ)

çaprazlanmış modül morfizmi

(1,1) : A (M,P,µ)→ A (M,P,µ)

etkisi ile birlikte bir çaprazlanmış karedir.

Örnek 8.2 G bir asosyatif cebir olmak üzere, her g,g
′ ∈ G için,

φ : G−→ Bim(G)
g 7−→ φ(g) = (γg,σg)

olmak üzere, γg(g′) = gg
′
şeklinde tanımlı

γg : G−→ G

ve σg(g′) = g
′
g şeklinde tanımlı

σg : G−→ G
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dönüşümlerinden oluşan (γg,σg) ikilisinin G cebirinin iç (inner) çarpanları olarak adlan-

dırılıp ve bütün iç çarpanların kümesi I (G) ile gösterildiğini daha önce belirtmiştik.

φ : G −→ Bim(G) cebir homomorfizminin görüntüsü I (G), Bim(G) cebirinin ideali

olduğundan aşağıdaki diyagram asosyatif cebirlerin bir karesidir.

G

φ

��

φ // I (G)

i

��
I (G)

i
// Bim(G)

Örnek 8.3 (C,G,δ) bir çaprazlanmış modül, (η,α) : (C,G,δ)→ A(C,G,δ) dönüşümü

bir çaprazlanmış modül homomorfizmi olmak üzere,

Gör(η,α) = Gör
(
(η1C,η2C) ,

(
(γg,σg) ,

(
γ
′
g,σ
′
g
)))

=
(
E (G,C) ,G,4

)
olup

(E(G,C),G,4)E (U(G,C),Bim(C,G,δ),4)

elde edilir. (E(G,C),G,4) çaprazlanmış modülünü iç çaprazlanmış modül olarak adlan-

dırıp I (C,G,δ) ile gösterildiği daha önce belirtilmiştik. I (C,G,δ), A(C,G,δ) aktör çap-

razlanmış modülünün bir ideali olduğundan aşağıdaki diyagram çaprazlanmış modüllerin

bir karesidir.

(C,G,δ)

(η,α)

��

(η,α) // I (C,G,δ)

i

��
I (C,G,δ)

i
// A (C,G,δ)
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9. AKTÖR KULE VE TAM ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLER

(C,G,δ) çaprazlanmış modülünün annihilatörü sıfır (trivial) ise (C,G,δ), A(C,G,δ)

aktör çaprazlanmış modülü içine gömülür. Böylece, herbir terimi trivial annihilatöre sahip

olan ve

(C,G,δ)⊆ A(C,G,δ)⊆ A(A(C,G,δ))⊆ . . .

şeklinde herbiri diğerinin içine gömülen çaprazlanmış modüllerin bir dizisi elde edilir.

Arvasi ve Ege (2003) çalışmalarında değişmeli cebirlerin çaprazlanmış modülleri için

bu dizi yardımıyla aktör kule ve tam çaprazlanmış modül yapılarını tanımlamıştır. Bu

bölümde asosyatif cebirlerin çaprazlanmış modülleri için aktör kule kavramı inşaa edilip

tam çaprazlanmış modül yapısı tanımlanacaktır.

9.1 Aktör Kule

Önerme 9.1 (C,G,δ), trivial annihilatöre sahipse

A(C,G,δ) = (U(G,C),Bim(C,G,δ),4)

aktör çaprazlanmış modülü de trivial annihilatöre sahiptir.

İspat: Ann(C,G,δ) = (AnnC(G),AnnG(C) ∩ AnnG(G)) = 0 olduğunu varsaya-

lım. Bu durumda AnnC(G) = 0 ve AnnG(C) ∩ AnnG(G) = 0 olur. (d1,d2) ∈
AnnU(G,C)(Bim(C,G,δ)) ise ((γ,σ),(γ′,σ′)) ∈ Bim(C,G,δ) için annihilatör tanımından

((γ,σ),(γ′,σ′)) · (d1,d2) = (0,0)

(d1,d2) · ((γ,σ),(γ′,σ′)) = (0,0)

olur ve özel olarak ((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g)) ∈

_
G için,

((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g)) · (d1,d2) = (0,0)

(d1,d2) · ((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g)) = (0,0)
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eşitliği geçerlidir. Bu durumda her g′ ∈ G için,[
((γg,σg),(γ

′
g,σ
′
g)) · (d1,d2)

]
(g′) = (γgd1,d2σ′g)(g

′)
= (γgd1(g′),d2σ′g(g

′))
= (g ·d1(g′),d2(g′g))
= (g ·d1(g′),g′ ·d2(g))
= (d2(g) ·g′,g′ ·d2(g))[

(d1,d2) · ((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g))
]
(g′) = (d1γ′g,σgd2)(g′)

= (d1(γ
′
g(g
′)),σg(d2(g′)))

= (d1(gg′),d2(g′) ·g)
= (d1(g) ·g′,g′ ·d1(g))

eşitlikleri geçerlidir ve böylece

d1(g′),d2(g′) ∈ {c ∈C | g · c = 0}= AnnC(G) = 0

olduğundan (d1,d2) trivialdir. Dolayısıyla,

AnnU(G,C)(Bim(C,G,δ)) = (0,0)

elde edilir. Diğer yandan,

((γ,σ),(γ′,σ′)) ∈ AnnBim(C,G,δ)(U(G,C))∩AnnBim(C,G,δ)(Bim(C,G,δ))

elemanını alalım. Bu durumda, ((γ,σ),(γ′,σ′)) ∈ AnnBim(C,G,δ)(U(G,C)) olduğundan

(d1,d2) ∈U(G,C) için,

((γ,σ),(γ′,σ′)) · (d1,d2) = (0,0)

(d1,d2) · ((γ,σ),(γ′,σ′)) = (0,0)

sağlanır ve özel olarak, (η1C,η2C) ∈ E(G,C) için

((γ,σ),(γ′,σ′)) · (η1C,η2C) = (η1γ(c),η2γ(c)) = (0,0)

(η1C,η2C) · ((γ,σ),(γ′,σ′)) = (η1σ(c),η2σ(c)) = (0,0)

olur. Buradan,

η1γ(c)(g) = 0(g)
γ(c) ·g = 0
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η2γ(c)(g) = 0(g)
g · γ(c) = 0

η1σ(c)(g) = 0(g)
σ(c) ·g = 0

η2σ(c)(g) = 0(g)
g ·σ(c) = 0

ve AnnC(G) = 0 olduğundan, her c ∈ C için γ(c) = 0, σ(c) = 0 olup, (γ,σ) =

(0,0) elde edilir. Ayrıca, ((γ,σ),(γ′,σ′)) ∈ AnnBim(C,G,δ)Bim(C,G,δ) olduğundan,

((γ,σ),(γ′,σ′)),((γ,σ),(γ′,σ′)) ∈ Bim(C,G,δ) için

((γ,σ),(γ′,σ′))◦ ((γ,σ),(γ′,σ′)) = ((0,0),(0,0))

((γ,σ),(γ′,σ′))◦ ((γ,σ),(γ′,σ′)) = ((0,0),(0,0))

sağlanır ve özel olarak, ((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g)) ∈

_
G için,

((γ,σ),(γ′,σ′))◦ ((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g)) = ((γ◦ γg,σg ◦σ),(γ′ ◦ γ

′
g,σ
′
g ◦σ

′)) = ((0,0),(0,0))

olur ve buradan γ◦ γg = 0,σg ◦σ = 0,γ′ ◦ γ′g = 0 ve σ′g ◦σ′ = 0 elde edilir.

(γ′ ◦ γ
′
g)(g

′) = γ
′(gg′) = γ

′(g) ·g′ = 0

(σ′g ◦σ
′)(g′) = σ

′
g(g
′) ·g = g′ · γ′(g) = 0

eşitliklerinden

γ
′(g) ∈ AnnG(G)

elde edilir.

((γg,σg),(γ
′
g,σ
′
g))◦ ((γ,σ),(γ′,σ′)) = ((γg ◦ γ,σ◦σg),(γ

′
g ◦ γ

′,σ′ ◦σ
′
g)) = ((0,0),(0,0))

olur ve buradan γ◦ γg = 0,σg ◦σ = 0,γ′ ◦ γ′g = 0 ve σ′g ◦σ′ = 0 elde edilir.

(γ′g ◦ γ
′)(g′) = g · γ′g(g′) = σ

′(g) ·g′ = 0

(σ′ ◦σ
′
g)(g

′) = σ
′(g′g) = g′ ·σ′(g) = 0

eşitliğinden

σ
′(g) ∈ AnnG(G)
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elde edilir. Ayrıca, ((γ,σ),(γ′,σ′)) ∈ Bim(C,G,δ) ise

γ(g · c) = γ
′(g) · c

σ(g · c) = σ(g) · c

g · γ(c) = σ
′(g) · c

γ(c ·g) = g · γ(c)

σ(c ·g) = c ·σ′(g)

σ(c) ·g = c · γ′(g)

ve (γ,σ) = (0,0) olduğundan γ′(g) · c = 0,c · γ′(g) = 0, ve

γ
′(g) ∈ AnnG(C)

σ′(g) · c = 0,c ·σ′(g) = 0 olduğundan

σ
′(g) ∈ AnnG(C)

elde edilir. Dolayısıyla,

γ
′(g),σ′(g) ∈ AnnG(G)∩AnnG(C) = 0

olduğundan (γ′g,σ
′
g) = (0,0) bulunur. Böylece,

AnnBim(C,G,δ)(U(G,C)) ∩ AnnBim(C,G,δ)(Bim(C,G,δ)) = ((0,0),(0,0))

elde edilir ve A(C,G,δ) aktör çaprazlanmış modülünün annihilatörünün,

(AnnU(G,C)(Bim(C,G,δ)),AnnBim(C,G,δ)(U(G,C))∩AnnBim(C,G,δ)(Bim(C,G,δ))) 

= ((0,0),((0,0),(0,0)))

olduğu görülür.        

Böylece, trivial annihilatöre sahip bir (C,G,δ) çaprazlanmış modül yardımıyla çap-

razlanmış modüllerin bir dizisi oluşturulabilir. 2

Tanım 9.2 (C,G,δ), trivial annihilatöre sahip bir çaprazlanmış modül olmak üzere, her-

bir terim diğerinin içine gömülecek şekilde oluşturulan çaprazlanmış modüllerin

(C,G,δ)⊆ A(C,G,δ)⊆ A(A(C,G,δ))⊆ . . .

dizisine (C,G,δ) çaprazlanmış modülünün aktör kulesi denir.
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9.2 Tam Çaprazlanmış Modül

Tanım 9.3 Ann((C,G,δ)) = (0,0) ve (C,G,δ) −→ A(C,G,δ) örten homomorfizm ise

(C,G,δ) çaprazlanmış modülüne tam çaprazlanmış modül denir.

Bir aktör kule, bir tam çaprazlanmış modüle ulaştığında sonlanır.

A(C,G,δ) = I (C,G,δ) ise (C,G,δ) çaprazlanmış modülü yarı-tam olarak tanımlana-

bilir. Dolayısıyla, trivial annihilatörlü bir yarı-tam çaprazlanmış modül tamdır.

9.3 Tam Çaprazlanmış Modül Örnekleri

1. I,G cebirinin ideali olmak üzere i : I−→G çaprazlanmış modülünün tam olabilmesi

için gerek ve yeter şart AnnG(G) = 0 ve Bim(G) = I (G) olması yani, G cebirinin

tam olmasıdır. Böylece, G tam ise, G cebirinin I ideali için (I,G, i) çaprazlanmış

modülü tamdır. Dolayısıyla I = 0 veya I =G alırsak, bir çaprazlanmış modül olarak

kabul edeceğimiz bir tam cebir , bir tam çaprazlanmış modüldür.

2. (C,G,δ) basit bağlantılı çaprazlanmış modülünün tam olabilmesi için gerek ve ye-

ter şart C cebirinin tam ve G cebirine izomorf olmasıdır.
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10. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bir asosyatif cebirin diğeri üzerine etkisinin bileşik çarpım kavramıyla verildiği lite-

ratürde yer almaktadır. Bu tez çalışmasında bir asosyatif cebirin genelleştirilmesi olarak

düşünülebilen çaprazlanmış modül kavramı için etki kavramının çaprazlanmış modüllerin

bileşik çarpımı oluşturularak elde edilen aktör çaprazlanmış modül ile verildiği sonucuna

varılmıştır.

Daha açık olarak asosyatif cebirler üzerinde (C,G,δ) çaprazlanmış modülünün kendi

üzerine etkisinin (C,G,δ) −→ A(C,G,δ) çaprazlanmış modül homomorfizması yardı-

mıyla verilebileceği görülmüştür. Bu dönüşümün çekirdeğinin (C,G,δ) çaprazlanmış mo-

dülünün sıfırlayıcısı kavramına karşılık geldiği saptanmış ve buradan aktör kule ve tam

çaprazlanmış modül tanımlamalarının yapılması mümkün olmuştur.

Ayrıca bir çaprazlanmış modülün farkılı bir çaprazlanmış modül üzerine etkisi veri-

lerek etki kavramı ile çaprazlanmış kare arasındaki ilişki açıklanmıştır.

Bir cebir homomorfizması ideali ideale taşımayabilirken bu sonucun çaprazlanmış

kare yardımıyla çaprazlanmış modül idealleri için sağlandığı görülmüştür.

Böylece bileşik çarpım kavramının asosyatif cebirler için çaprazlanmış modül içeri-

ğine genellemesi sunulmuştur.

Bir küçük R−kategori,R−cebiroid ve özel olarak tek objeli bir R−cebiroid asosyatif

bir R−cebir olduğundan cebiroidler için benzer problem çalışılarak etki kavramına karşı-

lık gelen yapı araştırılarak bu çalışmanın bir genellemesi yapılabilir.

Ayrıca bileşik çarpım kavramıyla açıklanan etki kavramının yer aldığı teorilerde uy-

gulama alanı bulunabilir.
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tadır.




