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Ağustos 2015



Homotopy of 2-Crossed Module Maps

Kadir Emir

DOCTORAL DISSERTATION
Department of Mathematics and Computer Science

August 2015
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Matematik ve Bilgisayar Bilimleri Anabilim Dalı

Cebir ve Sayılar Teorisi Bilim Dalında

DOKTORA TEZİ
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İkinci Danışman : –
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ÖZET

Bu tezde öncelikle 2-çaprazlanmış modül morfizmlerinin (noktasal) homotopileri

üzerinde durularak homotopi kavramı tanımlanacaktır. Ardından temeli model kategori

yapısına dayanan sebepler dolayısıyla belirli kısıtlamalar kullanılarak bu homotopiler

üzerinde bir denklik bağıntısı oluşturulacak, sonrasında da bu denklik bağıntısı yardı-

mıyla bir gruboid yapısı elde edilecektir.

Tezin geri kalan kısmında ise yukarıda bahsedilen mevcut problem bir boyut ileri

taşınarak, 2-çaprazlanmış modül homomorfizmleri için 2-homotopilerin tanımlanması ve

bu 2-homotopiler yardımıyla da bir 2-gruboid yapısı elde edilmesi üzerinde durulacaktır.

Tüm bunların tanımlanabilmesi ve ispatların daha kolay işlemsiz bir şekilde tamam-

lanabilmesi için ise öncelikle herhangi bir 2-çaprazlanmış modül üzerinde 1-, 2- ve 3-

simpleks olarak adlandırılacak olan yeni cebirsel yapılara ve bu yapıların geometrik gös-

terimlerine ihtiyaç duyulacaktır. Diğer yandan tabi ki 2-çaprazlanmış modülün bir alt

basamağı olan çaprazlanmış modüller için de tüm mevcut problem öncelikli olarak ele

alınacak ve çözüme kavuşturulacaktır. Ayrıca homotopi için "noktasal" teriminin nereden

geldiği de çaprazlanmış modül morfizmleri için homotopi tanımı verildikten sonra detaylı

olarak açıklanacaktır.

Anahtar Kelimeler: Simplisel değişmeli cebir, 2-çaprazlanmış modül, kuadratik de-

rivasyon, homotopi, gruboid.
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SUMMARY

We address the (pointed) homotopy theory of 2-crossed modules of commutative al-

gebras, which are equivalent to simplicial commutative algebras with Moore complex of

length two. In particular, we construct for maps of 2-crossed modules a homotopy rela-

tion, and prove that it yields an equivalence relation in very unrestricted cases (freeness

up to order one of the domain 2-crossed module). This latter condition strictly includes

the case when the domain is cofibrant. Furthermore, we prove that this notion of homo-

topy yields a groupoid with objects being the 2-crossed module maps between two fixed

2-crossed modules (with free up to order one domain), the morphisms being the homoto-

pies between 2-crossed module maps.

Then, as the final part of the thesis, we address the 2-homotopy theory of 2-crossed

modules of commutative algebras. In particular, we define the concept of 2-fold homotopy

between a pair of 1-fold homotopies connecting 2-crossed module maps A→A ′. We also

prove that if the domain 2-crossed module A is free up to order one then we have a 2-

groupoid of 2-crossed module maps A→A ′ and their homotopies and 2-fold homotopies.

Keywords: Simplicial commutative algebra, 2-crossed module of commutative al-

gebras, quadratic derivation, homotopy, groupoid.
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ödeyemeyeceğim annem, babam, kardeşim ve artık ailemden biri olan Hilal ablam ve eşi Ali abiye;
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2.1 Giriş . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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1. GİRİŞ

G = (∂ : E → G,I) çaprazlanmış modül yapısı [8] gruplar üzerinde, bir ∂ : E → G grup

homomorfizmi ve G nin E üzerine bir I etkisi ile birlikte her e, f ∈ E ve g ∈ G için:

1. Peiffer-Whitehead şartı: ∂(gI e) = g∂(e)g−1,

2. Peiffer-Whitehead şartı: ∂(e)I f = e f e−1

şartları ile birlikte tanımlıdır. Bu şartlar literatürde genel olarak sadece Peiffer şartı olarak adlandı-

rılmasına karşın; Ronald Brown’un bu tez hakkındaki yorumundan, bu iki farklı kişinin, yukarıda

bahsedilen şartlardan farklı kaynaklarda bahsettiği ve zamanın ağır koşulları (savaş, teknoloji ve

iletişim) da göz önüne alındığında muhtemelen birbirinden habersiz olduğu öğrenilmiştir. Dolayı-

sıyla bu sebeplerden dolayı bu şartlara Peiffer-Whitehead şartları denmesi daha doğru olacaktır.

Çaprazlanmış modül yapısı gruplar üzerinde ilk kez Whitehead tarafından homotopi 2-tiplerin

cebirsel bir modellemesi olarak [32, 33] de tanımlanmıştır. Öyle ki [5, 25] grup çaprazlanmış

modülleri üzerindeki model kategori [12, 6] için homotopi kategorisi, noktasal 2-tipler üzerindeki

model kategorisi [17] için homotopi kategoriye denktir. Burada noktasal 2-tip olarak adlandırılan,

i≥ 3 için πi(X) = 0 olacak şekildeki yol bağlantılı X noktasal uzayıdır.

G= (Gn,di
n,s

i
n) ile gösterilen simplisel gruplar, noktasal (pointed) homotopi tipleri için model

olarak bilinmektedir [30]. Bu yapıda n ∈ N olmak üzere tüm Gn ler birer grup, ayrıca di
n : Gn→

Gn−1, i = 0, . . . ,n, ve si
n : Gn→Gn+1, i = 0, . . . ,n, birer grup homomorfizmi olmak üzere simplisel

özdeşlikler olarak adlandırılan birtakım özellikler geçerlidir. Mevcut bu yapı üzerinden, N(G)n =

∩n−1
i=0 ker(∂i

n)⊂ Gn grubu ve ayrıca dn : N(G)n→ N(G)n−1 homomorfizmi de dn
n : Gn→ G(n−1) in

kısıtlanmışı olarak alınması yardımıyla elde edilen:

N(G) =
(
. . .

d(n+1)−−−→ N(G)n
dn−→ N(G)(n−1)

d(n−1)−−−→ . . .
d3−→ N(G)2

d2−→ N(G)1
d1−→ G0

)
normal zincir kompleksi, G simplisel grubunun Moore kompleksi olarak adlandırılır. Ayrıca her

i > n için N(G)i nin tek elemanlı aşikar grup olması durumunda özel olarak bu simplisel grubun

Moore kompleksin uzunluğu n olarak adlanıdırılır.
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Bilindiği üzere çaprazlanmış modüller kategorisi, Moore kompleksinin uzunluğu 1 olan simp-

lisel gruplar kategorisine denktir [13]. Yine bu ilişki sebebiyle de çaprazlanmış modül kavramı,

simplisel homotopi teori içerisinde doğal olarak ortaya çıkmaktadır. Benzer durum gruboid yapısı

için de söz konusudur [27]. G → G ′ arasında tanımlı çaprazlanmış modül morfizmleri arasındaki

homotop olma bağıntısı yine ilk olarak Whitehead tarafından [33] de tanımlanmıştır. Diğer yandan

[7, 8] de görüleceği üzere; homotopi kavramı çaprazlanmış modüller üzerindeki kapalı monoidel

kategori yapısı ve interval obje çerçevesinde irdelenmiştir. Çaprazlanmış komplekslerin homoto-

pisi ayrıca Huebschmann tarafından da çalışılmış ve biraz daha genişletilmiştir [22].

G → G ′ arasındaki çaprazlanmış modül morfizmlerinin homotop olma bağıntısı:

• G ′ üzerindeki path obje yardımıyla, ya da

• G üzerindeki silindir obje yardımıyla

birbirine denk iki farklı yoldan tanımlanabilir. Elde edilen bu bağıntı da objeleri G→G ′ arasındaki

çaprazlanmış modül mofizmleri, morfizmleri de bunlar arasındaki homotopiler olan bir gruboid

yapısı elde edilmesini sağlar. Burada önemli olan husus, homotop olma bağıntısının bir denklik

bağıntısı olması gerektiğidir. Mevcut homotopi tanımı incelendiğinde, çaprazlanmış modüller için

genel olarak G ya da G ′ için herhangi bir kısıtlamaya gerek kalmaksızın G → G ′ arasında tanımlı

homotop olma bağıntısının her zaman bir denklik bağıntısı olduğu görülmektedir.

Fakat model kategori çerçevesinden bakılacak olursa; G → G ′ arasında tanımlı morfizmler

üzerindeki homotop olma bağıntısının bir denklik bağıntısı olması için G nin cofibrant obje ve G ′

nün de fibrant obje olması gerekmektedir [15]. Çaprazlanmış modüller kategorisi üzerinde tanımlı

bilinen model kategori yapısı [12] ele alındığında, burada her keyfi obje bir fibrant obje olmasına

karşın, G = (∂ : E → G,I) nin cofibrant olması için gerek ve yeter şart G nin bir serbest grup

olmasıdır [28]. Bu sonucun elde edilmesinde ise, simplisel kümeler üzerindeki model kategori

yapısı ve çaprazlanmış modüllerin simplisel yapı ile olan ilişkisi kullanılmıştır.

2-çaprazlanmış modül yapısı (gruplar üzerinde) ilk kez Conduché tarafından [13] de tanım-

lanmıştır. 2-çaprazlanmış modül, A = (L δ−→ E ∂−→ G,I,{,}) şeklinde G-modüllerin bir normal
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zincir kompleksi aracılığıyla tanımlıdır. Burada önemli olan (∂ : E → G,I) kısmının sadece bir

önçaprazlanmış modül olmasıdır [8]. 2-çarpazlanmış modül yapısına ait bir diğer detay olarak be-

lirli ek şartlara sahip bir (e, f ) ∈ E ×E 7−→ 〈e, f 〉 .
= e f e−1 ∂(e) I f−1 ∈ E, şeklinde ve kısaca

Peiffer lifting olarak adlandırılan {,} : E×E→ L bilineer dönüşümün varlığıdır.

Conduché [13] deki çalışmasında, 2-çaprazlanmış modüller kategorisinin Moore kompleksi-

nin uzunluğu iki olan simplisel gruplar kategorisine denk olduğunu söylemiş ve ispatlamıştır. Bu-

rada yine çaprazlanmış modüllerde olduğuna benzer şekilde, noktasal 3-tiplerle olan denklik söz

konusudur. Bu sonuç ayrıca [18] de, 2-çaprazlanmış modüllerin homotop olma bağıntısı verildik-

ten sonra direkt olarak ispatlanmıştır. Dahası, yine aynı çalışmada temel 2-çaprazlanmış modüller

CW-komplekslerle ilişkilendirilerek, bu ilişki yardımıyla 2-çaprazlanmış modül morfizmleri ve

homotopilerine geometrik bir yaklaşım getirilmiştir.

Homotopi 3-tipler için bir başka önemli cebirsel model ise çaprazlanmış kareler olup bilin-

diği üzere bu yapı da cat2-gruplara denktir. Ayrıca yine bu yapı bisimplisel gruplarla da yakın bir

ilişki içerisindedir. Homotopi 3-tipe bir model olarak, çaprazlanmış karelerin en önemli avantajı,

noktasal (pointed) uzaylar üzerinde tanımlı özel bir kategoriden, çaprazlanmış karelerin kategori-

sine bir temel çaprazlanmış kare funktorunun tanımlı olmasıdır. Bu funktor ayrıca belli birtakım

özelliklerle birlikte co-limitleri de korumaktadır [10]. Yine bu funktor yardımıyla elde edilen te-

mel çaprazlanmış kare, homotopi grupları yardımı haricinde Whitehead çarpımları yardımıyla da

tanımlanabilmektedir.

Gruplar üzerinde, A = (L δ−→ E ∂−→G,I,{,}) şeklinde bir 2-çaprazlanmış modül, G nin serbest

grup olması durumunda serbest1 2-çaprazlanmış modül olarak; daha özel olarak, (∂ : E → G,I)

nin bir serbest ön-çaprazlanmış modül olması durumunda ise serbest2 2-çaprazlanmış modül ola-

rak adlandırılır [20, 18]. 2-çaprazlanmış modüllerin [11, 12, 20, 24] de tanımlı model kategori

yapısında, herhangi bir
(
L δ−→ E ∂−→ G,I,{,}

)
2-çaprazlanmış modülünün cofibrant obje olması

ancak ve ancak serbest2 2-çaprazlanmış modül olması durumunda mümkündür (burada ayrıca

herhangi bir 2-çaprazlanmış modül fibrant objedir). Fakat ilginç bir şekilde, [20, 19] deki çalış-

mada A sadece serbest1 2-çaprazlanmış modül olarak alınıp, dolayısıyla (bilinen) cofibrant obje

olmasına gerek duyulmayarak; bu durum yardımıyla da A ′ yine herhangi bir 2-çaprazlanmış mo-

dül olmak üzere A → A ′ arasındaki morfizmler ve bunların homotopileri yardımıyla bir gruboid
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yapısı tanımlanmıştır (buradaki gruboid yapısında path objelerden yararlanılmıştır). Ardından da

bu gruboid yapısı bir boyut ileri taşınarak 2-fold homotopiler yardımıyla bir 2-gruboid yapısı ta-

nımlanmıştır. Burada A nın serbest1 olarak kısıtlanmasının önemi kompozisyon ve bununla ilişkili

diğer özelliklerin tanımlanabilmesidir. Tüm bunlar [20] de grup hali için açıkça ispatlanmıştır.

Bu tezdeki tüm cebirler değişmeli olup, sabit bir κ halkası üzerinde tanımlı olacaktır. Cebir-

ler üzerindeki 2-çaprazlanmış modül [14, 29] kavramı, L,E ve R birer (değişmeli) cebir olmak

üzere, etkinin otomorfizm grupları yerine; R bir cebir ve a,b ∈ R için f (ab) = f (a)b özelliğindeki

f : R→ R lineer dönüşümü yardımıyla tanımlı çarpanların tanımı göz önüne alınarak gruplar-

daki şekline paralel özellikler yardımıyla tanımlı olup, tezde herhangi bir 2-çaprazlanmış modül

A = (L ∂2−→ E ∂1−→ R,I,{,}) şeklinde gösterilecektir. Yine gruplardakine benzer olarak, değişmeli

cebirler için 2-çaprazlanmış modüller kategorisinin, Moore kompleksinin uzunluğu 2 olan simp-

lisel (değişmeli) cebirler kategorisine denk olduğu benzer funktorlar yardımıyla [1, 21, 29, 3] de

görülmektedir.

Tezde öncelikle değişmeli cebirlerin çaprazlanmış modül hali ele alınacak olup, herhangi bir

kısıtlamaya gerek duyulmaksızın, G ve G ′ birer genel çaprazlanmış modül olmak üzere G → G ′

şeklindeki çaprazlanmış modül morfizmleri ve bu morfizmler arasında tanımlanacak olan homo-

topi yardımıyla bir gruboid yapısı elde edilecektir.

Ardından değişmeli cebirler için 2-çaprazlanmış modül yapısına geçildiğinde, öncelikle her-

hangi iki keyfi A → A ′ 2-çaprazlanmış modül morfizmleri üzerindeki homotop olma bağıntısı bir

denklik bağıntısı olamayacağından dolayı, A nın serbest1 2-çaprazlanmış modül olarak sabitlen-

mesi yoluna gidilecektir. Bu özel durum ise [15] de bahsedilen model kategori yapısından daha

az kısıtlayıcı ve daha genel bir durum olacaktır. Çünkü orada A nın cofibrant obje olması serbest2

olmasını gerektirmektedir.

Dolayısıyla da bu tezde üzerinde durulacak olan serbest1 2-çaprazlanmış modül yapısı da

muhtemelen henüz keşfedilmemiş ve üzerinde durulmamış farklı bir model kategori yapısındaki

cofibrant objeye karşılık gelecektir. Önceki açıklamalardan anlaşılacağı üzere benzer ve bilinenden

farklı bir durum çaprazlanmış modüller için de ortaya çıkacak olup gruboid yapısı ve denklik

bağıntısında kullanılacak bu objelerin model kategori yapısı ile ilişkisinin ortaya çıkarılması bir
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başka çalışmaya bırakılacaktır.

Homotopi bağıntısının bir denklik bağıntısı olabilmesi noktasında karşılaşılan problemin bu

yeni fikir yardımıyla aşılmasından sora ise belirli işlemlerin yardımıyla bir gruboid yapısı tanımla-

nacaktır. Ardından da 2-çaprazlanmış modül morfizmlerinin homotopileri arasında tanımlanacak

olan 2-homotopi yardımıyla da özel bir 2-kategori yapısı olan 2-gruboid yapısı tanımlanacaktır.

Burada interchange law koşulunun gerekli olmadığı sesquigruboid [31] yapısının elde edilmesi,

sonuca ulaşmada bir ara basamak olarak kullanılacaktır.

Tezin büyük kısmını oluşturacak esas iki büyük problemden ilki 2-çaprazlanmış modüller

üzerinde tanımlanan homotopilerin (benzer şekilde 2-homotopilerin) kompozisyonunu tanımla-

mak ve bir diğeri ise homotopilerin kompozisyon işleminin asosyatifliğini göstermek olacaktır ki

bu problemlerin çözümünde ileri derecede teknik ve geometrik ispatlara gerek duyulacaktır. Bu

noktada da tezin ilk bölümündeki 1-, 2- ve 3- simpleks ya da bir diğer adla doğru, üçgen ve tetra-

hedron uzayları olarak adlandırabilecek olan yeni cebirsel yapılar önem kazanacak ve büyük rol

oynayacaktır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Giriş

Bu bölümde tez için gerekli olan temel kavramlar tanıtılacaktır. Bu amaçla da özellikle de-

ğişmeli cebirler üzerinde çaprazlanmış modül, 2-çaprazlanmış modül yapıları ve genel anlamda

homotopi gibi temel kavramlar ele alınacaktır.

2.2 Çaprazlanmış Modül

Gruplar üzerinde çaprazlanmış modül ilk olarak Whitehead tarafından [32, 33] de homotopi 2-

tipler için bir cebirsel model olarak tanımlanmıştır. Ardından Conduche [13] yine gruplar için

homotopi 3-tiplere bir model olarak 2-çaprazlanmış modül yapısını oluşturmuştur. Değişmeli ce-

birler üzerinde çaprazlanmış modül kavramı ise ilk kez Porter [29] ve 2-çaprazlanmış modül ise

Doncel, Grandjean, Vale [14] tarafından tanımlanmıştır.

Aşağıda bu yapılar tanıtılacaktır. Fakat önce, bu tanımlar için gerekli olan, değişmeli cebirler için

etki tanımı verilecektir:

Tanım 2.1 κ bir değişmeli halka, M and R birer (değişmeli) κ-cebir olmak üzere,

(r,m) ∈ R×M 7−→ r I m ∈M

şeklinde tanımlı κ-bilineer dönüşümü (her m,m′ ∈M ve r,r′ ∈ R için):

A1. r I (mm′) = (r I m)m′ = m(r I m′),

A2. (rr′)I m = r I (r′ I m)

şartlarını sağlıyorsa, R nin M üzerine bir sol etkisi olarak adlandırılır. (R nin M üzerinde sağ etkisi

de yine benzer şekilde tanımlanır.)
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Not 2.2 Tezin bundan sonraki kısmında R değişmeli κ-cebirinden çoğu zaman kısaca R "cebiri"

olarak bahsedilecektir.

Tanım 2.3 E ve R birer değişmeli κ-cebir ve ∂ : E → R bir κ-cebir morfizmi olmak üzere, R nin

E üzerine I etkisi ile birlikte (her e,e′ ∈ E ve r ∈ R için),

XM1) ∂(r I e) = r ∂(e)

şartı sağlanıyorsa (E,R,∂) bir önçaprazlanmış modül (Pre-XMod), buna ek olarak,

XM2) ∂(e)I e′ = ee′, her e,e′ ∈ E

şartı da sağlanıyorsa (E,R,∂) bir çaprazlanmış modül (XMod) olarak adlandırılır.

Bu iki şart, tezin giriş kısmında da bahsedildiği gibi Peiffer-Whitehead şartları olarak adlandırıl-

maktadır.

Örnek 2.1 R herhangi bir cebir ve E E R yani E de R nin bir ideali olsun. Bu durumda i : E→ R

içine dönüşümü,

(r,e) ∈ R×E 7−→ r I e = r e ∈ E

etkisi ile birlikte, (E,R, i) şeklinde bir çaprazlanmış modül tanımlar.

Örnek 2.2 E ve R birer κ-cebir olmak üzere,

0 : E −→ R
e 7−→ 0R

morfizmi ile birlikte (E,R,0) üçlüsü, etkiden bağımsız olarak bir çaprazlanmış modül tanımlar.

Tanım 2.4 (E,R,∂) ve (E ′,R′,∂′) birer çaprazlanmış modül olsun. f1 : E → E ′ ve f0 : R→ R′

cebir morfizmleri için aşağıdaki diyagram değişmeli

E ∂ //

f1

��

R

f0

��
E ′

∂′
// R′
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ve ayrıca (her e ∈ E, r ∈ R için):

f1(r I e) = f0(r)I f1(e)

şartı sağlanıyorsa, f = ( f1, f0) ikilisine bir çaprazlanmış modül homomorfizmi denir ve kısaca

f : (E,R,∂)→ (E ′,R′,∂′) şeklinde gösterilir.

2.3 2-Çaprazlanmış Modül

Tanım 2.5 R,E ve L değişmeli κ-cebirleri ve ∂1,∂2 cebir morfizmleri için:

L ∂2−→ E ∂1−→ R

bir zincir kompleksi olsun ve R nin kendi üzerine etkisi çarpım işlemi ile tanımlı olmak üzere R

nin E,L üzerine etkileri mevcut olsun. Ayrıca Peiffer lifting olarak adlandırılan:

{ ⊗ } : E⊗R E −→ L

R-bilineer fonksiyonu için (l, l′ ∈ L, e,e′,e′′ ∈ E ve r ∈ R olmak üzere):

2XM1) ∂2{e⊗ e′}= ee′−∂1(e′)I e,

2XM2) {∂2(l)⊗∂2(l′)}= ll′,

2XM3) {e⊗ e′e′′}= {ee′⊗ e′′}+∂1(e′′)I {e⊗ e′},

2XM4) {∂2(l)⊗ e}= eI′ l−∂1(e)I l,

2XM5) {e⊗∂2(l)}= eI′ l,

2XM6) r I {e⊗ e′}= {r I e⊗ e′}= {e⊗ r I e′}

şartları sağlansın. Bu durumda:

L ∂2−→ E ∂1−→ R

zincir kompleksine değişmeli cebirlerin 2-çaprazlanmış modülü (2XMod) denir ve kısaca

(L,E,R,∂1,∂2,{,}) şeklinde gösterilir.
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Not 2.6 Burada L ∂2−→ E morfizmi, E nin L üzerine:

eI′ l = {e⊗∂2(l)} (2.1)

etkisi ile birlikte bir çaprazlanmış modüldür.

Fakat genel olarak E ∂1−→ R kısmı sadece bir önçaprazlanmış modüldür. Peiffer elemanının ∂2

altındaki görüntüsü (2XM1) ise E ∂1−→ R in çaprazlanmış modül olması için gerekli olan cebirsel

farkı verir.

Tanım 2.7 (Serbest1 2-Çaprazlanmış Modül) (L,E,R,∂1,∂2,{,}) bir 2-çaprazlanmış modül ol-

sun. Eğer R bir serbest cebir ise bu 2-çaprazlanmış modül “serbest1 2-çaprazlanmış modül” ola-

rak adlandırılır. Tezin ileriki kısımlarında kullanılacak olan serbest1 2-çaprazlanmış modüller her

zaman sabit bir B ⊂ R tabanı ile birlikte tanımlı olacaktır. Yani R serbest cebiri bir başka deyişle,

(B⊂ R tabanındaki değerler üzerinde tanımlanan) κ [B] polinom cebiri olacaktır.

Örnek 2.3 (E,R,∂) önçaprazlanmış modül olsun. i : Ker(∂)→ E içine dönüşümü ve:

{ ⊗ }(e,e′) ∈ E⊗R E 7−→ {e⊗ e′} .
= ee′−∂(e)e′ ∈ ker(∂)

Peiffer liftingi ile birlikte tanımlı,

Ker(∂) i−→ E ∂−→ R

zinciri bir 2-çaprazlanmış modüldür.

Tanım 2.8 A = (L,E,R,∂1,∂2,{,}) ve A ′ = (L′,E ′,R′,∂′1,∂
′
2,{,}) birer 2-çaprazlanmış modül

olsun. f0 : R→ R′, f1 : E→ E ′ ve f2 : L→ L′ cebir morfizmleri için,

L
∂2 //

f2

��

E
∂1 //

f1

��

R

f0

��
L′

∂′2

// E ′
∂′1

// R′

diyagramı değişmeli oluyor ve bu morfizmler altında tüm mevcut etkiler korunuyor, yani (her

l ∈ L, e,e′ ∈ E ve r,r′ ∈ R için):

f1(r I e) = f0(r)I f1(e),
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f2(r I l) = f0(r)I f2(l),

f2{e⊗ e′}= { f1(e)⊗ f1(e′)},

şartları sağlanıyorsa, f = ( f2, f1, f0) : A → A ′ dönüşümü bu iki 2-çaprazlanmış modül arasındaki

2-çaprazlanmış modül homomorfizmi olarak adlandırılır.

2.4 Simplisel Cebirler

Bu kısımda, genel olarak herhangi bir C kategorisi için tanımlanan Simplisel Obje [26] kavramı,

değişmeli cebirlere uyarlanarak simplisel cebirin tanımı verilecektir.

Tanım 2.9 A simplisel cebiri, (n ∈ N) için An değişmeli cebirlerinin bir ailesi üzerinde:

dn
i : An→ An−1 , 0≤ i≤ n

sn+1
j : An→ An+1 , 0≤ j ≤ n

şeklinde tanımlı sınır (yüzey) ve dejenere dönüşümleri ile birlikte, aşağıda verilen ve simplisel

özdeşlikler adı verilen eşitlikleri sağlar:

(i) did j = d j−1di , i < j
(ii) sis j = s j+1si , i≤ j
(iii) dis j = s j−1di , i < j

d js j = d j+1s j = id
dis j = s jdi−1 , i > j+1

Herhangi bir simplisel cebir kısaca aşağıdaki şekilde resmedilir:

A = A3

//////// A2

d2 //
d1 //
d0 //

ee``ZZ A1
d1 //
d0 //

s0
ee

s1

`` A0
s0

ee (2.2)

Ayrıca simplisel cebirler kategorisi SimpAlg ile gösterilir.

Tanım 2.10 Simplisel cebirin özel bir durumu olarak, herhangi bir n değerinden büyük tüm yapı-

ların göz ardı edilmesi sonucu n-truncated simplisel cebir adı verilen:

TrnA = {An, . . . ,A1,A0}

yapısı elde edilir. Benzer şekilde, bu yapı yardımıyla elde edilen n-truncated simplisel cebirler

kategorisi de TrnSimpAlg şeklinde gösterilir ve bu kategori SimpAlg nin bir full alt kategorisidir.
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Dolayısıyla herhangi bir simplisel cebir üzerinde herhangi bir işlem gerekmeden istenilen n değeri

için bir n-truncated simplisel cebiri elde edilir ve bu geçiş funktoryal olarak:

Trn : SimpAlg→ TrnSimpAlg

şeklinde olup bu funktor:

coskn : TrnSimpAlg→ SimpAlg

şeklinde tanımlı “n-coskeleton” funktoruyla sağ adjoint; ayrıca:

skn : TrnSimpAlg→ SimpAlg

şeklinde tanımlı “n-skeleton” funktoruyla da sol adjointtir.

Tanım 2.11 A bir simplisel cebir olsun. Bu durumda (N A)0 = A0 olmak üzere:

(N A)n =
n−1⋂
i=0

Ker(di)

değişmeli cebirleri ve dn in kısıtlanması olarak tanımlı ∂n : (N A)n → (N A)n−1 morfizmleri ile

birlikte tanımlanan (normal) zincir kompleksi A nın Moore kompleksi olarak adlandırılır ve kısaca

N A şeklinde gösterilir.

A bir simplisel cebir olsun. Bu durumda her n≥ t+1 için (N H )n = {0} oluyorsa, bu durumda

A simplisel cebirinin Moore kompleksinin uzunluğu t olarak adlandırılır.

Simplisel cebirlerin çaprazlanmış modüller ve 2-çaprazlanmış modüllerle olan ilişkişi aşağı-

daki şekildedir:

Teorem 2.12 2-çaprazlanmış modüller kategorisi, Moore kompleksinin uzunluğu 2 olan simplisel

cebirler kategorisine denktir [4, 2, 1]. Ayrıca benzer denklik çaprazlanmış modüller için de söz

konusurudur.

2.5 Homotopi

Bu bölümde özellikle [23] de verilen homotopi kavramlarından tez için gerekli olan temel

bilgiler üzerinde durulacaktır.
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İlk olarak herhangi bir kategori üzerindeki homotopi tanımına geçmeden önce, homotopinin en

temel düzeyde örneği olan topolojik uzaylar üzerindeki homotopi tanımı verilecektir:

Tanım 2.13 X ile Y iki topolojik uzay, f ,g : X→Y iki sürekli fonksiyon ve I = [0,1] olmak üzere

eğer bir:
φ : X× I −→ Y

(x, t) 7−→ φ(x, t)

sürekli fonksiyonu,

φ(x,0) = f (x) ve φ(x,1) = g(x)

şartlarıyla birlikte tanımlanabiliyorsa bu durumda f ile g fonksiyonlarına homotopiktir denir ve

kısaca f ' g şeklinde gösterilir. Ayrıca φ dönüşümüne de f ile g arasındaki homotopi denir.

Kamps K.H. ve Porter, T. [23] çalışmalarında homotopi kavramını kategoriler üzerine genel-

leştirmişlerdir. Bunun için ilk olarak herhangi bir kategoride, topolojik uzayların homotopi tanı-

mındaki I = [0,1] nın yerini tutan ve adına silindir obje denen kavramı tanımlamışlardır. Şimdi bu

tanımı kısaca hatırlansın:

Tanım 2.14 C herhangi bir kategori olsun. IdC : C → C birim funktor olmak üzere bir

( )× I : C −→ C
X 7−→ X× I
f 7−→ f × idI

funktoru için,

e0 : IdC → ( )× I, e1 : IdC → ( )× I ve σ : ( )× I→ IdC

doğal dönüşümleri

σ◦ e0 = σ◦ e1 = idC

şartını sağlıyorsa ( )× I : C → C funktoruna C üzerinde bir I silindiri ya da silindir funktoru

denir. Ayrıca ( )× I funktoru bir X objesine uygulandığında bu kısaca X× I şeklinde gösterilir.

Örnek 2.4 Bir silindir için en temel örnek Top topolojik uzaylar kategorisi için verilebilir. Bir X

topolojik uzayı üzerindeki:

X× I = X× [0,1]
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silindiri için, e0,e1 ve σ doğal dönüşümleri:

e0(X) : X −→ X× [0,1]
x 7−→ e0(X)(x) = (x,0)

e1(X) : X −→ X× [0,1]
x 7−→ e1(X)(x) = (x,1)

ve
σ(X) : X× [0,1] −→ X

(x, t) 7−→ σ(X)(x, t) = x

şeklinde tanımlanır.

Böylelikle bir I =
(
( )× I,e0,e1,σ

)
silindir objesi ile birlikte, herhangi bir C kategorisindeki

homotopi aşağıdaki şekilde tanımlanabilir:

Tanım 2.15 C bir kategori, X ,Y ∈ Ob(C ) ve
(

f ,g : X → Y
)
∈Mor(C ) olsun. Bu durumda eğer

bir:

φ : X× I −→ Y

morfizmi:

φ
(
e0(X)

)
= f ve φ (e1(X)) = g

olacak şekilde bulunabiliyorsa f ile g ye homotopiktir denir ve f ' g biçiminde gösterilir; ayrıca

φ morfizmine de f ile g arasındaki homotopi denir.

Bu tezdeki temel amaç öncelikle değişmeli cebirlerin çaprazlanmış modül morfizlerinin ho-

motopisini tanımlamaktır. Bilindiği üzere çaprazlanmış modüller, uzunluğu 1 olan özel zincir

komplekslerdir. Aynı özellik 2-çaprazlanmış modül için de geçerlidir. Dolayısıyla öncelikli ola-

rak değişmeli cebirlerin zincir kompleksi ve morfizmleri tanımlanarak ardından bu morfizmler

arasındaki homotopi tanımı verilecektir.

2.5.1 Zincir kompleks homotopisi

κ değişmeli birimli halka olmak üzere, CAlgκ değişmeli κ-cebirler kategorisi olsun. CAlgκ

kategorisinın objelerinden elde edilen bir C = {Cn : n ∈ Z} dizisine CAlgk kategorisinde dereceli
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obje denir. Eğer objelerin elemanları mevcutsa ve x ∈ Cn ise x e n-inci derecendir denir. CAlgκ

da C ve D dereceli objeleri için bir f : C→ D morfizmi { fn : Cn→ Dn+r : n ∈ Z} biçiminde bir

morfizmler dizisinden oluşuyorsa f morfizmine r-inci derecedendir denir. Bir C dereceli objesi,

n≤ 0 için Cn = 0 oluyorsa C ye pozitif, n < 0 için Cn = 0 oluyorsa C ye negatif olmayan ve n≥ 0

için Cn = 0 oluyorsa C ye negatif dereceli obje denir.

CAlgk kategorisi içinde C = {Cn : n ∈ Z} bir dereceli obje ve d : C→C morfizmi için ardışık

iki −1 dereceli morfizmin bileşkesi sıfır morfizmi veriyor, yani bir başka deyişle her n ∈ Z için:

dn−1 ◦dn = 0

oluyorsa bu durumda (C,d) ikilisine CAlgκ kategorisinde bir zincir kompleks denir, bu zincir

kompleks:

C : · · · −→Cn+1
dn+1−→Cn

dn−→Cn−1 −→ ·· · −→C2
d2−→C1

d1−→C0 −→ ·· ·

şeklinde gösterilir.

CAlgκ kategorisinde C ve D iki zincir kompleks ve { fn : Cn→ Dn | n ∈ Z} morfizm ailesi:

C : · · · // C3
d3 //

f3

��

C2
d2 //

f2

��

C1
d1 //

f1

��

C0

f0

��
D : · · · // D3

d3
′

// D2
d2
′

// D1
d1
′

// D0

şeklinde gösterilsin. Bu durumda eğer her bir n ∈ Z için:

fn−1 dn = d′n fn

şartı sağlanıyorsa f : C→ D dönüşümüne bu iki zincir arasındaki zincir dönüşümü denir.

Tüm bunlarla birlikte objeleri CAlgκ kategorisindeki zincir kompleksler ve morfizmleri bunlar

arasındaki zincir dönüşümleri olan Ch(CAlgκ) kategorisi elde edilir.

C ve D zincir kompleksleri için C⊕D direkt toplamı,

(C⊕D)n =Cn⊕Dn ve ∂n(x,y) = (dn(x),d′n(y))
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olmak üzere:

C⊕D : · · · −→ (C⊕D)3
∂3−→ (C⊕D)2

∂2−→ (C⊕D)1
∂1−→ (C⊕D)0 −→ ·· ·

şeklinde tanımlanır.

Ayrıca C⊗D tensör çarpımı ise,

(C⊗D)n = ∑
i+ j=n

Ci⊗k D j

ve

∂n(x⊗ y) = d(x)⊗ y+(−1)deg(x)x⊗d′(y)

olmak üzere:

C⊗D : · · · −→ (C⊗D)3
∂3−→ (C⊗D)2

∂2−→ (C⊗D)1
∂1−→ (C⊗D)0 −→ ·· ·

biçimindedir.

Burada I1 = κ, I0 = κ⊕κ ve In = 0 (n 6= 0,1) alınarak, aşikar olmayan biricik

∂1 : I1 −→ I0
x 7→ (−x,x)

diferensiyelini tanımlayarak, Ch(CAlgκ) kategorisinin bir

I : · · · −→ 0 0−→ I1
∂1−→ I0 −→ 0−→ ·· ·

objesi tanımlanabilir.

Şimdi bu obje kullanılarak I⊗C tensör çarpımını oluşturulabilir:

(I⊗C)n = ∑
i+ j=n

Ii ⊗κ C j

= (I0⊗Cn)⊕ (I1⊗Cn−1)
= ((κ⊕κ)⊗Cn)⊕ (κ⊗Cn−1)
= (κ⊗Cn)⊕ (κ⊗Cn)⊕ (κ⊗Cn−1)
' Cn⊕Cn⊕Cn−1

bulunur. Burada:

(x,y,z) ∈Cn⊕Cn⊕Cn−1 ' (I0⊗Cn)⊕ (I1⊗Cn−1)
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için

(x,y,z) = (x,0,0)+(0,y,0)+(0,0,z)

alınırsa, her a,b ∈ k için:

∂n(x,0,0) = ∂n((a⊕0)⊗ x)
= ∂0(a⊕0)⊗ x+(a⊕0)⊗dn(x)
= 0⊗ x+(a⊕0)⊗dn(x)
= (a⊕0)⊗dn(x)
= (dn(x),0,0)

∂n(0,y,0) = ∂n((0⊕b)⊗ y)
= ∂0(0⊕b)⊗ y+(0⊕b)⊗dn(y)
= 0⊗ y+(0⊕b)⊗dn(y)
= (0⊕b)⊗dn(y)
= (0,dn(y),0)

ve son olarak:
∂n(0,0,z) = ∂n(a⊗ z)

= ∂1(a)⊗ z+(−1)a⊗dn−1(z)
= (−a⊕a)⊗ z⊕ (−a)⊗dn−1(z)
= (−a⊗ z)⊕ (a⊗ z)⊕ (−a⊗dn−1(z))
= (−z,z,−dn−1(z))

bulunur. Buradan:

∂n(x,y,z) = (dn(x),0,0)+(0,dn(y),0)+(−z,z,−dn−1(z))

= (dn(x)− z,dn(y)+ z,−dn−1(z))

elde edilir. Buna göre,

I⊗C : · · · −→ (I⊗C)n
∂n−→ (I⊗C)n−1 −→ ·· ·

objesi için:

(I⊗C)n =Cn⊕Cn⊕Cn−1 ve ∂n(x,y,z) = (dn(x)− z,dn(y)+ z,−dn−1(z))

biçimindedir. Ayrıca her (x,y,z) ∈ (I⊗C)n =Cn⊕Cn⊕Cn−1 için:

∂n−1∂n(x,y,z) = ∂n−1(dn(x)− z,dn(y)+ z,−dn−1(z))

= (dn−1(dn(x)− z)− (−dn−1(z)),

dn−1(dn(y)+ z)+(−dn−1(z)),−dn−2(−dn−1(z)))

= (dn−1dn(x)−dn−1(z)+dn−1(z),
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dn−1dn(y)+dn−1(z)−dn−1(z),dn−2dn−1(z))

= (dn−1dn(x),dn−1dn(y),dn−2dn−1(z))

= (0,0,0)

olur. Yani I⊗C bir zincir kompleksidir.

Tanım 2.16 C ∈ Ob
(
Ch(CAlgκ)

)
olmak üzere C× I çarpımı, her n ∈ Z için:

(C× I)n =Cn⊕Cn⊕Cn−1

ve:

∂n(x,y,z) = (dn(x)− z,dn(y)+ z,−dn−1(z))

diferensiyeli ile birlikte tanımlıdır. Ayrıca burada:

e0(C) : C −→ C× I
x 7−→ e0(C)(x) = (x,0,0)

e1(C) : C −→ C× I
y 7−→ e1(C)(y) = (0,y,0)

σ(C) : C× I −→ C
(x,y,z) 7−→ σ(C)(x,y,z) = x+ y

biçimindedir.

Yardımcı Teorem 2.17 Yukarıdaki tanımlamalarla birlikte:

(i) C× I ∈ Ob
(
Ch(CAlgκ)

)
,

(ii) e0,e1,σ ∈Mor
(
Ch(CAlgκ)

)
,

(iii)
(

C× I,e0(C),e1(C),σ(C)
)

, Ch(CAlgκ) de bir silindir objedir.

Tanım 2.18 f ,g : C→ D iki zincir dönüşümü, h = {hn : Cn → Dn+1 | n ∈ Z} morfizm ailesiyle

birlikte,

C : · · · // C3
d3 //

f3

��

g3

��

C2
d2 //

h2

~~

f2

��

g2

��

C1
d1 //

h1

~~

f1

��

g1

��

C0

h0

~~

f0

��

g0

��
D : · · · // D3

d3
′

// D2
d2
′

// D1
d1
′

// D0
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şeklinde tanımlansın. Bu durumda her n ∈ Z için:

gn− fn = d′n+1hn +hn−1dn

esitliği sağlanıyorsa f ile g homotopiktir denir. Ayrıca h dönüşümüne de f ile g arasındaki zincir

homotopisi denir.

Yardımcı Teorem 2.19 f ,g : C→ D iki zincir dönüşümü olsun. Bu durumda:

(a) Eğer H : C× I→D, f ile g arasında bir homotopi ise h(z) = H(0,0,z) olarak tanımlanan h

dönüşümü, f ile g arasında bir zincir homotopisidir.

(b) Eğer h, f ile g arasında bir zincir homotopisi ise

H : C× I −→ D
(x,y,z) 7−→ H(x,y,z) = f (x)+g(y)+h(z)

dönüşümü f ile g arasında bir homotopi oluşturur.

İspat:
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(a) H : C× I→ D, f ile g arasında bir homotopi olsun. Buna göre:

C C× I D

Cn

dn

��

e0(Cn) //

e1(Cn)
// Cn⊕Cn⊕Cn−1

∂n

��

Hn // Dn

dn
′

��
Cn−1

��

e0(Cn−1)//

e1(Cn−1)
// Cn−1⊕Cn−1⊕Cn−2

��

Hn−1 // Dn−1

��

olup:

Hn(e0(Cn)) = Hn(x,0,0) = fn(x)

ve:

Hn(e1(Cn)) = Hn(0,y,0) = gn(y)

dir. Ayrıca (x,y,z) ∈Cn⊕Cn⊕Cn−1 için:

Hn(x,y,z) = Hn((x,0,0)+(0,y,0)+(0,0,z))

= Hn(x,0,0)+Hn(0,y,0)+Hn(0,0,z)

olduğu gö zönüne alınarak Hn(0,0,z) ifadesi hn−1(z) ile gösterilsin yani

Hn(0,0,z) = hn−1(z)

olsun. Bu durumda:

Hn(x,y,z) = fn(x)+gn(y)+hn−1(z)
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olup, burada
hn−1 : Cn−1 −→ Dn

z 7−→ hn−1(z)

biçimindedir. Ayrıca H bir zincir morfizmi olduğundan her n ∈ Z için:

Cn⊕Cn⊕Cn−1
Hn //

∂n

��

Dn

dn
′

��
Cn−1⊕Cn−1⊕Cn−2 Hn−1

// Dn−1

diyagramı komütatif olmalıdır. Buna göre (x,y,z) ∈Cn⊕Cn⊕Cn−1 için,

(x,y,z)
Hn //

∂n

��

Hn(x,y,z)

dn
′

��
(dn(x)− z,dn(y)+ z,−dn−1(z)) Hn−1

// Hn−1(dn(x)− z,dn(y)+ z,−dn−1(z)) = dn
′(Hn(x,y,z))

diyagramından:

Hn−1(dn(x)− z,dn(y)+ z,−dn−1(z)) = d′n(Hn(x,y,z))

eşitliği elde edilir. Buna göre:

fn−1(dn(x)− z)+gn−1(dn(y)+ z)+hn−2(−dn−1(z)) = d′n( fn(x)+gn(y)+hn−1(z))

yani:

fn−1dn(x)− fn−1(z)+gn−1dn(y)+gn−1(z)−hn−2dn−1(z) = d′n fn(x)+d′ngn(y)+d′nhn−1(z)

olur. Burada f ve g, C ile D arasında zincir morfizmleri olduğundan her n ∈ Z için:

fn−1dn = d′n fn ve gn−1dn = d′ngn

elde edilidir. O halde yukarıdaki eşitlik için:

d′n fn (x)− fn−1(z)+d′ngn (y)+gn−1(z)−hn−2dn−1(z) = d′n fn(x)+d′ngn(y)+d′nhn−1(z)
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yani bir başka deyişle:

gn−1(z)− fn−1(z) = d′nhn−1(z)+hn−2dn−1(z)

bulunur. Buna göre her n ∈ Z için:

hn : Cn −→ Dn+1
z 7→ hn(z)

dönüşümleri için

gn(z)− fn(z) = d′n+1hn(z)+hn−1dn(z)

eşitliği sağlanır.

O halde

h(z) = H(0,0,z)

dönüşümü f ile g arasında bir zincir homotopisidir.

(b) h, f ile g arasında bir zincir homotopisi olsun. Buna göre

H(x,y,z) = f (x)+g(y)+h(z)

biçiminde tanımlanan H dönüşümü C× I ile D arasında bir zincir morfizmi olup;

H(e0(C))(x) = H(x,0,0) = f (x)

H(e1(C))(y) = H(0,y,0) = g(y)

elde edilir. Yani H dönüşümü f ile g arasında bir homotopi belirler.

2

Sonuç 2.20 Yukarıdaki yardımcı teoremin bir sonucu olarak; C ve D zincir kompleksleri arasın-

daki f ve g zincir dönüşümlerinin homotop olması, her n ∈ Z için:

gn− fn = d′n+1hn +hn−1dn

esitliğini sağlayacak şekildeki:

hn : Cn→ Dn+1

dönüşümlerinin varlığına indirgenir.
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3. 1-, 2- ve 3- SİMPLEKSLER

3.1 Giriş

Bu bölümde herhangi bir sabit A = (L,E,R,∂1,∂2,{,}) 2-çaprazlanmış modülü alınarak bu

yapı üzerinde (yeni etkilerle birlikte) çeşitli yarı-direkt çarpım cebirleri oluşturulacak ve bunlar

kullanılarak da 1-, 2- ve 3- simpleksler inşaa edilecek ve ayrıca geometrik olarak yorumlanacaktır.

Bu simpleksler:

• 2-çaprazlanmış modüllerin homotopilerinin kompozisyonunun tanımlanabilmasında temel

unsuru oluşturacaktır.

• En ilginç olarak ise, ileriki bölümlerde elde edilecek karmaşık yapılar için cebirsel olarak

ispatlanmak istendiğinde çok uzun işlem gerektiren ispatların diyagramatik olarak hiçbir

işlem kullanmadan ispatlanabilmesini sağlayacaktır.

• Geometrik olarak resmedilebilmesi sayesinde çoğu teorem ve özelliğin önceden kolayca

sezilmesini sağlayacaktır.

Ayrıca bu simpleksler yardımıyla bir simplisel cebir yapısı inşaa edebilmek için gerekli olan

sınır (yüzey) ve dejenere dönüşümleri de yine bu bölümde tanımlanacaktır.

3.2 0- Simpleksler

A = (L,E,R,∂1,∂2,{,}) bir 2-çaprazlanmış modül olsun. Burada A0 = R ye A üzerindeki

0-simpleks denir.
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3.3 Yarı-direkt Çarpım

Tanım 3.1 R,E birer değişmeli κ-cebir olmak üzere R nin E üzerine bir I etkisi mevcut olsun.

Bu durumda:

RnI E .
= {(r,e) | e ∈ R, e ∈ E}

kümesi (e,e′ ∈ E, r,r′ ∈ R ve k ∈ κ olmak üzere):

(r,e)+(r′,e′) = (r+ r′,e+ e′)

(r,e)(r′,e′) = (r r′,r I e′+ r′ I e+ ee′)

k (r,e) = (k r,k e)

ikili işlemleri ile birlikte bir κ-cebir yapısı oluşturur. Bu yapıya R ile E nin yarı-direkt çarpım

cebiri denir.

Değişmeli cebirlerin yarı-direkt çarpım cebirinin bir başka değişmeli cebir üzerine etkisinin

tanımlı olmasında, aşağıda ispatsız olarak verilecek yardımcı teorem, ilerideki karmaşık yapı ve

işlemlerde etkinin dolaylı olarak kolayca ispatlanmasında bize önemli ölçüde kolaylık sağlayacak-

tır:

Yardımcı Teorem 3.2 A herhangi bir cebir olmak üzere,

((r,e),a) ∈ (RnI E)×A 7−→ (r,e)I a ∈ A

şeklinde tanımlı bilineer dönüşümünün, (RnIE) nin A üzerine bir etkisi olabilmesi için gerek ve

yeter şart her (r,r′ ∈ R, e,e′ ∈ E ve a ∈ A için):

• [(r,0)(r′,0)]I a = (r,0)I [(r′,0)I a],

• [(0,e)(0,e′)]I a = (0,e)I [(0,e′)I a],

• (r,e)I a = [(r,0)+(0,e)]I a,

• [(r,0)(0,e′)]I a = (r,0)I [(0,e′)I a]

şartlarının sağlanmasıdır.
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3.4 1- ve 2- Simpleksler

A1
.
= RnIE değişmeli cebiri A üzerindeki 1-simpleks olarak adlandırılır. Ayrıca elde edilen

bu yapının görsel olarak bir anlam ifade edebilmesi açısından, herhangi bir (r,e) ∈ A1 elemanı:

r e−−−→ (r+∂1(e))

simplisel formuyla gösterilir.

Bu gösterim ile birlikte A1 deki herhangi iki elemanın çarpımı:

(
r e−−−→ (r+∂1(e))

)
·
(

r′ e′−−−−→ (r′+∂1(e′))
)

=
(

rr′ rIe′+r′Ie+ee′−−−−−−−−−−−→ (rr′+∂1(r I e′+ r′ I e+ ee′))
)

şeklinde resmedilir.

Not 3.3 Bu gösterimin kullanılmasındaki en önemli sebep aşağıdaki yardımcı teoremin görsel-

leştirilmesi aşamasında anlam kazanacak olmasıdır. Bu metod, benzer şekilde üst boyutlarda elde

edilecek yapıların geometrik olarak algılanmasında da büyük kolaylık sağlayacaktır.

Yardımcı Teorem 3.4 A üzerinde yukarıda tanımlanan 1-simpleks ve 0-simpleks yapıları ara-

sında;

d0,1 : A1 = RnI E −→ R = A0

biçiminde iki farklı yüzey (sınır) morfizmi:

d0

(
r e−−−→ (r+∂1(e))

)
= r, d1

(
r e−−−→ (r+∂1(e))

)
= r+∂1(e)

şeklinde tanımlanır. Ayrıca yine,

s0 : A0 = R−→ RnI E = A1

biçiminde (r ∈ R için),

s0(r) = (r,0)

şeklinde tanımlı bir dejenere morfizmi mevcuttur ve bu morfizm simplisel formda:

s0(r) =
(

r 0−−−−→ (r+∂1(0))
)
=

(
r 0−−−−→ r

)
şeklinde resmedilir.



25

Not 3.5 A nın tanımı gereği E nin L üzerine mevcut olanI′ etkisi yardımıyla, EnI′ L yarı-direkt

çarpım cebirinin elde edilebileceği açıktır.

Yardımcı Teorem 3.6 (RnI E) nin (E nI′ L), üzerine (l ∈ L, e,e′ ∈ E ve r ∈ R için):

(r,e)I• (e′, l) = (ee′+ r I e′,∂1(e)I l + r I l−{e′⊗ e})

şeklinde bir I• etkisi mevcuttur.

İspat: Dikkat edilirse tanımlanan bu etki aslında iki parça halinde düşünüldüğünde,

(r,0)I• (e′, l) = (r I e′,r I l)

ve

(0,e)I• (e′, l) = (ee′,∂1(e)I l−{e′⊗ e})

şeklindedir.

Burada, Tanım 2.1 de verilen A1 ve A2 şartlarının (Yardımcı Teorem 3.2 yardımıyla) gösterilmesi

gerekmektedir. Fakat tüm cebirler değişmeli olduğundan ikinci şartın sağlandığı zaten aşikardır.

Dolayısıyla sadece ilk şartın ispatlanması yeterli olacaktır. Bu durumda:

(r,0)I•
[
(e′, l)(e′2, l2)

]
= (r,0)I• (e′e′2,e

′ I′ l2 + e′2 I
′ l + ll2)

= (r I (e′e′2),r I (e′ I′ l2 + e′2 I
′ l + ll2))

=
(
r I (e′e′2),r I (e′ I′ l2)+ r I (e′2 I

′ l)+ r I (ll2)
)

= (r I (e′e′2),r I {e′⊗∂2(l2)}+ r I {e′2⊗∂2(l)}+ r I (ll2))

olur. Ayrıca:

[
(r,0)I• (e′, l)

]
(e′2, l2) = (r I e′,r I l)(e′2, l2)

=
(
(r I e′)e′2,(r I e′)I′ l2 + e′2 I

′ (r I l)+(r I l)l2
)

= (r I (e′e′2),{(r I e′)⊗∂2(l2)}+{e′2⊗′ ∂2(r I l)}+ r I (ll2))

= (r I (e′e′2),r I {e′⊗∂2(l2)}+{e′2⊗′ r I ∂2(l)}+ r I (ll2))

= (r I (e′e′2),r I {e′⊗∂2(l2)}+ r I {e′2⊗∂2(l)}+ r I (ll2))
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olur. Buna göre her r ∈ R, e′,e′2 ∈ E ve l, l2 ∈ L için:

(r,0)I•
[
(e′, l)(e′2, l2)

]
=
[
(r,0)I (e′, l)

]
(e′2, l2)

elde edilir. Ayrıca, her r,r′ ∈ R, e′ ∈ E için:

[
(r,0)(r′,0)

]
I• (e′, l) = (rr′,0)I• (e′, l)

= ((rr′)I e′,(rr′)I l)

= (r I (r′ I e′),r I (r′ I l))

= (r,0)I• (r′ I e′,r′ I l)

= (r,0)I•
[
(r′,0)I• (e′, l)

]
.

bulunur. Öte yandan her e,e′ ∈ E ve l ∈ L için:

(0,e)I• (e′,0) = (ee′,−{e′⊗ e}), (0,e)I• (0, l) = (0,∂1(e)I l)

eşitlikleri elde edilir. Böylece her e,e′,e′2 ∈ E için:

(0,e)I•
[
(e′,0)(e′2,0)

]
= (0,e)I• (e′e′2,0)

= (e(e′e′2),−{e′e′2⊗ e})

ve

[
(0,e)I• (e′,0)

]
(e′2,0) = (ee′,−{e′⊗ e})(e′2,0)

= ((ee′)e′2,e
′
2 I
′ (−{e′⊗ e}))

= (e(e′e′2),{e′2⊗−∂2{e′,e}}) = (e(e′e′2),{e′2⊗−ee′+∂1(e)I e′})

= (e(e′e′2),{e′2⊗−ee′})+(e(e′e′2),{e′2⊗∂1(e)I e′})

= (e(e′e′2),−{e′e′2⊗ e})− (e(e′e′2),∂1(e)I {e′2,e′})+(e(e′e′2),∂1(e)I {e′2,e′})

= (e(e′e′2),−{e′e′2⊗ e}),

bulunur yani:

(0,e)I•
[
(e′,0)(e′2,0)

]
=
[
(0,e)I• (e′,0)

]
(e′2,0).

elde edilir. Ayrıca her e ∈ E ve l, l2 ∈ L için:

(0,e)I• [(0, l)(0, l2)] = (0,e)I• (0, ll2)
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= (0,∂1(e)I ll2)

[(e,0)I• (0, l)](0, l2) = (0,∂1(e)I l)(0, l2)

= (0,(∂1(e)I l)l2)

= (0,∂1(e)I ll2).

bulunur, yani:

(0,e)I• [(0, l)(0, l2)] = [(0,e)I• (0, l)](0, l2).

elde edilir. Buna göre:

(0,e)I• [(e′, l)(e′2, l2)] = [(0,e)I• (e′, l)](e′2, l2).

olur. Benzer şekilde:

[(0,e)(0,e2)]I• (e′, l) = (0,ee2)I• (e′, l)

= ((ee2)e′,∂1(ee2)I l−{e′⊗ ee2})

= ((ee2)e′,∂1(ee2)I l−{e′⊗ e2e})

= ((ee2)e′,∂1(ee2)I l−{e′e2⊗ e}−∂1(e)I {e′⊗ e2}),

ve

(0,e)I•
[
(0,e2)I• (e′, l)

]
= (0,e)I• (e2e′,∂1(e2)I l−{e′⊗ e2})

= (e(e2e′),∂1(e)I [∂1(e2)I l−{e′⊗ e2}]−{e2e′⊗ e})

= ((ee2)e′,∂1(e)∂1(e2)I l−∂1(e)I {e′⊗ e2}−{e2e′⊗ e})

= ((ee2)e′,∂1(ee2)I l−∂1(e)I {e′⊗ e2}−{e2e′⊗ e}).

bulunur. Yani her e,e2,e′ ∈ E ve l ∈ L için olup böylece aşağıdaki sonuç elde edilir:

[(0,e)(0,e2)]I• (e′, l) = (0,e)I•
[
(0,e2)I• (e′, l)

]
elde edilir. Böylece:

[(r,0)(0,e2)]I• (e′, l) = (0,r I e2)I• (e′, l)

= ((r I e2)e′,∂1(r I e2)I l−{e′⊗ r I e2})
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= ((r I e2)e′,(r∂1(e2))I l− r I {e′⊗ e2})

= (r I (e2e′),r I (∂1(e2)I l)− r I {e′⊗ e2})

= (r,0)I• (e2e′,∂1(e2)I l−{e′⊗ e2})

= (r,0)I•
[
(0,e2)I• (e′, l)

]
.

olur. 2

Tanım 3.7 Mevcut olan I• etkisi yardımıyla elde edilen:

A2
.
= (RnI E)nI• (E nI′ L) (3.1)

şeklindeki yeni cebir yapısı, A üzerindeki 2-simpleks cebiri olarak adlandırılır.

Ayrıca her bir (r,e,e′, l) ∈ (RnI E)nI• (E nI′ L) elemanı da:

r+∂1(e)+∂1(e′)

r

e+e′
99

e
// r+∂1(e)

e′+∂2(l)
�� ��l

OO
(3.2)

simplisel formunda resmedilir.

Not 3.8 A üzerinde tanımlanan 2- simpleks ve 1- simpleks yapıları arasında;

d0,1,2 : A2 = (RnI E)nI• (E nI′ L)−→ RnI E = A1,

biçiminde üç farklı yüzey morfizmi:

d0(r,e,e′, l) = (r,e), d1(r,e,e′, l) = (r,e+ e′), d2(r,e,e′, l) = (r+∂1(e),e′+∂2(l)),

şeklinde tanımlanır ve bu morfizmler de yine simplisel formda:
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d0


r+∂1(e)+∂1(e′)

r

e+e′
::

e
// r+∂1(e)

e′+∂2(l)
�� ��l

OO

 =
(

r
e−−−→(r+∂1(e))

)
,

d1


r+∂1(e)+∂1(e′)

r

e+e′
::

e
// r+∂1(e)

e′+∂2(l)
�� ��l

OO

 =

(
r

e+e′−−−−−→(r+∂1(e)+∂1(e′))

)
,

d2


r+∂1(e)+∂1(e′)

r

e+e′
::

e
// r+∂1(e)

e′+∂2(l)
�� ��l

OO

 =

(
r+∂1(e)

e′+∂2(l)−−−−−−−→(r+∂1(e)+∂1(e′))

)
.

şeklinde resmedilir.

Yukarıda tanımlanan morfizmlerin indislerinin, 2- simpleksin yüzeyleri ile ilişkisi:

0

2

??

// 1

OO

şeklindedir. Dikkat edilirse burada her bir di morfizmi, 2-simpleksi farklı şekilde dejenere ederek,

i olarak numaralandırılan kenarı ortadan kaldırarak 1-simplekse dönüştürür.

Not 3.9 Yine benzer şekilde, bu iki farklı simpleks arasında:

s0,1 : A1 = RnI E −→ (RnI E)nI• (E nI′ L) = A2

biçiminde iki farklı dejenere morfizmi:

s0(r,e) = (r,e,0,0), s1(r,e) = (r,0,e,0),

şeklinde tanımlanır ve morfizmler simplisel formda:

s0 (r e−→(r+∂1(e))) =

r+∂1(e)

r

e

<<

e
// r+∂1(e)

0
�� ��0

OO

ve s1 (r e−→(r+∂1(e))) =

r+∂1(e)

r

e

<<

0
// r

e
�� ��0

OO

şeklinde resmedilir.
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Not 3.10 A üzerinde yukarıda inşaa edilen, 0-, 1- ve 2-simpleksler arasındaki morfizmlerin simp-

lisel özdeşlikler olarak bilinen [26] tüm şartları sağladığı açıktır. Böylece mevcut 0-, 1- ve 2- simp-

leksler ve bu yapılar arasında tanımlanan morfizmler yardımıyla (aşağıdaki şekilde resmedebilen)

bir 2-truncated simplisel cebir yapısı elde edilir.

•

• •

d2 //
d1 //
d0 //

s0oo
s1oo

• •
d1 //
d0 //

s0oo
•

Not 3.11 Elde edilen mevcut 2-truncated simplisel inşaası genişletilerek, [4, 2, 1] de verilen,

simplisel cebirler kategorisi ile 2-çaprazlanmış modüller kategorisinin denkliğine (Teorem 2.12)

alternatif bir ispat olarak anlam kazanır. Ayrıca birazdan verilecek 3-simpleks yapısı da yine bu

denkliğin 3-truncated simplisel yapı yardımıyla [16] da Lie cebirleri için verilen ispatın değişmeli

cebirler için karşılığına denk gelerek yine bu iki kategorinin denkliğine bir başka alternatif ispat

vermektedir.

3.5 3- Simpleksler

Öncelikle, 3-simplekslerin inşaasında temel oluşturacak ve direkt olarak kullanılacak olan birkaç

yeni etki tanımlanacaktır.

3.5.1 Bazı yardımcı cebir etkileri

Yardımcı Teorem 3.12 E nL nin L üzerine:

(e, l)I∗ l′ = eI′ l′+ ll′

şeklinde bir I∗ etkisi mevcuttur.

İspat: 2-çaprazlanmış modül tanımından E nin L üzerine etkisinin gereği:

(e, l)I∗ l′ l′′ = eI′ (l′ l′′)+ l (l′ l′′)

=
[
eI′ l′

]
l′′+

[
l l′
]

l′′
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=
[
eI′ l′+ l l′

]
l′′

=
[
(e, l)I∗ l′

]
l′′

ve ayrıca:

[
(e, l)(e′, l′)

]
I∗ l′′ =

[
ee′,eI′ l′+ e′ I l + l l′

]
I∗ l′′

= (ee′)I′ l′′+
[
eI′ l′+ e′ I′ l + l l′

]
l′′

= eI′ (e′ I′ l′′)+(eI′ l′)l′′+(e′ I′ l)l′′+(l l′)l′′

= eI′ (e′ I′ l′′)+ eI′ (l′ l′′)+ l(e′ I′ l′′)+ l(l′ l′′)

= eI′
[
e′ I′ l′′+ l′ l′′

]
+ l
[
e′ I′ l′′+ l′ l′′

]
= (e, l)I∗

[
e′ I′ l′′+ l′ l′′

]
= (e, l)I∗

[
(e′, l′)I∗ l′′

]

elde edilir. 2

Tanımlanan bu I∗ etkisi yardımıyla,

(E nI′ L)nI∗ L

şeklinde yeni bir yarı-direkt çarpım cebiri elde edilir.

Yardımcı Teorem 3.13 E nin ((E nI′ L)nI∗ L) üzerine,

eI1
e (e

′, l, l′) = (ee′,∂1(e)I l−{e′⊗ e},∂1(e)I l′)

şeklinde bir etkisi mevcuttur.

İspat: Öcelikle,

eI1
e
[
( f , l, l′)(g,k,k′)

]
= eI1

e ( f g, f I′ k+gI′ l + lk, f I′ k′+ lk′+gI′ l′+ kl′+ l′k′)

=
(
e( f g),∂1(e)I ( f I′ k+gI′ l + lk)−{ f g⊗ e},

∂1(e)I ( f I′ k′+ lk′+gI′ l′+ kl′+ l′k′
)
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=
(
e( f g),∂1(e)I ( f I′ k)+∂1(e)I (gI′ l)+∂1(e)I (lk)−{ f g⊗ e},

∂1(e)I ( f I′ k′)+∂1(e)I (lk′)+∂1(e)I (gI′ l′)+∂1(e)I (kl′)+∂1(e)I (k′l′)
)

=
(
(e f )g,(e f )I′ k+gI′ (∂1(e)I l−{ f ⊗ e})+(∂1(e)I l−{ f ⊗ e})k,

(e f )I′ k′+(∂1(e)I l−{ f ⊗ e})k′+gI′ (∂1(e)I l′)+ k(∂1(e)I l′+(∂1(e)I l′)k′
)

=
(
e f ,∂1(e)I l−{ f ⊗ e},∂1(e)I l′

)(
g,k,k′

)
=
[
eI1

e ( f , l, l′)
]
(g,k,k′

)
.

elde edilir. Dikkat edilirse yukarıdaki adımlarda:

∂1(e)I ( f I′ k) = ∂1(e)I { f ⊗∂2(k)}

= {∂1(e)I f ⊗∂2(k)}

= { f e−∂2{ f ⊗ e}⊗∂2(k)}

= { f e⊗∂2(k)}−{∂2{ f ⊗ e}⊗∂2(k)}

= ( f e)I′ k−{ f ⊗ e}k

ve

{ f g⊗ e}= {g f ⊗ e}

= {g⊗ f e}−∂1(e)I {g⊗ f}

= {g⊗ f e}−{g⊗∂1(e)I f}

= {g⊗ f e−∂1(e)I f}

= {g⊗∂2{ f ⊗ e}}

= gI′ { f ⊗ e}

özellikleri kullanılmıştır.

Diğer yandan:

(e1e2)I
1
e (e

′, l, l′) = ((e1e2)e′,∂1(e1e2)I l−{e′⊗ (e1e2)},∂1(e1e2)I l′)

=
(
(e1(e2e′),∂1(e1)I (∂1(e2)I l)−{e′⊗ (e1e2)},∂1(e1)I

(
∂1(e2)I l′

))
= (e1(e2e′),∂1(e1)I (∂1(e2)I l)−∂1(e1)I {e′⊗ e2})

−{e2e′⊗ e1},∂1(e1)I (∂1(e2)I l′)) (∵ 2XM3)

= (e1(e2e′),∂1(e1)I (∂1(e2)I l−{e′⊗ e2})−{e2e′⊗ e1},
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∂1(e1)I (∂1(e2)I l′))

= e1 I
1
e
(
e2e′,∂1(e2)I l−{e′⊗ e2},∂1(e2)I l′

)
= e1 I

1
e (e2 I

1
e (e

′, l, l′))

elde edilir. 2

Yardımcı Teorem 3.14 R nin ((E nI′ L)nI∗ L) üzerine:

r I1
r (e

′, l, l′) = (r I e′,r I l,r I l′)

şeklinde bir etkisi mevcuttur.

İspat:

r I1
r
[
( f , l, l′)(g,k,k′)

]
= r I1

r ( f g, f I′ k+gI′ l + lk, f I′ k′+ lk′+gI′ l′+ kl′+ l′k′)

= [r I ( f g),r I
(

f I′ k+gI′ l + lk
)
,

r I
(

f I′ k′+ lk′+gI′ l′+ kl′+ l′k′
)
]

= [(r I f )g,r I ( f I′ k)+ r I (gI′ l)+ r I (lk),

r I ( f I′ k′)+ r I (lk′)+ r I (gI′ l′)+ r I (kl′)+ r I (l′k′)]

= [(r I f )g,(r I f )I′ k+gI′ (r I l)+(r I l)k,

(r I f )I′ k′+(r I l)k′+gI′ (r I l′)+ k(r I l′)+(r I l′)k′)]

=
[
r I f ,r I l,r I l′

]
(g,k,k′)

=
[
r I1

r ( f , l, l′)
]
(g,k,k′)

elde edilir. Dikkat edilirse burada (2.1) gereği:

r I (eI′ l) = (r I e)I′ l

eşitliği kullanılmıştır.

Diğer yandan ikinci etki şartı kontrol edilirse:

(r r′)I1
r (e

′, l, l′) =
(
(r r′)I e′,(r r′)I l,(r r′)I l′

)
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=
(
(r r′)I e′,(r r′)I l,(r r′)I l′

)
=
(

r I (r′ I e),r I (r′ I l),r I (r′ I l′)
)

= r I1
r
(
r′ I e,r′ I l,r′ I l′

)
= r I1

r
(
r′ I1

r (e, l, l
′)
)

elde edilerek ispat tamamlanır. 2

Böylece, yukarıda verilen son iki yardımcı teorem yardımıyla aşağıdaki yardımcı teorem ifade

edilir:

Yardımcı Teorem 3.15 (RnI E) nin ((E nI′ L)nI∗ L) üzerine:

(r,e)I1 (e′, l, l′) = (r I e′+ ee′,r I l +∂1(e)I l−{e′⊗ e},r I l′+∂1(e)I l′)

şeklinde bir I1 etkisi mevcuttur.

Fakat bir sonraki adımın inşaasında, Yardımcı Teorem 3.13 dekinden bağımsız olan, aşağıdaki

şekilde tanımlı yeni bir etkiye ihtiyaç duyulmaktadır:

Yardımcı Teorem 3.16 Ayrıca E nin ((E nI′ L)nI∗ L) üzerine:

eI2
e (e

′, l, l′) = (ee′,eI′ l,∂1(e)I l′−{∂2(l)+ e′⊗ e})

şeklinde bir başka etkisi mevcuttur.

İspat: Öncelikle, E nin (({0}nI′ {0})nI∗ L) üzerine etkisi:

eI2
e
[
(0,0, l′)(0,0,k′)

]
= eI2

e (0,0, l
′k′)

= (0,0,∂1(e)I (l′k′))

= (0,0,(∂1(e)I l′)k′)

= (0,0,∂1(e)I l′)(0,0,k′)

=
[
eI2

e (0,0, l
′)
]
(0,0,k′)

formunda olup açıktır.
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Şimdi E nin ((E nI′ L)nI∗ {0}) üzerine etkisi ele alınsın. Burada aşağıdaki şekilde iki farklı

durum ortaya çıkacaktır:

eI2
e [(0, l,0)(0,k,0)] = eI2

e (0, lk,0)

= (0,eI′ (lk),−{∂2(lk)⊗ e})

= (0,eI′ l,−{∂2(l)⊗ e})(0,k,0)

=
[
eI2

e (0, l,0)
]
(0,k,0)

ve:

eI2
e [( f ,0,0)(g,0,0)] = eI2

e ( f g,0,0)

= (e( f g),0,−{ f g⊗ e})

= ((e f )g,0,−gI′ { f ⊗ e})

= ((e f )g,0,gI′ (−{ f ⊗ e}))

= (e f ,0,)(g,0,0)

=
[
eI2

e ( f ,0,0)
]
(g,0,0)

dir. Dikkat edilirse yukarıdaki adımlarda:

gI′ { f ⊗ e}= {g⊗∂2{ f ⊗ e}}

= {g⊗ f e−∂1(e)I f}

= {g⊗ f e}−{g⊗∂1(e)I f}

= {g f ⊗ e}+∂1(e)I {g⊗ f}−{g⊗∂1(e)I f}

= {g f ⊗ e}+∂1(e)I {g⊗ f}−∂1(e)I {g⊗ f}

= {g f ⊗ e}

= { f g⊗ e}

ve (2-çaprazlanmış modülün 2XM3 askiyomu yardımıyla):

(e1e2)I
2
e (e

′, l, l′) = ((e1e2)e′,(e1e2)I
′ l,∂1(e1e2)I l′−{∂2(l)+ e′⊗ (e1e2)})

=
(
e1(e2e′),e1 I

′ (e2 I
′ l),

∂1(e1)I (∂1(e2)I l′−{∂2(l)+ e′⊗ e2})−{∂2(e2 I l)+ e2e′⊗ e1}
)
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= e1 I
2
e (e2e′,e2 I

′ l,∂1(e2)I l′−{∂2(l)+ e′⊗ e2})

= e1 I
2
e (e2 I

2
e (e

′, l, l′)).

özellikleri kullanılmıştır. 2

Sıradaki yardımcı teorem yine basit işlemler yardımıyla açık olup, yardımcı teorem 3.5.1

yardımıyla bir sonraki yardımcı teorem direkt olarak verilebilir:

Yardımcı Teorem 3.17 L nin ((E nI′ L)nI∗ L) üzerine:

k I2
l (e

′, l, l′) = (0,e′ I′ k+ kl,−{∂2(l)+ e′⊗∂2(k)})

etkisi mevcuttur.

Yardımcı Teorem 3.18 (E nI′ L) nin ((E nI′ L)nI∗ L) üzerine:

(e, l′′)I2 (e′, l, l′) = (ee′,eI′ l + e′ I′ l′′+ l′′l,∂1(e)I l′−{∂2(l)+ e′⊗∂2(l′′)+ e})

şeklinde bir I2 etkisi mevcuttur.

Son olarak da, (yardımcı teorem 3.15 ve 3.18 yardımıyla) 3-simplekslerin inşaasında temel

oluşturacak olan sıradaki etki verilebilir:

Yardımcı Teorem 3.19 ((RnI E)nI• (E nI′ L)) nin ((E nI′ L)nI∗ L) üzerine:

(0,0,e, l′′)I† (e′, l, l′) = (e, l′′)I2 (e′, l, l′),

ve

(r,e,0,0)I† (e′, l, l′) = (r,e)I1 (e′, l, l′).

şeklinde tanımlı bir I† etkisi mevcuttur.

3.5.2 3- Simpleksler

Tanım 3.20 A üzerindeki 3- simpleks cebirini yarı-direkt çarpım yardımıyla:

A3
.
= ((RnI E)nI• (E nI′ L))nI† ((E nI′ L)nI∗ L)
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şeklinde tanımlanır.

Ayrıca her bir (r,e,e′, l,e′′, l′, l′′) ∈ A3 elemanı da simplisel form yardımıyla:

r+∂1(e)+∂1(e′)+∂1(e′′)

r+∂1(e)+∂1(e′)

e′′+∂2(l′)+∂2(l′′)

OO

r e

�� ��l
//

e+e′

44

e+e′+e′′�� ��l′+ l′′

;;

r+∂1(e)
e′+∂2(l)

kk

e′+e′′+∂2(l)+∂2(l′)�� ��l′′

dd
(3.3)

şeklinde resmedilir.

Not 3.21 Tanımlanan 3-simpleks ve 2-simpleksler arasında d0,1,2,3 : A3→ A2 olarak,

d0(r,e,e′, l,e′′, l′, l′′) = (r,e,e′, l),

d1(r,e,e′, l,e′′, l′, l′′) = (r,e,e′+ e′′, l + l′),

d2(r,e,e′, l,e′′, l′, l′′) = (r,e+ e′,e′′, l′+ l′′),

d3(r,e,e′, l,e′′, l′, l′′) = (r+∂1(e),e′+∂2(l),e′′+∂2(l′), l′′).

şeklinde dört farklı yüzey morfizmi mevcuttur.

Dikkat edilirse bu dört morfizmin her biri, yukarıda tanımlanan tetrahedronun (3.3) farklı bir yü-

züne sınır dönüşümü olarak:

0

1

OO

3 //

::

DD

2

dd

ZZ

şeklinde bir numaralandırma ile aşağıdaki şekilde karşılık gelmektedir:

d0


•

•

OO

• //

<<

EE

•

bb

YY

=

r+∂1(e)+∂1(e′)

r

e+e′

;;

e
// r+∂1(e)

e′+∂2(l)
�� ��l

OO
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d1


•

•

OO

• //

<<

EE

•

bb

YY

=

r+∂1(e)+∂1(e′)+∂1(e′′)

r

e+e′+e′′

::

e
// r+∂1(e)

e′+e′′+∂2(l)+∂2(l′)
�� ��l+l′

OO

d2


•

•

OO

• //

<<

EE

•

bb

YY

=

r+∂1(e)+∂1(e′)+∂1(e′′)

r

e+e′+e′′

::

e+e′
// r+∂1(e)+∂1(e′)

e′′+∂2(l′)+∂2(l′′)
�� ��l′+l′′

OO

d3


•

•

OO

• //

<<

EE

•

bb

YY

=

r+∂1(e)+∂1(e′)+∂1(e′′)

r+∂1(e)

e′+e′′+∂2(l)+∂2(l′)

99

e′+∂2(l)
// r+∂1(e)+∂1(e′)

e′′+∂2(l′)+∂2(l′′)
�� ��l′′

OO

Not 3.22 Benzer şekilde bu iki simpleks arasında, s0,1,2 : A2→ A3 olarak,

s0(r,e,e′, l) = (r,e,e′, l,0,0,0),

s1(r,e,e′, l) = (r,e,0,0,e′, l,0),

s2(r,e,e′, l) = (r,0,e,0,e′,0, l).

şeklinde üç farklı dejenere morfizmi tanımlıdır ve bu morfizmler simplisel formda:

s0


r+∂1(e)+∂1(e′)

r

e+e′
::

e
// r+∂1(e)

e′+∂2(l)
�� ��l

OO

=

r+∂1(e)+∂1(e′)

r+∂1(e)+∂1(e′)

0

OO

r e

�� ��l
//

e+e′

66

e+e′ �� ��0

AA

r+∂1(e)
e′+∂2(l)

ii

e′�� ��0

__
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s1


r+∂1(e)+∂1(e′)

r

e+e′
::

e
// r+∂1(e)

e′+∂2(l)
�� ��l

OO

=

r+∂1(e)+∂1(e′)

r+∂1(e)

e′+∂2(l)

OO

r e

�� ��0
//

e

55

e+e′ �� ��l

AA

r+∂1(e)
0

ii

e′+∂2(l)�� ��0

__

s2


r+∂1(e)+∂1(e′)

r

e+e′
::

e
// r+∂1(e)

e′+∂2(l)
�� ��l

OO

=

r+∂1(e)+∂1(e′)

r+∂1(e)

e′+∂2(l)

OO

r
0

�� ��0
//

e

55

e+e′ �� ��l

??

r

e

ii

e+e′�� ��l

__

şeklinde

resmedilmektedir.

Not 3.23 Böylece 3-simpleks cebir yapısının da inşaa edilmesi sonucu, Not 3.10 de bahsedildiği

üzere, aşağıdaki şekilde resmedilen bir 3-truncated simplisel cebir yapısı elde edilmektedir:

•

• •

• •

d3 //
d2 //
d1 //
d0 //

s0oo
s1oo
s2oo

• •

d2 //
d1 //
d0 //

s0oo
s1oo

• •
d1 //
d0 //

s0oo
•
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4. ÇAPRAZLANMIŞ MODÜL MORFİZMLERİNİN
HOMOTOPİSİ ve GRUBOİD

4.1 Giriş

Bu bölümde çaprazlanmış modül morfizmleri arasındaki homotopi tanımlanacaktır. Ardından,

herhangi iki keyfi A = (E,R,∂) ve A ′= (E ′,R′,∂′) çaprazlanmış modülü için; A→A ′ şeklinde ta-

nımlı çaprazlanmış modül morfizmleri ve bunlar arasındaki homotopiler yardımıyla da bir gruboid

yapısı oluşturulacaktır.

4.2 Çaprazlanmış Modül Morfizmlerinin Homotopisi

Gruboidler üzerinde çaprazlanmış kompleks morfizmlerinin homotopisi ilk olarak Brown ve

Golasinski tarafından [6] de tanımlanmıştır. Çaprazlanmış modül morfizmlerinin homotopisi ise

gruplar için Gohla ve Martins tarafından [20] de ele alınmıştır. Burada ise aynı durum ve sonuçlar

değişmeli cebirler üzerinde incelenecektir.

Bu kısımdaki tüm tanımlama ve incelemeler iki sabit (keyfi) A ve A ′ çaprazlanmış modülleri

üzerinde yapılacaktır.

Tanım 4.1 f0 : R→ R′ bir cebir morfizmi olsun. Bu durumda, s : R→ E ′ κ-lineer dönüşümü (her

r,r′ ∈ R için):

s(rr′) = f0(r)I s(r′)+ f0(r′)I s(r)+ s(r)s(r′) (4.1)

şartını sağlıyorsa, bir f0-derivasyon olarak adlandırılır.

Teorem 4.2 f = ( f1, f0) : A → A ′ bir çaprazlanmış modül morfizmi ve s : R → E ′ bir f0-

derivasyon olmak üzere (e ∈ E ve r ∈ R için):

g0(r) = f0(r)+(∂′ ◦ s)(r),

g1(e) = f1(e)+(s◦∂)(e)
(4.2)
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şeklinde tanımlanan g = (g1,g0) ikilisi A→A ′ şeklinde yeni bir çaprazlanmış modül morfizmidir.

İspat: Öncelikle g0 ve g1 in birer cebir morfizmi olduğu gösterilmelidir. Bu durumda her

r,r′ ∈ R ve k ∈ κ için,

g0(r+ r′) = g0(r)+g0(r′) ve g0(k r) = k g0(r)

olduğu (benzer şekilde g1 için de), s nin κ-lineer olmasından dolayı açıktır. Ayrıca:

(g0 ◦∂)(r) = f0(∂(r))+(∂′ ◦ s)(∂(r))

= ∂
′( f1(r)

)
+∂
′((s◦∂)(r)

)
= ∂
(

f1(r)+(s◦∂)(r)
)

= (∂′ ◦g1)(r)

olup,

E ∂ //

g1

��

R

g0

��
E ′

∂′
// R′

diyagramı değişmelidir. Diğer yandan her r,r′ ∈ R için:

g0(rr′) = f0(rr′)+(∂′ ◦ s)(rr′)

= f0(r) f0(r′)+∂
′(s(rr′))

= f0(r) f0(r′)+∂
′( f0(r)I s(r′)+ f0(r′)I s(r)+ s(r)s(r′))

= f0(r) f0(r′)+∂
′( f0(r)I s(r′))+∂

′( f0(r′)I s(r))+∂
′(s(r)s(r′))

= f0(r) f0(r′)+ f0(r)∂′(s(r′))+ f0(r′)∂′(s(r))+∂
′(s(r))∂′(s(r′))

= f0(r) f0(r′)+ f0(r)(∂′ ◦ s)(r′)+ f0(r′)(∂′ ◦ s)(r)+(∂′ ◦ s)(r)(∂′ ◦ s)(r′)

= [ f0(r)+(∂′ ◦ s)(r)][ f0(r′)+(∂′ ◦ s)(r′)]

= g0(r)g0(r′)

olup o halde g0 bir cebir morfizmidir. Benzer şekilde g1 de bir cebir morfizmidir.

Son olarak, R nin E üzerine etkisinin g altında korunduğu, yani her r ∈ R ve e ∈ E için:

g1(r I e) = f1(r I e)+ s(∂(r I e))
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= f0(r)I f1(e)+ s(r∂(e))

= f0(r)I f1(e)+ f0(r)I s(∂(e))+ f0(∂(e))I s(r)+ s(r)s(∂(e))

= f0(r)I f1(e)+ f0(r)I s(∂(e))+∂
′( f1(e))I s(r)+ s(r)s(∂(e))

= f0(r)I f1(e)+ f0(r)I s(∂(e))+ f1(e)s(r)+ s(r)s(∂(e))

= f0(r)I f1(e)+ f0(r)I s(∂(e))+ s(r) f1(e)+ s(r)s(∂(e))

= f0(r)I f1(e)+ f0(r)I s(∂(e))+∂
′(s(r)I f1(e))+∂

′(s(r)I s(∂(e)))

= f0(r)I [ f1(e)+(s◦∂)(e)]+∂
′(s(r))I [ f1(e)+(s◦∂)(e)]

= [ f0(r)+(∂′ ◦ s)(r)]I [ f1(e)+(s◦∂)(e)]

= g0(r)I g1(e)

olduğu görülür. Burada dikkat edilirse, son iki adımda ikinci Peiffer-Whitehead kuralı (XM2;

Tanım 2.3) kullanılmıştır. Dolayısıyla bu teoremin genel olarak ön-çaprazlanmış modüller için

geçerli olmayacağı söylenebilir. 2

√
Sonuç olarak, ( f0,s) ikilisi, f morfizmini g morfizmine bağlayan bir noktasal homotopi

olarak adlandırılır ve kısaca:

f
( f0,s)−→ g (4.3)

şeklinde gösterilir.

Tüm bu verilenler diyagramatik olarak aşağıdaki şekilde özetlenir:

E ∂ //

f1

��

g1

��

R

( f0,s)

��

f0

��

g0

��
E ′

∂′
// R′

Not 4.3 (Neden Noktasal?) Literatürde “noktasal” homotopi kavramı ilk kez grup hali için [9]

de yer almaktadır. Burada tanımlanan noktasal olmayan, bir başka deyişle daha genel biçimdeki

homotopi tanımı paralel olarak değişmeli cebirler için düşünüldüğü takdirde mevcut homotopi;
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{?} sıfır objesi ile birlikte b ∈ R′ elemanı (morfizmi) ve:

E ∂ //

f1

��

g1

��

R

( f0,s)

��

f0

��

g0

��

// {?}

(b)

��
E ′

∂′
// R′ // {?}

diyagramı yardımıyla, (4.2) de verilen şartların daha da genelleştirilmesi sonucu:

g0(r) = b
(

f0(r)+(∂′ ◦ s)(r)
)

g1(e) = bI
(

f1(e)+(s◦∂)(e)
) (4.4)

şeklinde tanımlanır. Bu ise değişmeli cebirler için ancak b2 = b olması durumunda (ya da farklı

henüz incelenmemiş durumlarda) mümkündür. Dolayısıyla noktasal olmayan homopinin detaylı

olarak incelenmesi başka bir çalışmaya bırakılmıştır.

Dolayısıyla tezin genelinde hem çaprazlanmış, hem de 2-çaprazlanmış modüller için sadece

noktasal homotopi kavramı ele alınacak olup, bu kavramdan da kısaca ve sadece homotopi diye

söz edilecektir.

4.3 Gruboid

Bir gruboid yapısının oluşturuluabilmesi için morfizmler arasında bir kompozisyon tanımlan-

malı ve bu kompozisyonun asosyatif olduğu gösterilmelidir. Dahası bu kompozisyon için sağ ve

sol birimler ve her bir morfizmin tersinin de tanımlanması gerekir. Bu kısımda objeleri A → A ′

arasındaki çaprazlanmış modül morfizmleri ve morfizmleri de bu bunlar arasında tanımlanan ho-

motopiler olan bir gruboid yapısı oluşturulacaktır.

Yardımcı Teorem 4.4 (Birim eleman) f = ( f1, f0) : A → A ′ bir çaprazlanmış modül morfizmi

için,

0s : r ∈ R 7−→ 0E ′ ∈ E ′

biçiminde tanımlanan sıfır morfizmi için:

f
( f0,0s)−−−→ f (4.5)
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olur.

İspat: Her r,r′ ∈ R için:

f0(r) = f0(r)+(∂′ ◦0s)(r), f1(r) = f1(r)+(0s ◦∂)(r)

ve diğer yandan cebir etkisinin özelliği gereği:

0s(rr′) = f0(r)I 0s(r′)+ f0(r′)I 0s(r)+0s(r)0s(r′)

olup gerekli şartlar sağlanmış olur. 2

Yardımcı Teorem 4.5 (Ters eleman) f = ( f1, f0) ve g = (g1,g0) ikilileri A dan A ′ ye tanımlı

çaprazlanmış modül morfizmleri ve:

f
( f0,s)−−−→ g

olsun. Bu durumda her r ∈ R için:

s̄(r) =−s(r) (4.6)

biçiminde tanımlanan s̄ =−s : R→ E ′ dönüşümü için:

g
(g0,−s)−−−−→ f (4.7)

olur.

İspat: s bir f0-derivasyon olduğu için:

f0(r) = g0(r)+(∂′ ◦ s̄)(r) ve f1(r) = g1(r)+(s̄◦∂)(r)

eşitlikleri kolayca elde edilir ve (4.2) şartları sağlanır. Ayrıca (4.1) şartı kontrol edilirse:

s̄(rr′) =−(s(rr′))

=−( f0(r)I s(r′))− ( f0(r′)I s(r))− (s(r)s(r′))

=−( f0(r)I s(r′))− ( f0(r′)I s(r))− s(r)s(r′)+ s(r)s(r′)− s(r)s(r′)

=−( f0(r)I s(r′))− ((∂′1 ◦ s)(r)I s(r′))− ( f0(r′)I s(r))

− ((∂′1 ◦ s)(r′)I s(r))+ s(r)s(r′) (∵ 2. Peiffer-Whitehead şartı)
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=−( f0(r)+(∂′1 ◦ s)(r))I s(r′)− ( f0(r)+(∂′1 ◦ s)(r))I s(r)+ s(r)s(r′)

= ( f0(r)+(∂′1 ◦ s)(r))I−s(r′)+( f0(r)+(∂′1 ◦ s)(r))I−s(r)+ s(r)s(r′)

= g0(r)I−s(r′)+g0(r′)I−s(r)+ s(r)s(r′)

= g0(r)I s̄(r′)+g0(r′)I s̄(r)+ s̄(r)s̄(r′).

olup s̄ bir g0-derivasyon tanımlar. 2

Yardımcı Teorem 4.6 (Kompozisyon) f ,g,h : A → A ′ çaprazlanmış modül morfizmleri olmak

üzere:

f
( f0,s)−−−→ g ve g

(g0,s′)−−−→ h

verilsin. Bu verilenlerle birlikte:

(s+ s′)(r) = s(r)+ s′(r) (4.8)

biçiminde tanımlanan (s+ s′) : R→ E ′ κ-lineer dönüşümü için:

f
( f0,s+s′)−−−−−→ h (4.9)

olur.

İspat: Mevcut f
( f0,s)−−−→ g ve g

(g0,s′)−−−→ h homotopileri yardımıyla:

h0(r) = f0(r)+(∂′ ◦ (s+ s′))(r), h1(e) = f1(e)+((s+ s′)◦∂)(e)

olup (4.2) şartlarının sağlandığı açıktır. Dolayısıyla kontrol edilmesi gereken tek şey, s+ s′ nün

(4.1) da verilen f0-derivasyon şartını sağlayıp sağlamadığıdır. Her r,r′ ∈ R için:

(s+ s′)(rr′) = s(rr′)+ s′(rr′)

= f0(r)I s(r′)+ f0(r′)I s(r)+ s(r)s(r′)+g0(r)I s′(r′)

+g0(r′)I s′(r)+ s′(r)s′(r′)

= f0(r)I s(r′)+ f0(r′)I s(r)+ s(r)s(r′)+( f0(r)+(∂′1 ◦ s)(r))I s′(r′)

+( f0(r′)+(∂′1 ◦ s)(r′))I s′(r)+ s′(r)s′(r′)

= f0(r)I s(r′)+ f0(r′)I s(r)+ s(r)s(r′)+ f0(r)I s′(r′)+(∂′1 ◦ s)(r)I s′(r′)

+ f0(r′)I s′(r)+(∂′1 ◦ s)(r′)I s′(r)+ s′(r)s′(r′)
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= f0(r)I s(r′)+ f0(r′)I s(r)+ s(r)s(r′)+ f0(r)I s′(r′)+ s(r)s′(r′)

+ f0(r′)I s′(r)+ s(r′)s′(r)+ s′(r)s′(r′) (∵ XM2 şartı)

= f0(r)I (s+ s′)(r′)+ f0(r′)I (s+ s′)(r)+(s+ s′)(r)(s+ s′)(r′),

olup (s+ s′) dönüşümünün f ile h yi bağlayan bir f0-derivasyon olduğu görülür. 2

♣ Burada toplama işlemimin özelliği gereği, homotopilerin kompozisyon işleminin asosyatif

olduğu açıktır.

Not 4.7 Dikkat edilirse son iki yardımcı teoremde, çaprazlanmış modülün ikinci Peiffer-

Whitehead şartı (XM2; Tanım 2.3) sıklıkla kullanılmıştır. Dolayısıyla bu elde edilen sonuçlar

önçaprazlanmış modüller ya da 2-çaprazlanmış modüller üzerinde çalışıldığı takdirde geçerli ol-

mayacaktır. Zaten tezin ileriki kısımlarında 2-çaprazlanmış modüllerin homotopisinde en önemli

nokta, bu sorunun nasıl üstesinden gelinebileceği olacaktır. Bu amaçla da A olarak bir serbest1 2-

çaprazlanmış modülün sabitlenmesine ihtiyaç duyulacaktır ve yeri geldiğinde bu durum sebebiyle

birlikte detaylıca açıklanacaktır.

Sonuç olarak bölümün esas teoremi aşağıdaki gibi verilebilir:

Teorem 4.8 A ve A ′ (değişmeli cebirlerin) herhangi iki keyfi çaprazlanmış modülü olsun. Bu

durumda objeleri çaprazlanmış modül morfizmleri; morfizmleri de bunların homotopileri olan

ve kısaca HOM(A ,A ′) ile gösterilen bir gruboid yapısı elde edilir.

Yukarıdaki teoremin bir sonucu olarak aşağıdaki teorem verilebilir:

Teorem 4.9 A ve A ′ (değişmeli cebirlerin) herhangi iki keyfi çaprazlanmış modülü olmak üzere,

A → A ′ şeklindeki çaprazlanmış modül morfizmleri kümesi üzerinde tanımlı:

“ f ' g⇐⇒ f ile g yi bağlayan bir f0-derivasyonu mevcuttur” (4.10)

bağıntısı bir denklik bağıntısıdır.
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5. 2-ÇAPRAZLANMIŞ MODÜL MORFİZMLERİNİN
HOMOTOPİSİ ve GRUBOİD

5.1 Giriş

Bu bölümde, bir önceki bölümde çaprazlanmış modüller için verilen tanımlama ve elde edi-

len sonuçlar bir boyut ileri taşınarak 2-çaprazlanmış modüller için ele alınacaktır. Dolayısıyla da

öncelikle 2-çaprazlanmış modül morfizmleri arasında homotopi tanımlanacak ve daha sonra çap-

razlanmış modül morfizmleri ve bu morfizmler arasındaki homotopiler yardımıyla gruboid yapısı

elde edilecektir.

Yine bu bölümde aksi belirtilene dek, en genel halde, yani herhangi bir kısıtlama olmadan

tanımlı A = (L,E,R,∂1,∂2,{,}) ve A ′ = (L′,E ′,R′,∂′1,∂
′
2,{,}) şeklinde iki sabit 2-çaprazlanmış

modül üzerinde çalışılacaktır.

5.2 2-Çaprazlanmış Modül Morfizmlerinin Homotopisi

Tanım 5.1 f =( f2, f1, f0) : A → A ′ bir 2-çaprazlanmış modül morfizmi olsun. s : R→E ′, t : E→

L′ şeklinde tanımlı κ-linear dönüşümleri (her r,r′ ∈ R ve e,e′ ∈ E için):

s(rr′) = f0(r)I s(r′)+ f0(r′)I s(r)+ s(r)s(r′)

ve:

t(ee′) = {(s◦∂1)(e)⊗ f1(e′)}+{(s◦∂1)(e′)⊗ f1(e)}+ f1(e)I′ t(e′)

+ f1(e′)I′ t(e)+(s◦∂1)(e)I′ t(e′)+(s◦∂1)(e′)I′ t(e)+ t(e)t(e′),

t(r I e) = f0(r)I t(e)+(∂′1 ◦ s)(r)I t(e)+{s(r)⊗ f1(e)}

−{ f1(e)⊗ s(r)}−{(s◦∂1)(e)⊗ s(r)}

şartları sağlanıyorsa (s, t) ikilisine bir kuadratik f-derivasyon denir.

Dikkat edilirse burada s bir f0-derivasyondur (Tanım 4.1).
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Yardımcı Teorem 5.2 f : A → A ′ bir 2-çaprazlanmış modül morfizmi ve (s, t) bir kuadratik f -

derivasyon olmak üzere, her l, l′ ∈ L ve r ∈ R için aşağıdaki eşitlikler geçerlidir:

t
(
∂2(l)∂2(l′)

)
= f2(l)(t ◦∂2)(l′)+ f2(l′)(t ◦∂2)(l)+(t ◦∂2)(l)(t ◦∂2)(l′),

t
(
r I ∂2(l)

)
= f0(r)I (t ◦∂2)(l)+(∂′1 ◦ s)(r)I f2(l)+(∂′1 ◦ s)(r)I (t ◦∂2)(l)

İspat: Tezin geri kalanında, uzun işlem gerektiren ispatların daha kompakt gözükebilmesi

açısından, bileşke işlemi “◦” kullanılmayacak olup, ayrıca {e⊗ f} Peiffer liftingi yerine sadece

{e, f} notasyonu kullanılacaktır.

2-çaprazlanmış modülün tanımından hatırlanacağı üzere, (∂2 : L→ E,I′) bir çaprazlanmış

modül olup, XM2 şartı gereği (her r ∈ R ve l, l′ ∈ L için):

t
(
∂2(l)∂2(l′)

)
= {(s∂1)(∂2(l)), f1(∂2(l′))}+{(s∂1)(∂2(l′)), f1(∂2(l))}

+ f1(∂2(l))I′ t(∂2(l′))+ f1(∂2(l′))I′ t(∂2(l))

+(s∂1)(∂2(l))I′ t(∂2(l′))+(s∂1)(∂2(l′))I′ t(∂2(l))+ t(∂2(l))t(∂2(l′))

= {s((∂1∂2)(l)),( f1∂2)(l′)}+{s((∂1∂2)(l′)),( f1∂2)(l)}

+( f1∂2)(l)I′ (t∂2)(l′)+( f1∂2)(l′)I′ (t∂2)(l)

+ s((∂1∂2)(l))I′ (t∂2)(l′)+ s((∂1∂2)(l′))I′ (t∂2)(l)+(t∂2)(l)(t∂2)(l′)

= {s(0G),( f1∂2)(l′)}+{s(0G),( f1∂2)(l)}

+(∂′2 f2)(l)I′ (t∂2)(l′)+(∂′2 f2)(l′)I′ (t∂2)(l)

+ s(0G)I
′ (t∂2)(l′)+ s(0G)I

′ (t∂2)(l)+(t∂2)(l)(t∂2)(l′)

= {0E ′ ,( f1∂2)(l′)}+{0E ′ ,( f1∂2)(l)}

+∂
′
2( f2(l))I′ (t∂2)(l′)+∂

′
2( f2(l′))I′ (t∂2)(l)

+0E ′ I
′ (t∂2)(l′)+0E ′ I

′ (t∂2)(l)+(t∂2)(l)(t∂2)(l′)

= f2(l)(t∂2)(l′)+ f2(l′)(t∂2)(l)+(t∂2)(l)(t∂2)(l′),

ve ayrıca:

t(r I ∂2(l)) = f0(r)I t(∂2(l))+(∂′1s)(r)I t(∂2(l))+{s(r), f1(∂2(l))}
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−{ f1(∂2(l)),s(r)}−{(s∂1)(∂2(l)),s(r)}

= f0(r)I (t∂2)(l)+(∂′1s)(r)I (t∂2)(l)+{s(r),( f1∂2)(l)}

−{( f1∂2)(l),s(r)}−{(s(∂1∂2)(l)),s(r)}

= f0(r)I (t∂2)(l)+(∂′1s)(r)I (t∂2)(l)+{s(r),(∂′2 f2)(l)}

−{(∂′2 f2)(l),s(r)}−{(s(0G),s(r)}

= f0(r)I (t∂2)(l)+(∂′1s)(r)I (t∂2)(l)+{s(r),∂′2( f2(l))}

−{∂′2( f2(l)),s(r)}−{0E ′ ,s(r)}

= f0(r)I (t∂2)(l)+(∂′1s)(r)I (t∂2)(l)+ s(r)I′ f2(l)

− [s(r)I′ f2(l)−∂
′
1(s(r))I f2(l)]

= f0(r)I (t∂2)(l)+(∂′1s)(r)I (t∂2)(l)+(∂′1s)(r)I f2(l)

olur. 2

Teorem 5.3 f : A → A ′ bir 2-çaprazlanmış modül morfizmi ve (s, t) bir kuadratik f -derivasyon

olmak üzere (her r ∈ R, e ∈ E ve l ∈ L için):

g0(r) = f0(r)+(∂′1 ◦ s)(r),

g1(e) = f1(e)+(s◦∂1)(e)+(∂′2 ◦ t)(e),

g2(l) = f2(l)+(t ◦∂2)(l)

(5.1)

şeklinde tanımlanan g = (g2,g1,g0) üçlüsü A → A ′ şeklinde yeni bir 2-çaprazlanmış modül mor-

fizmidir.

İspat: Öncelikle g0, g1 ve g2 nin cebir morfizmi olduğu gösterilmelidir. Bunun için,

g0(r+ r′) = g0(r)+g0(r′) ve g0(k r) = k g0(r)

olduğu (benzer şekilde g1 ve g2 için) s ve t nin κ-lineeer oluşu gereği açıktır. Ayrıca ilk Peiffer-

Whitehead şartını kullanarak her r,r′ ∈ R ve k ∈ κ için:

g0(rr′) = f0(rr′)+(∂′1s)(rr′)

= f0(r) f0(r′)+(∂′1(s(rr′))

= f0(r) f0(r′)+∂
′
1[ f0(r)I s(r′)+ f0(r′)I s(r)+ s(r)s(r′)]

= f0(r) f0(r′)+∂
′
1( f0(r)I s(r′))+∂

′
1( f0(r′)I s(r))+∂

′
1(s(r)s(r

′))
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= f0(r) f0(r′)+ f0(r)(∂′1(s(r
′))+ f0(r′)(∂′1(s(r))+∂

′
1(s(r))∂

′
1(s(r

′))

= [ f0(r)+(∂′1s)(r)][ f0(r′)+(∂′1s)(r′)]

= g0(r)g0(r′)

olup g0 bir cebir morfizmi olduğu görülür. Benzer şekilde, her e,e′ ∈ E için:

g1(ee′) = f1(ee′)+(s∂1)(ee′)+(∂′2t)(ee′)

= f1(e) f1(e′)+ s(∂1(ee′))+∂
′
2(t(ee′)) = f1(e) f1(e′)+ s(∂1(e)∂1(e′))+∂

′
2(t(ee′))

= f1(e) f1(e′)+ f0(∂1(e))I s(∂1(e′))+ f0(∂1(e′))I s(∂1(e))+ s(∂1(e))s(∂1(e′))

+∂
′
2[{(s∂1)(e), f1(e′)}+{(s∂1)(e′), f1(e)}+ f1(e)I t(e′)+ f1(e′)I t(e)

+(s∂1)(e)I t(e′)+(s∂1)(e′)I t(e)+ t(e)t(e′)]

= f1(e) f1(e′)+( f0∂1)(e)I (s∂1)(e′)+( f0∂1)(e′)I (s∂1)(e)+(s∂1)(e)(s∂1)(e′)

+∂
′
2{(s∂1)(e), f1(e′)}+∂

′
2{(s∂1)(e′), f1(e)}+∂

′
2( f1(e)I t(e′))

+∂
′
2( f1(e′)I t(e))+∂

′
2((s∂1)(e)I t(e′))+∂

′
2((s∂1)(e′)I t(e))+∂

′
2(t(e)t(e

′))

= f1(e) f1(e′)+(∂′1 f1)(e)I (s∂1)(e′)+(∂′1 f1)(e′)I (s∂1)(e)+(s∂1)(e)(s∂1)(e′)

+(s∂1)(e) f1(e′)−∂
′
1( f1(e′))I (s∂1)(e)+(s∂1)(e′) f1(e)−∂

′
1( f1(e))I (s∂1)(e′)

+ f1(e)∂′2(t(e
′))+ f1(e′)∂′2(t(e))+(s∂1)(e)∂′2(t(e

′))+(s∂1)(e′)∂′2(t(e))

+∂
′
2(t(e))∂

′
2(t(e

′))

= f1(e) f1(e′)+∂
′
1( f1(e))I (s∂1)(e′)+∂

′
1( f1(e′))I (s∂1)(e)+(s∂1)(e)(s∂1)(e′)

+(s∂1)(e) f1(e′)−∂
′
1( f1(e′))I (s∂1)(e)+(s∂1)(e′) f1(e)−∂

′
1( f1(e))I (s∂1)(e′)

+ f1(e)(∂′2t)(e′)+ f1(e′)(∂′2t)(e)+(s∂1)(e)(∂′2t)(e′)+(s∂1)(e′)∂′2(t(e))

+(∂′2t)(e)(∂′2t)(e′)

= f1(e) f1(e′)+(s∂1)(e)(s∂1)(e′)+(s∂1)(e) f1(e′)+(s∂1)(e′) f1(e)+ f1(e)(∂′2t)(e′)

+ f1(e′)(∂′2t)(e)+(s∂1)(e)(∂′2t)(e′)+(s∂1)(e′)∂′2(t(e))+(∂′2t)(e)(∂′2t)(e′)

= [ f1(e)+(s∂1)(e)+(∂′2t)(e)][ f1(e′)+(s∂1)(e′)+(∂′2t)(e′)]

= g1(e)g1(e′),

olup g1 cebir morfizmidir. Son olarak Yrd. Teo. 5.2 gereği (her l, l′ ∈ L için):

g2(ll′) = f2(ll′)+(t∂2)(ll′)
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= f2(l) f2(l′)+ t(∂2(ll′))

= f2(l) f2(l′)+ t(∂2(l)∂2(l′))

= f2(l) f2(l′)+ f2(l)((t∂2)(l′))+ f2(l′)((t∂2)(l))+(t∂2)(l)(t∂2)(l′)

= [ f2(l)+(t∂2)(l)][ f2(l′)+(t∂2)(l′)]

= g2(l)g2(l′)

elde edilir ve g2 nin de bir cebir morfizmi olduğu görülür.

Ayrıca,

L
∂2 //

g2

��

E
∂1 //

g1

��

R

g0

��
L′

∂′2

// E ′
∂′1

// R′

diyagramının değişmeli olduğu Teorem 4.2 ın ispatındakine benzer şekilde açıktır.

Son olarak da bu morfizmlerin etkileri ve Peiffer liftingi koruduğu gösterilmelidir. Bunun için

(l ∈ L, e,e′ ∈ E ve r ∈ R olmak üzere):

g1(r I e) = f1(r I e)+(s∂1)(r I e)+(∂′2t)(r I e)

= f0(r)I f1(e)+ s(∂1(r I e))+∂
′
2(t(r I e))

= f0(r)I f1(e)+ s(r∂1(e))+∂
′
2(t(r I e))

= f0(r)I f1(e)+ f0(r)I s(∂1(e))+ f0(∂1(e))I s(r)+ s(r)s(∂1(e))

+∂
′
2[ f0(r)I t(e)+(∂′1s)(r)I t(e)+{s(r), f1(e)}−{ f1(e),s(r)}

−{(s∂1)(e),s(r)}

= f0(r)I f1(e)+ f0(r)I (s∂1)(e)+( f0∂1)(e)I s(r)+ s(r)(s∂1)(e)

+∂
′
2( f0(r)I t(e))+∂

′
2((∂

′
1s)(r)I t(e))+∂

′
2{s(r), f1(e)}

−∂
′
2{ f1(e),s(r)}−∂

′
2{(s∂1)(e),s(r)}

= f0(r)I f1(e)+ f0(r)I (s∂1)(e)+(∂′1 f1)(e)I s(r)+ s(r)(s∂1)(e)

+ f0(r)I ∂
′
2(t(e))+(∂′1s)(r)I ∂

′
2(t(e))+ s(r) f1(e)−∂

′
1( f1(e))I s(r)

− f1(e)s(r)+∂
′
1(s(r))I f1(e)− (s∂1)(e)s(r)+(∂′1s)(r)I (s∂1)(e)
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= f0(r)I f1(e)+ f0(r)I (s∂1)(e)+ f0(r)I ∂
′
2(t(e))+(∂′1s)(r)I ∂

′
2(t(e))

+∂
′
1(s(r))I f1(e)+(∂′1s)(r)I (s∂1)(e)

= f0(r)I f1(e)+ f0(r)I (s∂1)(e)+ f0(r)I (∂′2t)(e)+(∂′1s)(r)I ∂
′
2(t(e))

+(∂′1s)(r)I f1(e)+(∂′1s)(r)I (s∂1)(e)

= [ f0(r)+(∂′1s)(r)]I [ f1(e)+(s∂1)(e)+(∂′2t)(e)]

= g0(r)I g1(e)

ve diğer yandan yine Yrd. Teo. 5.2 ın yardımıyla:

g2(r I l) = f2(r I l)+(t∂2)(r I l)

= f0(r)I f2(l)+ t(∂2(r I l))

= f0(r)I f2(l)+ t(r I ∂2(l))

= f0(r)I f2(l)+ f0(r)I (t∂2)(l)+(∂′1s)(r)I f2(l)+(∂′1s)(r)I (t∂2)(l)

= f0(r)I ( f2(l)+(t∂2)(l))+(∂′1s)(r)I ( f2(l)+(t∂2)(l))

= [ f0(r)+(∂′1s)(r)]I [ f2(l)+(t∂2)(l)]

= g0(r)I g2(l)

olup etkiler korunur. Ayrıca:

g2({e,e′}) = f2({e,e′})+(t∂2)({e,e′})

= { f1(e), f1(e′)}+ t(∂2{e,e′})

= { f1(e), f1(e′)}+ t(ee′−∂1(e′)I e)

= { f1(e), f1(e′)}+ t(ee′)− t(∂1(e′)I e)

= { f1(e), f1(e′)}+{(s∂1)(e), f1(e′)}+{(s∂1)(e′), f1(e)}+ f1(e)I t(e′)

+ f1(e′)I t(e)+(s∂1)(e)I t(e′)+(s∂1)(e′)I t(e)+ t(e)t(e′)

− f0(∂1(e′))I t(e)− (∂′1s)(∂1(e′))I t(e)−{s(∂1(e′)), f1(e)}+{ f1(e),s(∂1(e′))}

+{(s∂1)(e),s(∂1(e′))}

= { f1(e), f1(e′)}+{(s∂1)(e), f1(e′)}+{(s∂1)(e′), f1(e)}+{ f1(e),∂′2(t(e
′))}

+ f1(e′)I t(e)+{(s∂1)(e),∂′2(t(e
′))}+(s∂1)(e′)I t(e)+{∂′2(t(e)),∂′2(t(e′))}

−∂
′
1( f1(e′))I t(e)− (∂′1s)(∂1(e′))I t(e)−{s(∂1(e′)), f1(e)}+{ f1(e),s(∂1(e′))}
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+{(s∂1)(e),s(∂1(e′))}

= { f1(e), f1(e′)}+{ f1(e),(s∂1)(e′)}+{ f1(e),(∂′2t)(e′))}

+{(s∂1)(e), f1(e′)}+{(s∂1)(e),(s∂1)(e′)}+{(s∂1)(e),(∂′2t)(e′)}

+{(∂′2t)(e), f1(e′)}+{(∂′2t)(e),(s∂1)(e′)}+{(∂′2t)(e),(∂′2t)(e′)}

= { f1(e)+(s∂1)(e)+(∂′2t)(e), f1(e′)+(s∂1)(e′)+(∂′2t)(e′)}

= {g1(e),g1(e′)}

olup Peiffer liftinginin korunduğu görülür. 2

√
Sonuç olarak, ( f ,s, t) üçlüsü, f morfizmini g morfizmine bağlayan bir homotopi olarak

adlandırılır ve kısaca:

f
( f ,s,t)−−−→ g (5.2)

şeklinde gösterilir.

Tüm bu verilenler diyagramatik olarak aşağıdaki şekilde özetlenir:

L
∂2 //

f2

��

g2

��

E
∂1 //

t

��

f1

��

g1

��

R

s

��

f0

��

g0

��
L′

∂′2

// E ′
∂′1

// R′

5.3 Gruboid

Yardımcı Teorem 5.4 f : A → A ′ bir 2-çaprazlanmış modül morfizmi olmak üzere, sıfır mor-

fizmler yardımıyla tanımlanan (0s,0t) ikilisi için:

f
( f ,0s,0t)−−−−→ f (5.3)

olur.

İspat: Yrd. Teo. 4.4 ın ispatına benzer niteliktedir. 2
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5.3.1 XMod homotopisi - 2XMod homotopisi karşılaştırması

Bu karşılaştırmaya geçmeden önce, Bölüm 4.3 de çaprazlanmış modül morfizmleri ve bu morfizm-

ler arasındaki homotopiler yardımıyla inşaa edilen gruboid yapısının (Teorem 4.8) tekrar gözden

geçirilerek hatırlanması tavsiye edilir.

Tahmin 5.5 f ,g : A → A ′ birer 2-çaprazlanmış modül morfizmi ve (s, t) ikilisi f ile g yi bağlayan

bir kuadratik f -derivasyon olsun. Çaprazlanmış modül durumunda olduğu gibi bu dönüşümlerin

toplamsal negatifleri yardımıyla tanımlanan (−s,−t) ikilisi ele alınsın.

Bu durumda;

Problem 5.6 (−s,−t) ikilisi genel olarak bir kuadratik g-derivasyon değildir. Hatta daha da

ötesinde, −s bir f0-derivasyon dahi tanımlamaz. Bunun temel sebebi, 2-çaprazlanmış modülün

(∂1 : E→R,I) kısmının sadece bir ön-çaprazlanmış modül olması ve dolayısıyla işlemlerde ikinci

Peiffer-Whitehead şartının kullanılamamasıdır (Not 4.7).

Tahmin 5.7 f ,g,h : A → A ′ birer 2-çaprazlanmış modül morfizmleri olmak üzere,

f
( f ,s,t)−−−→ g ve g

(g,s′,t ′)−−−−→ h

homotopileri verilsin. Bu durumda mevcut homotopiler için Teorem 5.3 gereği:

h0(r) = f0(r)+(∂′1 ◦ (s+ s′))(r),

h1(e) = f1(e)+((s+ s′)◦∂1)(e)+(∂′2 ◦ (t + t ′))(e),

h2(l) = f2(l)+((t + t ′)◦∂2)(l)

eşitlikleri kolayca elde edilebilir. Bu yaklaşım da sezgisel olarak, f ile h yi birbirine bağlayacak

yeni homotopinin yine çaprazlanmış modül durumunda olduğu gibi toplama işlemi yardımı ile

elde edilebileceği fikrini verir.

Fakat:

Problem 5.8 (s+ s′) ikilisi genel olarak bir f0-derivasyon tanımlamaz. Bunun sebebi de yine bir

önceki problemde ifade edildiği gibi XM2 özelliğinin eksikliğidir (Not 4.7).
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Uyarı 5.9 Dolayısıyla, çaprazlanmış modüllerin homotopilerinin birbirine bağlanması için kul-

lanılan ikili işlem olan toplama işlemi, ve bu işlem için ters eleman niteliğindeki toplamsal ters;

2-çaprazlanmış modül morfizmlerinin homotopileri (kuadratik derivasyonlar) üzerinde geçerli bir

fikir değildir.

Uyarı 5.10 Yukarıda elde edilen tüm gözlem ve yorumlar çaprazlanmış modül durumunun aksine,

A → A ′ şeklindeki 2-çaprazlanmış modül morfizmlerinin homotop olma bağıntısının bir denklik

bağıntısı olmadığını göstermektedir. Bu durum, grup hali için [20] de detaylı olarak örneklendiri-

lerek incelenmiştir.

Tezin giriş kısmı hatırlanacak olursa; model kategori perspektifinden [15] bakıldığı takdirde

(cofibrant-fibrant obje hususu dolayısıyla) bu aslında zaten beklenmedik bir durum değildir.

5.3.2 Anahtar fikir

Not 5.11 Yukarıda bahsedilen bu problemin çözülebilmesi için, öncelikle belirli bir kısıtlama ge-

tirilmesi ve çalışmaya bu durum altında devam edilmesi gerekecektir. Bunun için de A → A ′

arasında tanımlanan 2-çaprazlanmış modül morfizmlerinin homotopisi için tezin bundan sonraki

kısmında A = (L,E,R,∂1,∂2,{,}) bir serbest1 2-çaprazlanmış modül olarak sabitlenecektir. Daha

önce kısaca bahsedildiği gibi, burada tanım gereği R, sabit bir B ⊂ R tabanı üzerinde tanımlı bir

serbest (değişmeli) cebir; yani dolayısıyla polinomlar cebiri olacaktır (Tanım 2.7). Bu özel du-

rum da muhtemelen değişmeli cebirlerin 2-çaprazlanmış modül kategorisi üzerindeki bir model

kategori [15] yapısında cofibrant objeye karşılık gelecektir. Bu durum gruplar için [20] de detaylı

olarak incelenmiş olup değişmeli cebirler için model kategori kısmına bu tezde değinilmeyerek

ileriki bir başka çalışmada ele alınacaktır.

Yardımcı Teorem 5.12 f =( f2, f1, f0) : A→A ′ bir 2-çaprazlanmış modül morfizmi olmak üzere

s : R→ E ′ şeklindeki f0-derivasyonu ile

φ : r ∈ R 7−→
(

f0(r),s(r)
)
∈ R′nI E ′ .= A ′1

şeklinde tanımlı cebir morfizmi arasında bire-bir eşleme vardır.
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Ortaya çıkan bu özellikle birlikte aşağıda verilecek olan yardımcı teorem, mevcut problemin

çözümünde anahtar rolü üstlenecektir.

Yardımcı Teorem 5.13 R (B tabanlı) bir serbest cebir olsun. Bu durumda s : R → E ′ f0-

derivasyonu, serbest cebirin evrensellik özelliği gereği, B ⊂ R serbest tabanı altındaki değerler

yardımıyla biricik şekilde tanımlanabilir.

Böylece herhangi bir s? : B→ E ′ fonksiyon ailesi,

B
� � incl //

( f0,s?)

��

R

( f0,s)∃!

��
A ′1

değişmeli diyagramı altında genişleyerek, biricik s : R→ E ′ f0-derivasyonu tanımlar.

Bu özellik, öncelikle yukarıda açıklanan problemlerin çözüme kavuşması ve ayrıca tezin geri kalan

kısmındaki her bir adım için anahtar fikir olarak büyük rol oynayacaktır. Dolayısıyla da bu fikir

aslında tezin en önemli noktasıdır.

5.3.3 Homotopilerin kompozisyonu

f ,g,h : A → A ′ birer 2-çaprazlanmış modül morfizmleri olmak üzere,

f
( f ,s,t)−−−→ g ve g

(g,s′,t ′)−−−−→ h

homotopileri (kuadratik derivasyonları) verilsin.

Tanım 5.14 s� s′ : R→ E ′ derivasyonu, s+ s′ fonksiyonunun (B ye kısıtlaması), serbest cebirin

evrensellik özelliği (Yrd. Teo. 5.13) altında genişlemesi, yani:

B
� � incl //

( f0,s+s′)

  

R

( f0,s�s′)∃!

��
A1

(5.4)
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değişmeli diyagramıyla elde edilen biricik f0-derivasyon olarak tanımlansın.

Burada diyagramın değişmeli olmasından dolayı, serbest tabanın her b ∈ B elemanı için:

(s� s′)(b) = (s+ s′)(b)

şeklindedir.

♣ Şimdi, yukarıda diyagramatik olarak elde edilen bu yeni s� s′ kuadratik derivasyonunun

cebirsel olarak açık formülünün neye karşılık geldiği elde edilmeye çalışılacaktır. Bu amaçla da

bazı yardımcı fonksiyon ve morfizmlerin tanımlanmasına ihtiyaç duyulacaktır:

Öncelikle A ′ = (L′,E ′,R′,∂′1,∂
′
2) üzerindeki 2-simpleks tanımı kullanılarak,

ζ : B→ (R′nI E ′)I• (E ′nI′ L′) = A ′2

fonksiyonu (b ∈ B olmak üzere):

ζ(b) = ( f0(b),s(b),s′(b),0)

biçiminde tanımlansın. Bu fonksiyon geometrik olarak 2-simpleksler yardımıyla:

b ∈ B
ζ7−→

f0(b)+∂1(s(b))+∂1(s′(b))

f0(b)

s(b)+s′(b)

;;

s(b)
// f0(b)+∂1(s(b))

s′(b)+∂2(0)
�� ��0

OO

=

h0(b)

f0(b)

(s+s′)(b)

;;

s(b)
// g0(b)

s′(b)
�� ��0

OO

şeklindedir.

Bu durumda serbest cebirin evrensellik özelliği gereği, ζ fonksiyonunun

B
� � incl //

ζ

��

R

X (s,s′)∃!

��
A ′2

(5.5)

diyagramı altında genişlemesi yardımıyla biricik

X (s,s′) : R−→ (R′nI E ′)I• (E ′nI′ L′) = A ′2
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cebir morfizmi mevcuttur.

Yine diyagramın değişmeliliği gereği her b ∈ B için:

X (s,s′)(b) = ( f0(b),s(b),s′(b),0) = ζ(b)

olur. Burada genel olarak r ∈ R için bu eşitliğin geçerli olmayıp açıktır:

X (s,s′)(r) 6= ( f0(r),s(r),s′(r),0) = ζ(r)

dir.

Şimdi X (s,s′)(r) ∈ A ′2 elemanının ne olduğu açıkça tanımlanabilmesi amacıyla, Tanım 3.8

de verilen d1 morfizmi ve Yardımcı Teorem 5.13 den faydalanarak, biricik şekilde tanımlı bir

w(s,s′) : R→ L′ dönüşümünün yardımı ile birlikte, X (s,s′)(r) elemanı aşağıdaki 2-simpleksle görsel-

leştirilir:

X (s,s′)(r) =

h0(r)

f0(r)

(s�s′)(r)

88

s(r)
// g0(r)

s′(r)
�� ��w(s,s′)(r)

OO (5.6)

Özel olarak aşağıdaki sonuç elde edilir:

Yardımcı Teorem 5.15 Yukarıda tanımlanan w(s,s′) : R→ L′ dönüşümü, her r,r′ ∈ R için:

w(s,s′)(rr′) = f0(r)I w(s,s′)(r′)+ f0(r′)I w(s,s′)(r)+ s′(r′)I w(s,s′)(r)

+ s(r′)I w(s,s′)(r)+ s′(r)I w(s,s′)(r′)+ s(r)I w(s,s′)(r′)

−{s′(r′)⊗ s(r)}−{s′(r)⊗ s(r′)}−w(s,s′)(r)w(s,s′)(r′) (5.7)

şartını sağlayan bir κ-lineer dönüşümdür.

Ayrıca 2-simpleksin tanımını gereği, w(s,s′) dönüşümü için (her (r ∈ R) için):

(s� s′)(r) = s(r)+ s′(r)− (∂′2 ◦w(s,s′))(r) (5.8)
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şeklindedir.

Burada dikkat edilirse w(s,s′) dönüşümü (s� s′)(r) ile (s+ s′)(r) arasındaki cebirsel farkın ∂′2

morfizmi yardımıyla ölçülmesini sağlar.

İspat: İlk (5.7) eşitliği, yarı-direkt çarpım tanımı (Tanım 3.1) veYrd. Teo. 3.6 da verilen etki gereği

2-simpleks cebir yapısının (3.1) bir sonucu olarak ortaya çıkmaktadır.

Diğer yandan (5.8) ise; (3.2) de verilen simplisel formunun (5.6) üzerinde uygulanarak çözülmesi

sonucu direk olarak elde edilir. 2

Not 5.16 w(s,s′)(r) elemanı r ∈ B⊂ R durumunda sıfıra eşittir.

Şimdi (5.6) de tanımlanan üçgen (2-simpleks) dekompoze edilerek sıralı dörtlü biçimindeki

gösterime geçilir ve aşağıdaki teorem verilebilir:

Teorem 5.17 Aşağıdaki şekilde tanımlı bir cebir homomorfizmi mevcuttur:

X (s,s′) : R −→ (R′nI E ′)I• (E ′nI′ L′)
r 7−→

(
f0(r),s(b),s′(r)− (∂′2 ◦w)(r),w(s,s′)(r)

)
Burada X (s,s′) morfizminin (5.5) diyagramındaki biricik morfizmden yola çıkarak tanımlandığını

tekrar hatırlamakta fayda vardır.

Şimdi w(s,s′) : R→ L′ dönüşümüne ait birkaç önemli özellik üzerinde durulacaktır:

Yardımcı Teorem 5.18 s ya da s′ derivasyonlarından herhangi biri sıfır ise:

w(s,s′) = 0

olur.

İspat: Öncelikle s = 0 durumu ele alınsın. X (s,s′) : R→ A ′2 morfizminin tanımı hatırlanacak



60

olursa, her b ∈ B için:

X (s,s′)(b) =

f0(b)+∂1(s(b))+∂1(s′(b))

f0(b)

s(b)+s′(b)

<<

s(b)
// f0(b)+∂1(s(b))

s′(b)+∂2(0)
�� ��0

OO

elde edilir. Kabul gereği s′ = 0 olduğundan dolayı da mevcut X (s,s′)(b) ∈ A ′2 elemanı:

X (s,s′)(b) =

f0(b)+∂1(s(b))

f0(b)

s(b)

>>

s(b)
// f0(b)+∂1(s(b))

0
�� ��0

OO

şekline indirgenir.

Elde edilen bu elemanın da aslında, Not 3.9 ve Yardımcı Teorem 5.12 yardımıyla:

s0

(
f0(b)

s(b)−−→ ( f0(b)+∂1(s(b))
)
= s0( f0(b),s(b))

= (s0 ◦φ)(b)

dönüşümüne eşit olduğu görülür. Yani her b ∈ B⊂ R serbest taban elemanı için:

X (s,s′)(b) = (s0 ◦φ)(b)

elde edilir. Bu iki elemanın eşit olması, serbest cebirin evrensellik özelliği altında genişlemeleri

olan R→ A ′2 cebir morfizmlerinin de her r ∈ R için:

X (s,s′)(r) = (s0 ◦φ)(r)

şeklinde birbirine eşit olmasını gerektirir.
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Bu eşitlik ise, X s,s′ nün tanımı diyagramı (5.6) ve ayrıca s0 dönüşümünün simplisel formu 3.9

yardımıyla:

f0(r)+∂1(s(r))

f0(r)

s(r)−∂2(w(s,0)(r))

;;

s(r)
// f0(r)+∂1(s(r))

−∂2(w(s,0)(r))
�� ��w(s,0)(r)

OO

=

f0(r)+∂1(s(r))

f0(r)

s(r)

;;

s(r)
// f0(r)+∂1(s(r))

0
�� ��0

OO

yani bir başka deyişle her r ∈ R için:

w(s,0)(r) = 0

sonucunu verir. Benzer şekilde s′ = 0 için de w(0,s′)(r) = 0 olduğu ispatlanır. 2

Yardımcı Teorem 5.19 0s : R→ E ′ sıfır dönüşümü için:

s�0s = s ve 0s� s = s (5.9)

eşitlikleri geçerlidir.

İspat:� işleminin diyagramatik tanımı (5.4) gereği, s in kendisinin halihazırda bir derivasyon

olmasının yardımıyla istenilen sonuçlar elde edilir. Buna alternatif olarak (5.8) in bir sonucu olarak

Yardımcı Teorem 5.18 kullanılarak da ispatlanabilir. 2

Şimdi homotopilerin kompozisyonundaki ikinci bileşen üzerinde durulacaktır:

Tanım 5.20 Mevcut f
( f ,s,t)−−−→ g ve g

(g,s′,t ′)−−−−→ h homotopileri için:

(t� t ′)(e) = t(e)+ t ′(e)+(w(s,s′) ◦∂1)(e) (5.10)

şeklinde tanımlansın.

Not 5.21 Yardımcı Teorem 5.18 gereği, s′ ya da s nin sıfır olması durumunda sırasıyla:

t�0t = t ve 0t ′� t ′ = t ′ (5.11)

elde edilir.
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Yukarıdaki mevcut tanımlamalarla birlikte aşağıdaki verilecek olan teorem tezin en önemli

teoremlerinden birisi olacaktır:

Teorem 5.22 f ,g,h : A → A ′ şeklindeki 2-çaprazlanmış modül morfizmleri için:

f
( f ,s,t)−−−→ g ve g

(g,s′,t ′)−−−−→ h

homotopileri verilsin. Bu durumda (s� s′, t� t ′) ikilisi, f ile g yi bağlayan:

f
( f , s�s′, t�t ′)−−−−−−−→ h (5.12)

şeklinde bir homotopi (kuadratik f -derivasyon) tanımlar.

İspat: Burada s� s′ dönüşümü zaten tanımı gereği bir f0-derivasyondur. Diğer yandan t� t ′

şeklinde tanımlanan dönüşüm de Tanım 5.1 de verilen şartı (5.7) yardımıyla sağladığı uzun işlem-

ler dizisi sonucu görülmektedir. Böylece (s� s′, t � t ′) ikilisi bir kuadratik derivasyon olmakta,

daha da ötesinde, (5.1) de verilen şartların da geçerli olması sebebi ile f ile h yi bağlayan bir

kuadratik derivasyon olmaktadır. 2

5.3.4 Ters kuadratik derivasyon

f ,g : A → A ′ 2-çaprazlanmış modül morfizmleri için:

f
( f ,s,t)−−−→ g

homotopisi verilsin. Burada halen A = (L,E,R,∂1,∂2,{,}) nın serbest1 2-çaprazlanmış modül

(B⊂ R sabit tabanıyla) olarak sabitlendiği unutulmamalıdır.

Şimdi, g ile f yi bağlayacak ve aynı zamanda gruboid yapısı için (s, t) kuadratik derivasyo-

nunun tersini oluşturacak:

g
( f , s, t)−−−−→ f

homotopisi, yani (s, t) kuadratik g-derivasyonu tanımlanacaktır.

Mevcut f
( f ,s,t)−−−→ g homotopisini kullanarak:

g0(r) = f0(r)+(∂′1 ◦ s)(r) ya da f0(r) = g0(r)+(∂′1 ◦−s)(r)
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eşitlikleri kolayca elde edilir. Burada, −s : R→ E ′ dönüşümü her ne kadar homotopinin s bile-

şeni için doğru bir tercih gibi gözükse de −s genel olarak bir g0-derivasyon olmadığından dolayı

(Problem 5.6) iyi bir fikir değildir.

Tanım 5.23 s̄ : R→ E derivasyonu −s nin (B ye kısıtlaması) serbest cebirin evrensellik özelliği

altında genişlemesi (yardımcı teorem 5.13), yani:

B
� � incl //

( f0,−s)

��

R

( f0,s̄)∃!

��
A ′1

(5.13)

değişmeli diyagramıyla elde edilen biricik g0-derivasyon olarak tanımlansın.

Yardımcı Teorem 5.24 Yukarıdaki şekilde tanımlı s için:

s� s̄ = 0s ve s̄� s = 0s

eşitlikleri geçerlidir.

İspat: Yardımcı teorem 5.13 ve � işleminin diyagramatik tanımı (5.4) gereği; her B ⊂ R

elemanı için:

(s+ s̄)(b) = (s+(−s))(b) = 0

olup, bu fonksiyonun genişlemesi olan s� s̄ derivasyonu için de sonuç sıfır morfizmidir (sıfır

morfizminin halihazırda derivasyon olduğunu hatırlayınız). Benzer ispat diğer durum için de ge-

çerlidir. 2

Şimdi ters homotopinin ikinci bileşeni incelenecektir:

Tanım 5.25 Yukarıda tanımlı şartlar dahilinde,

t̄ =−t− (w(s,s̄) ◦∂1)

şeklinde tanımlansın. Bu durumda Tanım 5.10 gereği:

t� t̄ = 0t ve t̄� t = 0t

olduğu açıktır.
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Sonuç olarak:

Teorem 5.26 f ,g : A → A ′ 2-çaprazlanmış modül morfizmleri ve f
( f ,s,t)−−−→ g homotopisi için yu-

karıdaki şekilde tanımlı (s, t) ikilisi, g ile f yi bağlayan

g
( f , s, t)−−−−→ f (5.14)

şeklinde bir homotopi (kuadratik g-derivasyon) tanımlar.

İspat: Teorem 5.22 nin ispatıyla aynıdır. 2

5.3.5 Kompozisyonunun asosyatifliği

f ,g,h,k : A → A ′ birer 2-çaprazlanmış modül morfizmleri olmak üzere:

f
( f ,s,t)−−−→ g g

(g,s′,t ′)−−−−→ h h
(h,s′′,t ′′)−−−−→ k

homotopileri tanımlansın.

Serbest tabandan seçilen her b ∈ B⊂ R elemanı için:

(s� (s′� s′′))(b) = ((s� s′)� s′′)(b)

olduğu açıktır. Böylece, Yardımcı Teorem 5.13 gereği, bu iki elemanın genişlemeleri olan derivas-

yonlar (homotopiler) için de yine, her r ∈ R için:

(s� (s′� s′′))(r) = ((s� s′)� s′′)(r) (5.15)

şeklinde olup, homotopinin ilk bileşeni için asosyatiflik kolayca sağlanmış olur.

♣ Şimdi işin zor olan ve teknik detay gerektiren kısmını, yani homopilerin kompozisyonunun

ikinci bileşen düzeyinde de asosyatif olduğu ispatlanacaktır. Burada yine daha önceden olduğu

gibi bazı yardımcı fonksiyon ve morfizmlere ihtiyaç duyulacaktır:

Öncelikle 3-simpleks tanımından (Bölüm 3.5) faydalanarak:

λ : B −→ ((R′nI E ′)nI• (E ′nI′ L′))nI† ((E ′nI′ L′)nI∗ L′) = A ′3
b 7−→ ( f0(b),s(b),s′(b),0,s′′(b),0,0)

(5.16)
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fonksiyonu tanımlansın.

Diğer yandan, tanımlanan bu λ(b) fonksiyonu simplisel formda :

f0(b)+∂1(s(b))+∂1(s′(b))+∂1(s′′(b))

f0(b)+∂1(s(b))+∂1(s′(b))

s′′(b)+∂2(0)+∂2(0)

OO

f0(b)
s(b)

�� ��0
//

s(b)+s′(b)

55
s(b)+s′(b)+s′′(b) �� ��0+0

;;

f0(b)+∂1(s(b))

s′(b)+∂2(0)

jj
s′(b)+s′′(b)+∂2(0)+∂2(0)�� ��0

dd

ya da kısaca:

k0(b)

h0(b)

s′′(b)

OO

f0(b)
s(b)

�� ��0
//

s(b)+s′(b)

66
s(b)+s′(b)+s′′(b) �� ��0

>>

g0(b)

s′(b)

hh
s′(b)+s′′(b)�� ��0

`` (5.17)

şeklinde görselleştirilir.

Serbest cebirin evrensellik özelliği gereği λ : B→ A ′3 fonksiyonunun değişmeli:

B
� � incl //

λ

��

R

Z∃!

��
A ′3

(5.18)

diyagramı altında genişlemesi ile tanımlı bir Z : R→ A ′3 cebir morfizmi mevcuttur.
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Not 3.21 de tanımlanan d0,1,2,3 morfizmleri ve Yrd. Teo. 5.13 kullanılarak, r ∈ R için:

Z(r) =

k0(r)

h0(r)

s′′(r)

OO

f0(r)
s(r)

�� ��w(s,s′)(r)
//

(s�s′)(r)

44

(s�s′�s′′)(r) �� ��w(s�s′,s′′)(r)

BB

g0(r)

s′(r)

jj

(s′�s′′)(r)�� ��w(s′,s′′)(r)

\\ (5.19)

simplisel formu elde edilir.

Şimdi, Bölüm 5.3.3 dekine benzer mantıkla, mevcut 3-simpleksi dekompoze edilerek sıradaki

teorem verilecektir:

Teorem 5.27 Aşağıdaki şekilde tanımlı bir cebir morfizmi mevcuttur:

Z : R −→ ((R′nI E ′)nI• (E ′nI′ L′))nI† ((E ′nI′ L′)nI∗ L′), (5.20)

her r ∈ R için:

r Z7−→
(

f0(r),s(r),s′(r)− (∂′2 ◦w(s′,s′′))(r),w(s′,s′′)(r),

s′′(r)− (∂′2 ◦w(s�s′,s′′))(r),w(s�s′,s′′)(r)−w(s′,s′′)(r),w(s′,s′′)(r)
)

.

Dikkat edilirse bu morfizm, yukarıdaki diyagramı değişmeli yapan biricik morfizmidir.

Şimdi W = d1 ◦Z : R→ A2 şeklinde bir dönüşüm tanımlansın. Burada Not 3.21 hatırlanacak

olursa, tanımlanan bu dönüşüm (5.19) deki tetrahedronun arka yüzeyini, yani bir başka deyişle,

r ∈ R için:

W (r) =

k0(r)

f0(r)

(s�s′�s′′)(r)

>>

s(r)

�� ��w(s,s′)(r)−w(s′,s′′)(r)+w(s�s′,s′′)(r)
// g0(r)

(s′�s′′)(r)

`` (5.21)
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üçgenini verecektir. Bu 2-simpleks b ∈ B serbest taban elemanı için:

W (b) =

k0(b)

f0(b)

(s+s′+s′′)(b)

==

s(b)

�� ��0
// g0(b)

(s′+s′′)(b)

aa (5.22)

formundadır.

Şimdi öncelikle X (s,s′) : R→ A2 nin tanımının (Bölüm 5.3.3) kullanılacağını söylemekte fayda

vardır. Bilindiği üzere, herhangi bir B→A2 fonksiyonunun evrensellik özelliği altında genişlemesi

olan R→ A2 cebir morfizmi biriciktir.

Diğer yandan, dikkat edilirse (5.15) gereği her b ∈ B için:

W (b) = X (s,s′�s′′)(b)

olup, yukarıda ifade edilen sebepten dolayı her r ∈ R için:

W (r) =

k0(r)

f0(r)

(s�s′�s′′)(r)

==

s(r)

�� ��w(s,s′�s′′)(r)
// g0(r)

(s′�s′′)(r)

aa

= X (s,s′�s′′)(r)

(5.23)

elde edilir.

Sonuç olarak (5.21) ve (5.23) deki tetrahedronlara bakılırsa: her r ∈ R için:

w(s,s′)(r)−w(s′,s′′)(r)+w(s�s′,s′′)(r) = w(s,s′�s′′)(r),

ya da:

w(s,s′)(r)+w(s�s′,s′′)(r) = w(s,s′�s′′)(r)+w(s′,s′′)(r). (5.24)

sonucu elde edilir.

Artık homotopinin ikinci bileşeni için de asosyatifliği söylenebilir:
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Teorem 5.28 Her r ∈ R için:

(t� t ′)� t ′′ = t� (t ′� t ′′) (5.25)

olup işlem asosyatiftir.

İspat: Yukarıda elde edilen (5.24) özelliği kullanılarak, her e ∈ E için:

((t� t ′)� t ′′)(e) = (t� t ′)(e)+ t ′′(e)+(w(s�s′,s′′) ◦∂1)(e)

= t(e)+ t ′(e)+(w(s,s′) ◦∂1)(e)+ t ′′(e)+(w(s�s′,s′′) ◦∂1)(e)

= t(e)+ t ′(e)+w(s,s′)(∂1(e))+ t ′′(e)+w(s�s′,s′′)(∂1(e))

= t(e)+ t ′(e)+ t ′′(e)+w(s′,s′′)(∂1(e))+w(s,s′�s′′)(∂1(e))

= t(e)+ t ′(e)+ t ′′(e)+(w(s′,s′′) ◦∂1)(e)+(w(s,s′�s′′) ◦∂1)(e)

= t(e)+(t ′� t ′′)(e)+(w(s,s′�s′′) ◦∂1)(e)

= (t� (t ′� t ′′))(e)

elde edilir. 2

Böylece tezin esas amaçlarından biri olan aşağıdaki teoremin ispatı tamamlanmıştır:

Teorem 5.29 A ve A ′ birer 2-çaprazlanmış modül ve A = (L,E,R,∂1,∂2,{,}) özel olarak B⊂ R

serbest tabanı yardımıyla tanımlı serbest1 2-çaprazlanmış modül olsun.

Bu durumda objeleri A → A ′ arasında tanımlı 2-çaprazlanmış modül morfizmleri, morfizmleri

de bunların homotopileri olan ve kısaca HOM(A ,A ′) ile gösterilen bir gruboid yapısı elde edilir.

Bu grouboidin işlemi:

� :
(
(s, t),(s′, t ′)

)
−→ (s� s′, t� t ′)

şeklinde homotopilerin kompozisyonu (5.3.3) olup bu işlem (5.15) ve (5.25) gereği asosyatiftir.

Ayrıca gruboidin bu işlem altındaki ters elemanı ise gruboid ters homotopi (5.3.4) olarak tanımlı-

dır.

Burada dikkat edilmesi gereken, mevcut tüm yapıyı belirleyen unsurun en baştan seçilerek sabit-

lenen B⊂ R serbest tabanına bağımlı olduğudur.
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Yukarıdaki teoremin bir sonucu olarak aşağıdaki teorem de verilebilir:

Teorem 5.30 A serbest1 2-çaprazlanmış modül ve A ′ keyfi bir 2-çaprazlanmış modül olsun. Bu

durumda A → A ′ arasında tanımlı 2-çaprazlanmış modül morfizmleri kümesi üzerinde tanımlı:

“ f ' g⇐⇒ f ile g yi bağlayan bir kuadratik f -derivasyonu mevcuttur” (5.26)

bağıntısı bir denklik bağıntısıdır.
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6. 2-HOMOTOPİ ve 2-GRUBOİD

6.1 Giriş

Bilindiği üzere 2-homotopi kavramı kısaca, homotopileri birbirine bağlayan bir üst boyutlu

homotopi olarak açıklanmaktadır.

Hatırlanacağı gibi bir önceki bölümde 2-çaprazlanmış modül morfizmlerinin homotopisi ta-

nımlanmıştı. Dolayısıyla da bu bölümde öncelikle bir üst boyuta çıkılarak 2-çaprazlanmış modül

morfizmleri için 2-homotopi tanımı yapılacaktır. Ardından da bu mevcut 2-homotopi ve önceki

bölümlerde elde edilen yapılar kullanılarak sonuç olarak bir 2-gruboid yapısı inşaa edilecektir.

Bu bölümde öncelikle herhangi bir kısıtlama olmadan genel halde iki A = (L,E,R,∂1,∂2)

ve A ′ = (L′,E ′,R′,∂′1,∂
′
2) 2-çaprazlanmış modülü ele alınacak, aksi belirtilene dek bu en genel

haldeki sabit 2-çaprazlanmış modüller üzerinde çalışılacaktır.

6.2 2-Çaprazlanmış Modül Morfizmlerinin 2-Homotopisi

Tanım 6.1 (Kuadratik 2-derivasyon) f : A → A ′ bir 2-çaprazlanmış modül morfizmi ve (s, t)

bir kuadratik f -derivasyon olsun. Bu durumda q : R→ L′ κ-lineer dönüşümü (her r,r′ ∈ R için):

q(rr′) = f0(r)I q(r′)+ f0(r′)I q(r)+ s(r)I′ q(r′)+ s(r′)I′ q(r)+q(r)q(r′) (6.1)

şartını sağlıyorsa, bir kuadratik (f,s, t)-2-derivasyon olarak adlandırılır.

Teorem 6.2 f ,g : A → A ′ 2-çaprazlanmış modül morfizmleri ile birlikte f
( f ,s,t)−−−→ g homotopisi

(kuardatik derivasyonu) mevcut olsun. Bu durumda q : R→ L′ bir kuadratik ( f ,s, t)-2-derivasyon

olmak üzere (her r ∈ R ve e ∈ E için):

s′(r) = s(r)+(∂′2 ◦q)(r)

t ′(e) = t(e)− (q◦∂1)(e)
(6.2)

şeklinde tanımlanan (s′, t ′) ikilisi f ile g arasında f
( f ,s′,t ′)−−−−→ g şeklinde yeni bir kuadratik derivasyon

tanımlar.
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İspat: Öncelikle Tanım 5.1 de verilen kuadratik derivasyon şartlar kontrol edilecektir. Bu

amaçla da her e,e′ ∈ E ve r,r′ ∈ R için:

s′(rr′) = s(rr′)+(∂′2q)(rr′)

= f0(r)I s(r′)+ f0(r′)I s(r)+ s(r)s(r′)+∂
′
2[q(rr′)]

= f0(r)I s(r′)+ f0(r′)I s(r)+ s(r)s(r′)+∂
′
2[ f0(r)I q(r′)

+ f0(r′)I q(r)+ s(r)I q(r′)+ s(r′)I q(r)+q(r)q(r′)]

= f0(r)I s(r′)+ f0(r′)I s(r)+ s(r)s(r′)+∂
′
2( f0(r)I q(r′))

+∂
′
2( f0(r′)I q(r))+∂

′
2(s(r)I q(r′))+∂

′
2(s(r

′)I q(r))+∂
′
2(q(r)q(r

′))

= f0(r)I s(r′)+ f0(r′)I s(r)+ s(r)s(r′)+ f0(r)I (∂′2q)(r′)

+ f0(r′)I (∂′2q)(r)+ s(r)(∂′2q)(r′)+ s(r′)∂′2q)(r)+(∂′2q)(r)(∂′2q)(r′)

= f0(r)I [s(r′)+(∂′2q)(r′)]+ f0(r′)I [s(r)+(∂′2q)(r)]

+ [s(r)+(∂′2q)(r)][s(r′)+(∂′2q)(r′)]

= f0(r)I s′(r′)+ f0(r′)I s′(r)+ s′(r)s′(r′)

olup s′ bir f0-derivasyon olur. Yukarıdaki hesaplamalarda; R-cebir özelliğinden dolayı ∂′2(rI e) =

r I ∂′2(l) özelliğini ve ayrıca (∂′2 : L′→ E ′,I′) nin çaprazlanmış modül olmasından (2.1) dolayı

da XM2 aksiyomu kullanılmıştır. Diğer yandan ikinci bileşen için:

t ′(ee′) = t(ee′)− (q∂1)(ee′)

= t(ee′)−q(∂1(e)∂1(e′))

= {(s∂1)(e), f1(e′)}+{(s∂1)(e′), f1(e)}+ f1(e)I′ t(e′)+ f1(e′)I′ t(e)

+(s∂1)(e)I′ t(e′)+(s∂1)(e′)I′ t(e)+ t(e)t(e′)− [ f0(∂1(e))I q(∂1(e′))

+ f0(∂1(e′))I q(∂1(e))+ s(∂1(e))I′ q(∂1(e′))+ s(∂1(e′))I′ q(∂1(e))

+q(∂1(e))q(∂1(e′))]

= {s(∂1(e)), f1(e′)}+{(∂′2q)(∂1(e)), f1(e′)}+{s(∂1(e′)), f1(e)}

+{(∂′2q)(∂1(e′)), f1(e)}+ f1(e)I′ t(e′)− f1(e)I′ (q∂1)(e′)

+ f1(e′)I′ t(e)− f1(e′)I′ (q∂1)(e)+(∂′2q)(∂1(e))I′ t(e′)

+ s(∂1(e))I′ t(e′)− s(∂1(e))I′ (q∂1)(e′)− (∂′2q)(∂1(e))I′ (q∂1)(e′)

+ s(∂1(e′))I′ t(e)− s(∂1(e′))I′ (q∂1)(e)+(∂′2q)(∂1(e′))I′ t(e)
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− (∂′2q)(∂1(e′))I′ (q∂1)(e)+ t(e)t(e′)− t(e)(q∂1)(e′)

− (q∂1)(e)t(e′)+(q∂1)(e)(q∂1)(e′)

= {s(∂1(e))+(∂′2q)(∂1(e)), f1(e′)}+{s(∂1(e′))+(∂′2q)(∂1(e′)), f1(e)}

+ f1(e)I′ [t(e′)− (q∂1)(e′)]+ f1(e′)I′ [t(e)− (q∂1)(e)]

+ [s(∂1(e))+(∂′2q)(∂1(e))]I′ [t(e′)− (q∂1)(e′)]

+ [s(∂1(e′))+(∂′2q)(∂1(e′))]I′ [t(e)− (q∂1)(e)]

+ [t(e)− (q∂1)(e)][t(e′)− (q∂1)(e′)]

= {(s′∂1)(e), f1(e′)}+{(s′∂1)(e′), f1(e)}+ f1(e)I′ t ′(e′)+ f1(e′)I′ t ′(e)

+(s′∂1)(e)I′ t ′(e′)+(s′∂1)(e′)I′ t ′(e)+ t ′(e)t ′(e′)

ve ayrıca 2XM2, 2XM4, 2XM5 aksiyomları yardımıyla:

t ′(r I e) = t(r I e)− (q∂1)(r I e)

= t(r I e)−q(∂1(r I e))

= t(r I e)−q(r∂1(e))

= f0(r)I t(e)+(∂′1s)(r)I t(e)+{s(r), f1(e)}−{ f1(e),s(r)}−{(s∂1)(e),s(r)}

− f0(r)I q(∂1(e))+ f0(∂1(e))I q(r)+ s(r)I′ q(∂1(e))+ s(∂1(e))I′ q(r)

+q(r)q(∂1(e))

= f0(r)I t(e)− f0(r)I (q∂1)(e)+(∂′1s)(r)I t(e)− (∂′1s)(r)I (q∂1)(e)

+∂
′
1(∂
′
2q(r))I t(e)−∂

′
1(∂
′
2q(r))I (q∂1)(e)+{s(r), f1(e)}+ f1(e)I′ q(r)

− (∂1 f1)(e)I q(r)−{ f1(e),s(r)}− f1(e)I′ q(r)−{(s∂1)(e),s(r)}

− (s∂1)(e)I′ q(r)− s(r)I′ (q∂1)(e)+(∂′1s)(r)I (q∂1)(e)− (q∂1)(e)q(r)

= f0(r)I t ′(e)+(∂′1s′)(r)I t ′(e)+{s′(r), f1(e)}−{ f1(e),s′(r)}−{(s′∂1)(e),s′(r)}.

elde edilir, yani sonuç olarak (s′, t ′) bir kuadratik f -derivasyondur.

Son olarak ise, (s′, t ′) kuadratik derivasyonunun:

f
( f ,s′,t ′)−−−−→ g

şeklinde f yi g ye bağlayan homotopi olduğu, yani (5.1) daki şartların sağlandığı açıktır. 2
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√
Sonuç olarak, ( f ,s, t,q) dörtlüsü, ( f ,s, t) ve ( f ,s′, t ′) homotopilerini birbirine bağlayan bir

2-homotopi olarak adlandırılır ve kısaca:

( f ,s, t)
( f ,s,t,q)
====⇒ ( f ,s′, t ′)

şeklinde gösterilir.

Tüm bu verilenler diyagramatik olarak aşağıdaki şekilde özetlenir:

E
∂1 //

t

��

t ′

��

R

q

��

s

��

s′

��
L′

∂′2

// E ′

6.2.1 Bazı cebirsel özellikleri

A = (L,E,R,∂1,∂2,{,}) 2-çaprazlanmış modülü üzerinde tanımlanan A1
.
= R n E yani 1-

simpleksin tanımı göz önüne alınarak bulundurarak, aşağıdaki yardımcı teoremi verilir:

Yardımcı Teorem 6.3 A1 in L üzerine, (r ∈ R,e ∈ E ve l ∈ L olmak üzere):

(r,e)B l = r I l + eI′ l

şeklinde tanımlı bir etkisi mevcuttur.

Yukarıda tanımlanan etki ve yarı-direkt çarpım yardımıyla:

Q .
= (RnI E)nB L (6.3)

değişmeli cebiri elde edilir.

Yardımcı Teorem 6.4 Dikkat edilirse, Q nun tanımı ve işlemi göz önüne alındığında, kuadratik

2-derivasyonlar ile (her r ∈ R için):

ψ : r ∈ R 7−→
(

f0(r),s(r),q(r)
)
∈ (R′nI E ′)nB L′ (6.4)

şeklinde tanımlı cebir homomorfizmi arasında bire-bir eşleme mevcuttur.
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Böylece:

Yardımcı Teorem 6.5 A serbest1 2-çaprazlanmış modül olmak üzere, q : R→ L′ kuadratic 2-

( f ,s, t)-derivasyonu, serbest cebirin evrensellik özelliği gereği, B ⊂ R altındaki değerler yardı-

mıyla biricik şekilde tanımlanabilir.

Böylece herhangi bir q? : B→ L′ fonksiyon ailesi, değişmeli:

B
� � incl //

( f0,s?,q?)

��

R

( f0,s,q)∃!

��
Q′

(6.5)

diyagramı altında genişleyerek, biricik q kuadratik 2-( f ,s, t)-derivasyonunu tanımlar.

Diğer yandan:

Yardımcı Teorem 6.6 A ′ üzerindeki A ′2 = (R′nI E ′)nI• (E ′nI′ L′) 2-simpleks cebiri ele alın-

sın. f : A → A ′ bir 2-çaprazlanmış modül morfizmi için (s, t) bir kuadratik f derivasyon ve q bir

kuadratik ( f ,s, t)-2-derivasyon olsun. Bu durumda her r ∈ R için:

r Ω7−→ ( f0(r),s(r),(∂′2 ◦q)(r),−q(r)) =

g0(r)

f0(r)

s′(r)

<<

s(r)
// g0(r)

0
�� ��−q(r)

OO (6.6)

şeklinde tanımlı Ω : R→ A′2 bir cebir homomorfizmidir.

İspat: Öncelikle κ-lineerlik gereği Ω(r+r′) =Ω(r)+Ω(r′) ve Ω(kr) = k Ω(r) olduğu açıktır.

Gerekli hesaplamalar sonucu A′2 üzerindeki:

(r,e,e′, l)(r2,e2,e′2, l2) = (a,b,c,d)

çarpma işleminin:

a = rr2
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b = r I e2 + r2 I e+ ee2

c = ee′2 + r I e′2 + e2e′+ r2 I e′+ e′e′2

d = ∂1(e)I l2 + r I l2−{e′2,e}+∂1(e2)I l + r2 I l−{e′,e2}

+ e′ I l2 + e′2 I l + ll2

şeklinde tanımlandığı görülür. Bundan yararlanılarak da:

Ω(r)Ω(r′) =
(

f0(r),s(r),(∂′2 ◦q)(r),−q(r)
) (

f0(r′),s(r′),(∂′2 ◦q)(r′),−q(r′)
)

= ( f0(r) f0(r′), f0(r)I s(r′)+ f0(r′)I s(r)+ s(r)s(r′),

s(r)(∂′2 ◦q)(r′)+ f0(r)I (∂′2 ◦q)(r′)+ s(r′)(∂′2 ◦q)(r)

+ f0(r′)I (∂′2 ◦q)(r)+(∂′2 ◦q)(r)(∂′2 ◦q)(r′),

∂1(s(r))I−q(r′)+ f0(r)I−q(r′)−{(∂′2 ◦q)(r′),s(r)}+∂1(e2)I−q(r)

+ f0(r′)I−q(r)−{(∂′2 ◦q)(r),s(r′)}+(∂′2 ◦q)(r)I−q(r′)

+(∂′2 ◦q)(r′)I−q(r)+q(r)q(r′))

= ( f0(rr′),s(rr′),

∂
′
2
(

f0(r)I q(r′)+ f0(r′)I q(r)+ s(r)I′ q(r′)+ s(r′)I′ q(r)+q(r)q(r′)
)
,

−∂1(s(r))I q(r′)− f0(r)I q(r′)− s(r)I q(r′)+∂1(s(r))I q(r′)

−∂1(s(r′))I q(r)− f0(r′)I q(r)− s(r′)I q(r)+∂1(s(r′))I q(r)

−q(r)q(r′)−q(r′)q(r)+q(r)q(r′))

= ( f0(rr′),s(rr′),∂′2
(
q(rr′)

)
,

− f0(r)I q(r′)− s(r)I q(r′)− f0(r′)I q(r)− s(r′)I q(r)−q(r)q(r′))

= ( f0(rr′),s(rr′),(∂′2 ◦q)(rr′),−q(rr′))

= Ω(rr′)

yani böylece Ω nın cebir morfizmi olduğu gösterilmiş olur. 2

6.3 Dikey Komposizyon

Bu alt bölümde de yine herhangi bir kısıtlama olmadan iki (keyfi) sabit A = (L,E,R,∂1,∂2) ve

A ′ = (L′,E ′,R′,∂′1,∂
′
2) 2-çaprazlanmış modülü üzerinde çalışılmaya devam edilecektir.
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Teorem 6.7 f ,g : A → A ′ 2-çaprazlanmış modül morfizmleri için:

f
f ,s,t−−→ g f

f ,s′,t ′−−−→ g f
f ,s′′,t ′′−−−→ g

homotopileri (kuadratik derivasyonları) ve

( f ,s, t)
( f ,s,t,q)
====⇒ ( f ,s′, t ′) ( f ,s′, t ′)

( f ,s′,t ′,q′)
=====⇒ ( f ,s′′, t ′′)

2-homotopileri (q,q′ kuadratik 2-derivasyonları) tanımlansın. Bu durumda:

(q?q′)(r) = q(r)+q′(r) (6.7)

şeklinde tanımlı q?q′ : R→ L′ dönüşümü ( f ,s, t) ile ( f ,s′′, t ′′) yi bağlayan

( f ,s, t)
( f ,s,t,q?q′)
======⇒ ( f ,s′′, t ′′)

homotopisini (kuadratik ( f ,s, t)-2-derivasyonunu) tanımlar. Yani bir başka deyişle ? işlemi kuad-

ratik 2-derivasyonların dikey kompozisyonunu verir.

Tüm bu verilenler aşağıdaki diyagramla özetlenebilir:

f

( f ,s,t)

��
( f ,s′,t ′) //

( f ,s′′,t ′′)

AA

( f ,s,t,q)

��

( f ,s′,t ′,q′)

��

g = f

( f ,s,t)

!!

( f ,s′′,t ′′)

== g( f ,s,t,q?q′)

��

(6.8)

İspat: Öncelikle her r,r′ ∈ R için:

(q?q′)(rr′) = q(rr′)+q′(rr′)

= f0(r)I q(r′)+ f0(r′)I q(r)+ s(r)I′ q(r′)+ s(r′)I′ q(r)+q(r)q(r′)

+ f0(r)I q′(r′)+ f0(r′)I q′(r)+ s′(r)I′ q′(r′)+ s′(r′)I′ q′(r)+q′(r)q′(r′)

= f0(r)I q(r′)+ f0(r′)I q(r)+ s(r)I′ q(r′)+ s(r′)I′ q(r)+q(r)q(r′)

+ f0(r)I q′(r′)+ f0(r′)I q′(r)+ [s(r)+(∂′2 ◦q)(r)]I′ q′(r′)

+ [s(r)+(∂′2 ◦q)(r)]I′ q′(r)+q′(r)q′(r′)
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= f0(r)I q(r′)+ f0(r′)I q(r)+ s(r)I′ q(r′)+ s(r′)I′ q(r)+q(r)q(r′)

+ f0(r)I q′(r′)+ f0(r′)I q′(r)+ s(r)I′ q′(r′)+ s(r′)I′ q′(r)+q′(r)q′(r′)

+q(r)q′(r′)+q′(r)q(r′) (∵ XM2)

= f0(r)I (q?q′)(r′)+ f0(r′)I (q?q′)(r)+ s(r)I′ (q?q′)(r′)

+ s(r′)I′ (q?q′)(r)+(q?q′)(r)(q?q′)(r′)

olup (6.1) şartı sağlanmış olur. Diğer yandan bu yeni quadratik 2-derivasyonun:

( f ,s, t)
( f ,s,t,q)
====⇒ ( f ,s′′, t ′′)

şeklinde ( f ,s, t) yi ( f ,s′′, t ′′) ye bağladığı, yani (6.2) deki şartların sağlandığı açıktır. 2

♣ Dikey kompozisyon işleminin asosyatif olduğu açıktır. Ayrıca diğer yandan, sıfır morfizm-

ler yadımıyla elde edilen sıfır kuadratik ( f ,s, t)-2-derivasyonu da bu kompozisyon işlemi için

birim eleman niteliğindedir. Böylece aşağıdaki teoremin ispatı tamamlanmış olur:

Teorem 6.8 f ,g : A → A ′ 2-çaprazlanmış modül morfizmleri üzerinde tanımlı: objeleri f
( f ,s,t)−−−→

g şeklindeki homotopiler; morfizmleri de bu homotopiler arasındaki ( f ,s, t)
( f ,s,t,q)
====⇒ ( f ,s′, t ′) şek-

lindeki 2-homotopiler olan ve kısaca HOM2(A ,A ′)1 ile gösterilen bir kategori yapısı elde edilir.

Bu kategoride A ve A ′ için herhangi bir kısıtlama olmadığının tekrar altını çizmekte fayda var-

dır. Dahası, sıradaki yardımcı teoremle birlikte tanımlanan bu HOM2(A ,A ′)1 ketegorisinin bir

gruboid olduğu görülecektir:

Yardımcı Teorem 6.9 ( f ,s, t)
( f ,s,t,q)
====⇒ ( f ,s′, t ′) yani q quadratic ( f ,s, t)-2-derivasyonu verilsin.

Bu durumda:

q̄(r) =−q(r)

şeklinde tanımlı q̄ : R→ L′ dönüşümü, ( f ,s′, t ′) ile ( f ,s, t) yi bağlayan:

( f ,s′, t ′)
( f ,s,t,q̄)
====⇒ ( f ,s, t)

kuadratik 2-derivasyonunu tanımlar. Ayrıca bu 2-homotopilerin dikey kompoziyon işlemi altında

q nun tersi olduğu ? işleminin tanımı gereği açıktır.
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İspat: Her r,r′ ∈ R için:

q̄(rr′) =−(q(rr′))

=−[ f0(r)I q(r′)+ f0(r′)I q(r)+ s(r)I′ q(r′)

+ s(r′)I′ q(r)+q(r)q(r′)]

=− f0(r)I q(r′)− f0(r′)I q(r)− s(r)I′ q(r′)− s(r′)I′ q(r)−q(r)q(r′)

+q(r)q(r′)−q(r)q(r′)

=− f0(r)I q(r′)− f0(r′)I q(r)− s(r)I′ q(r′)− s(r′)I′ q(r)−q(r)q(r′)

+(∂′2 ◦q)(r)I′ q(r′)− (∂′2 ◦q)(r)I′ q(r′)

=− f0(r)I q(r′)− f0(r′)I q(r)

− (s(r)+(∂′2 ◦q)(r))I′ q(r′)− (s(r′)+(∂′2 ◦q)(r′))I′ q(r)+q(r)q(r′)

= f0(r)I−q(r′)+ f0(r′)I−q(r)− s′(r)I′ q(r′)− s′(r′)I′ q(r)+q(r)q(r′)

= f0(r)I q̄(r′)+ f0(r′)I q̄(r)+ s′(r)I′ q̄(r′)+ s′(r′)I′ q̄(r)+ q̄(r)q̄(r′)

olup (6.1) şartı sağlanır yani q bir kuadratik ( f ,s′, t ′)-2-derivasyondur.

Yukarıdaki adımlarda (∂′2 : L′ → E ′,I′) nin çaprazlanmış modül olmasından (2.1) dolayı XM2

şartı kullanılmıştır. İspatın geri kalan kısmı, yani bu kuadratik 2-derivasyonun 6.2 daki eşitlikleri

sağlayarak g ile f yi bağladığı basit hesaplamalarla açıktır. 2

6.4 Sesquigrouboid

Şimdi buradan itibaren, bölüm başında keyfi olarak seçilen ve sabitlenen A ve A ′ 2-

çaprazlanmış modüllerinden A = (L,E,R,∂1,∂2) (yani domain), serbest1 2-çaprazlanmış modül

ile değiştirilerek sabitlenecek ve bundan sonra bu durum üzerinden devam edilecektir. Burada R

nin sabitlenmiş bir B⊂ R serbest tabanı üzerinde tanımlı olduğuna dikkat edilmelidir.

Öncelikle, A → A ′ 2-çaprazlanmış modül morfizmleri ve bunların homotopileri yardımıyla

tanımlanan HOM(A ,A ′) gruboid yapısının (Bölüm 5.3, Teorem 5.29) tekrar hatırlanmasında

fayda vardır.
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6.4.1 Sağ-Whiskering

Literatürde whiskering olarak yer alan kelime, 2-kategori yapısındaki 1-morfizmlerin 2-

morfizmlerle kompoze edilmesi anlamını taşımaktadır. Tezdeki karşılığı ise, 2-kategori yapısının

1-morfizmleri olan 1-homotopiler ile 2-morfizmleri olan 2-homotopilerin birbiriyle kompoze edi-

lerek yeni bir 2-homotopi elde edilmesi olacaktır.

f ,g,h : A → A ′ 2-çaprazlanmış modül morfizmleri için:

f
( f ,s,t)−−−→ g, f

( f ,s′,t ′)−−−−→ g, g
(g,u,v)−−−→ h

homotopileri ve ayrıca bu homotopiler için de:

( f ,s, t)
( f ,s,t,q)
====⇒ ( f ,s′, t ′)

şeklindeki 2-homotopisi, yani q kuadratik 2-( f ,s, t)-derivasyonu verilsin. Tüm bu veriler kısaca

aşağıdaki diyagramla özetlenir:

f

( f ,s,t)

##

( f ,s′,t ′)

;; g( f ,s,t,q)

��

(g,u,v) // h . (6.9)

Burada sağ whiskering, yani 2-homotopinin 1-fold homotopi ile kompoziyonunun tanımlanması

için, aşağıdaki diyagramda görüleceği üzere, ( f ,s�u, t�v) ile ( f ,s′�u, t ′�v) yi bağlayan (q}u)

kuadratik 2-derivasyonun tanımlaması gerekir:

f

( f ,s�u,t�v)

$$

( f ,s′�u,t ′�v)

:: h( f ,s�u,t�v,q}u)

��

(6.10)

Bu amaçla:

(q} u) kuadratik 2-( f ,s� u, t � v)-derivasyonu, (yardımcı teorem 6.5) q|R nun serbest cebirin
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evrensellik özelliği gereği, B⊂ R altındaki değerler ve değişmeli:

B
� � incl //

( f0,s+u,q)

��

R

( f0,s�u,q}u)∃!

��
Q′

(6.11)

diyagramı yardımıyla elde edilen biricik kuadratik 2-derivasyon olarak tanımlansın.

Burada dikkat edilirse serbest tabandan seçilen her b ∈ B için:

(q}u)(b) = q(b)

şeklindedir.

Tanım gereği, q}u dönüşümü bir kuadratik ( f ,s�u, t� v)-2-derivasyondur. Şimdi bu kuadratik

2-derivasyonun ( f ,s� u, t � v) ile ( f ,s′� u, t ′� v) yi birbirine bağladığı gösterelicektir. Bunun

için teorem 6.2 deki şartları kontrol edilmesi gerekir.

Aşağıdaki şekilde tanımlı:

ζ : b ∈ B 7−→
(

f0(b),(s+u)(b),(∂′2 ◦q)(b),−q(b)
)
∈ A ′2 (6.12)

fonksiyonu göz önüne alınırsa, bu fonksiyon geometrik olarak:

ζ(b) =

f0(b)+∂′1((s+u)(b))+∂′1((∂
′
2◦q)(b))

f0(b)

(s+u)(b)+(∂′2◦q)(b)

;;

(s+u)(b)
// f0(b)+∂′1((s+u)(b))

(∂′2◦q)(b)+∂′2(−q(b))
�� ��−q(b)

OO (6.13)
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ya da kısaca:

ζ(b) =

h0(b)

f0(b)

(s′+u)(b)

==

(s+u)(b)
// h0(b)

0
�� ��−q(b)

OO (6.14)

şeklinde resmedilir.

Bu ζ fonksiyonunun yrd teo 5.13 gereği yardımıyla genişlemesi olan biricik

Y (s,s′,u) : R→ A ′2

cebir morfizmi vardır. Bu cebir morfizmi de yrd. teo. 6.6 gereği geometrik olarak:

Y (s,s′,u)(r) =

h0(r)

f0(r)

(s′�u)(r)

77

(s�u)(r)
// h0(r)

0
�� ��−(q}u)(r)

OO (6.15)

şeklinde resmedilir. Böylece Y (s,s′) cebir morfizminin açık formu yine yard. teo. 6.6 gereği, her-

hangi bir ρ : R→ E ′ dönüşümü ile birlikte:

Y (s,s′,u)(r) = ( f0(r),(s�u)(b),ρ(r),−(q}u)(r)))

şeklindedir. Dahası, 2-simpleksin özelliği hatırlanacak olursa:

ρ(r)−∂2((q}u)(r) = 0

yani böylece:

ρ(r) = ∂
′
2((q}u)(r))

olduğu görülür. Böylece (3.2) gereği Y (s,s′,u) cebir morfizminin açık formülü:

Y (s,s′,u)(r) =
(

f0(r),(s�u)(r),∂′2((q}u)(r)),−(q}u)(r)
)
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şeklinde elde edilir. Son olarak da yrd. teo. 6.6 kullanılarak::

(s′�u)(r) = (s�u)(r)+(∂′2 ◦ (q}u))(r) (6.16)

sonucu elde edilir ki bu da bize teorem 6.2 deki (6.2) şartlarından ilkini sağlar.

Yardımcı Teorem 6.10 Yukarıda elde edilenler gereği aşağıdaki eşitlik geçerlidir::

∂
′
2
(
(q}u)(r)

)
= ∂

′
2
(
q(r)+w(s,u)(r)−w(s′,u)(r)

)
(6.17)

İspat: Bir önceki teorem gereği:

(s′�u)(r) = (s�u)(r)+(∂′2 ◦ (q}u))(r)

olduğu açıktır. Bu eşitlik kullanılarak ilk olarak:

(s�u)(r)+(∂′2 ◦ (q} s′′))(r) = s(r)+u(r)− (∂′2 ◦w(s,u))(r)+(∂′2 ◦ (q}u))(r)

eşitliği elde edilir. Diğer yandan:

(s′�u)(r) = s′(r)+u(r)− (∂′2 ◦w(s′,u))(r)

= s(r)+(∂′2 ◦q)(r)+u(r)− (∂′2 ◦w(s′,u))(r)

olup istenen sonuç elde edilir. 2

Şimdi ( f ,s�u, t� v)

(
f ,s�u,t�v),q}u

)
==========⇒ ( f ,s′�u, t ′� v) 2-homotopisi gösterilecektir:

Yardımcı Teorem 6.11 Aşağıdaki diyagramı geçerli kılacak şartlarda 2-çaprazlanmış modül

morfizmleri, 1-fold ve 2-fold homotopileri mevcut olsun:

f

( f ,s,t)

##

( f ,s′,t ′)

;; g( f ,s,t,q)

��

(g,u,v) // h (6.18)

Bu durumda:

(q}̂u)(r) = q(r)+w(s,u)(r)−w(s′,u)(r) (6.19)
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şeklinde tanımlı q}̂u : R→ L′ dönüşümü bir kuadratik 2-( f ,s�u, t� v)-derivasyon tanımlar. Da-

hası, (q} u) ve (q}̂u) dönüşümlerinin B ⊂ R serbest tabanı altındaki değerleri eşit olduğundan

dolayı, bunların genişlemesi olarak, R→ L′ için de:

(q}u) = (q}̂u)

sonucu elde edilir.

İspat: Öncelikle tanım 6.1 deki şartının edilmesi gerekir:

(q}̂u)(rr′) = f0(r)I (q}̂u)(r′)+ f0(r′)I (q}̂u)(r)

+(s�u)(r)I′ (q}u)(r′)+(s�u)(r′)I′ (q}u)(r)

+(q}̂u)(r)(q}̂u)(r′).

Eğer eşitliğin sol tarafını açılırsa:

(q}̂u)(rr′) = q(rr′)+w(s,u)(rr′)−w(s′,u)(rr′)

= f0(r)I q(r′)+ f0(r′)I q(r)+ s(r)I′ q(r′)+ s(r′)I′ q(r)+q(r)q(r′)

+ f0(r)I w(s,u)(r′)+ f0(r′)I w(s,u)(r)+u(r′)I′ w(s,u)(r)

+ s(r′)I′ w(s,u)(r)+u(r)I′ w(s,u)(r′)+ s(r)I′ w(s,u)(r′)

−{u(r′),s(r)}−{u(r),s(r′)}−w(s,u)(r)w(s,u)(r′)

− [ f0(r)I w(s′,u)(r′)+ f0(r′)I w(s′,u)(r)+u(r′)I′ w(s′,u)(r)

+ s′(r′)I′ w(s′,u)(r)+u(r)I′ w(s′,u)(r′)+ s′(r)I′ w(s′,u)(r′)

−{u(r′),s′(r)}−{u(r),s′(r′)}−w(s′,u)(r)w(s′,u)(r′)]

elde edilip, diğer yandan eşitliğin sağ tarafı da açıldığında:

f0(r)I (q}̂u)(r′)+ f0(r′)I (q}u)(r)+(s�u)(r)I′ (q}̂u)(r′)

+(s�u)(r′)I′ (q}̂u)(r)+(q}̂u)(r)(q}̂u)(r′)

= f0(r)I [q(r′)+w(s,u)(r′)−w(s′,u)(r′)]+ f0(r′)I [q(r)+w(s,u)(r)−w(s′,u)(r)]

+ [s(r)+u(r)− (∂′2 ◦w(s,u))(r)]I′ [q(r′)+w(s,u)(r′)−w(s′,u)(r′)]

+ [s(r′)+u(r′)− (∂′2 ◦w(s,u)(r′))]I′ [q(r)+w(s,u)(r)−w(s′,u)(r)]

+ [q(r)+w(s,u)(r)−w(s′,u)(r)][q(r′)+w(s,u)(r′)−w(s′,u)(r′)]
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= f0(r)I q(r′)+ f0(r)I w(s,u)(r′)− f0(r)I w(s′,u)(r′)

+ f0(r′)I q(r)+ f0(r′)I w(s,u)(r)− f0(r′)I w(s′,u)(r)

+ s(r)q(r′)+ s(r)w(s,u)(r′)− s(r)w(s′,u)(r′)

+u(r)q(r′)+u(r)w(s,u)(r′)−u(r)w(s′,u)(r′)

− (∂′2 ◦w(s,u))(r)q(r′)− (∂′2 ◦w(s,u))(r)w(s,u)(r′)

+(∂′2 ◦w(s,u))(r)w(s′,u)(r′)

+ s(r′)q(r)+ s(r′)w(s,u)(r)− s(r′)w(s′,u)(r)

+u(r′)q(r)+u(r′)w(s,u)(r)−u(r′)w(s′,u)(r)

− (∂′2 ◦w(s,u))(r′)q(r)− (∂′2 ◦w(s,u))(r′)w(s,u)(r)

+(∂′2 ◦w(s,u))(r′)w(s′,u)(r)

+q(r)q(r′)+q(r′)w(s,u)(r′)−q(r)w(s′,u)(r′)

+w(s,u)(r)q(r′)+w(s,u)(r)w(s,u)(r′)−w(s,u)(r)w(s′,u)(r′)

−w(s′,u)(r)q(r′)−w(s′,u)(r)w(s,u)(r′)+w(s′,u)(r)w(s′,u)(r′)

elde edilir. Elde edilen bu iki farklı sonucun,

• ∂′2 nin çaprazlanmış modül olma üzelliğinden dolayı XM2 aksiyomu

• s′(r) = s(r)+(∂′2 ◦q)(r) eşitliği

• 2-çaprazlanmış modülün 2XM5 aksiyomu

kullanılarak eşit olduğu görülür. 2

Teorem 6.12 Yukarıda tanımlanan (q}u) kuadratik 2-( f ,s�u, t�v)-derivasyonu ( f ,s�u, t�v)

ile ( f ,s′�u, t ′� v) yi bağlayan 2-homotopidir. Tüm bunlar aşağıdaki diyagramla özetlenir:

f

( f ,s�u,t�v)

$$

( f ,s′�u,t ′�v)

:: h( f ,s�u,t�v,q}u)

��

(6.20)
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İspat: Teorem 6.2 deki (6.2) şartlarının sağlandığı gösterilmelidir. Hatırlanırsa bu şartlardan ilki,

(6.16) de ispatlanmıştı. Dolayısıyla ikinci şartı ele alırsak, her e ∈ E için:

(t ′� v)(e) = (t� v)(e)− ((q}u)◦∂
′
2)(e)

olduğu gösterilmelidir. (q}u) nun tanımı gereği:

(t ′� v)(e) = t ′(e)+ v(e)+(w(s′,u) ◦∂1)(e)

= t(e)− (q◦∂1)(e)+ v(e)+(w(s′,u) ◦∂1)(e)

elde edilip eşitliğin diğer tarafından:

(t� v)(e)− ((q}u)◦∂1)(e) = t(e)+ t ′′(e)+(w(s,u) ◦∂1)(e)

− (q(∂1(e))+w(s′,u)(∂1(e))−w(s,u)(∂1(e))

= t(e)+ v(e)− (q(∂1(e))+w(s′,u)(∂1(e))

sonucu elde edilip (6.2) nin ikinci şartı için istenen eşitlik elde edilir. 2

Teorem 6.13 Teorem 5.29 ve Teorem 6.8 de verilen gruboid tanımları göz önüne alındığında,

sağ-whiskering yardımıyla:

(q,u) ∈ HOM2(A ,A ′)1×HOM(A ,A ′) 7→ q}u ∈ HOM2(A ,A ′)1

şeklinde HOM(A ,A ′) nin HOM2(A ,A ′)1 üzerine bir (sağ) gruboid etkisi mevcuttur.

İspat: Burada ispatlanması gereken, uygun source ve target yardımıyla verilen q,q′ kuadratik

2-derivasyonları ve u,m kuadratik derivasyonları için:

(q+q′)}u = (q}u)+(q′}u)

q} (u�m) = (q}u)}m

şartlarının sağlandığını göstermektir.

Öncelikle, ilk şartın ispatı için aşağıdaki diyagram ele alınırsa:

f

( f ,s,t)

��
( f ,s′,t ′) //

( f ,s′′,t ′′)

@@

( f ,s,t,q)

��

( f ,s′,t ′,q′)

��

g
(g,u,v) // h
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verilenlerle birlikte:

(q+q′)}u = q+q′+w(s,u)−w(s′′,u)

= (q+w(s,u)−w(s′,u))+(q′+w(s′,u)−w(s′′,u))

= (q}u)+(q′}u)

elde edilip ilk şart sağlanmış olur.

Diğer şart için de,

f

( f ,s,t)

!!

( f ,s′,t ′)

== g( f ,s,t,q)

��

(g,u,v) // h
(h,m,n) // k

diyagramındaki veriler mevcut olsun. Gerekli eşitliğin sol tarafı:

q} (u�m) = q+w(s,u�m)−w(s′,u�m)

olup, sağ taraf genişletildiği takdirde:

(q}u)}m = (q}u)+w(s�u,m)−w(s′�u,m)

= q+w(s,u)−w(s′,u)+w(s�u,m)−w(s′�u,m)

elde edilir ki bu iki ifade de (5.24) gereği birbirine eşit olur. 2

6.4.2 Sol-Whiskering

Şimdi, benzer şekilde sol-whiskering üzerinde durulacaktır. f ,g,h,k : A→A ′ 2-çaprazlanmış mo-

dül morfizmleri olmak üzere; f
( f ,s,t)−−−→ g, g

(g,u,v)−−−→ h, g
(g,u′,v′)−−−−→ h homotopileri ve ayrıca (g,u,v,q′)

2-homotopisi;

f
( f ,s,t) // g

(g,u,v)

%%

(g,u′,v′)

99 h(g,u,v,q′)

��

diyagramıyla birlikte verilmiş olsun. Sol-whiskering’in tanımlanabilmesi için, ( f ,s� u, t� v) ile

( f ,s�u′, t� v′) yi bağlayan ( f ,s�u, t� v)-2-derivasyonunun tanımlanması gerekmektedir.
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Daha önce olduğu gibi, (s}q′), (6.5 yardımıyla), q′|B nun serbest cebirin evrensellik özelliği gereği

değişmeli:

B
� � incl //

( f0,s+u,q′)

��

R

( f0,s�u,s}q′)∃!

��
Q′

diyagramı altında genişlemesi olarak elde edilen biricik kuadratik 2-( f ,s� u, t � v)-derivasyon

olarak tanımlansın. Burada dikkat edilirse serbest tabanın her b ∈ B elemanı için:

(s}q′)(b) = q′(b)

şeklindedir.

Devamındaki ispatlar sağ-whiskering’e tamamen benzer nitelikte olduğundan verilmeyecek-

tir.

Teorem 6.14 Yukarıda tanımlanan biricik (s} q′) kuadratik 2-derivasyonu,( f ,s� u, t � v) ile

( f ,s� u′, t � v′) yi bağlayan bir 2-homotopi tanımlar ve bu homotopi diyagramatik olarak aşa-

ğıdaki diyagramla özetlenir:

f

( f ,s�u,t�v)

$$

( f ,s�u′,t�v′)

:: h;( f ,s�u,t�v,s}q′)

��

Dahası, her r ∈ R için:

(s}q′)(r) = q′(r)+w(s,u)(r)−w(s,u′)(r)

şeklinde formülize edilir.

Teorem 6.15 Teorem 5.29 ve Teorem 6.8 de verilen gruboid tanımları göz önüne alındığında sol-

whiskering yardımıyla HOM(A ,A ′) in HOM2(A ,A ′)1 üzerine bir sol gruboid etkisi mevcuttur.

Sıradaki teorem sağ ve sol whiskering arasında önemli bir özelliği vermektedir:
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Teorem 6.16 Sağ-whiskering ile sol-whiskering sıralamadan bağımsız olarak:

(s}q)} s′ = s} (q} s′).

şeklinde olup, bu özellik aşağıdaki diyagram üzerinde anlam kazanır:

f
(g,s,t) // g

(g,u,v)

##

(g,u′,v′)

;; h(g,u,v,q)

��

(h,s′,t ′) // k

İspat: w dönüşümünün (5.24) de verilen özelliği kullanılarak:

(s}q)} s′ =
[
q+w(s,u)−w(s,u′)

]
} s′

= q+w(s,u)−w(s,u′)+w(s�u,s′)−w(s�u′,s′)

= q+w(u,s′)−w(u′,s′)+w(s,u�s′)−w(s,u′�s′)

= s}
[
q+w(u,s′)−w(u′,s′)

]
= s} (q} s′)

elde edilir. 2

Tanımlanan sağ ve sol whiskeringler ve sahip olduğu özellikler yardımıyla da aşağıdaki te-

orem verilir:

Teorem 6.17 A bir serbest1 2-çaprazlanmış modül olmak üzere: objeleri A → A ′ arasın-

daki 2-çaprazlanmış modül morfizmleri; morfizmleri bu morfizmler arasında tanımlı homoto-

piler; son olarak da 2-morfizmleri de bu homotopiler arasındaki 2-homotopiler olan ve kısaca

HOM2(A ,A ′)2 şeklinde gösterilen bir sesquigruboid yapısı [31] elde edilir.

6.5 2-Gruboid

A serbest1 çaprazlanmış modül olmak şartıyla, A ve A ′ birer 2-çaprazlanmış modül olmak

üzere, yukarıda tanımlanan HOM2(A ,A ′)2 sesquigroupoid’inin bir 2-gruboid olması için göste-

rilmesi gereken, aşağıda verilen interchange law’ın sağlatılmasıdır:
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Teorem 6.18 f ,g,h : A → A ′ şeklinde tanımlı 2-çaprazlanmış modülleri ile birlikte aşağıdaki di-

yagramda yer alan homotopiler ve 2-homotopiler mevcut olsun:

f

( f ,s,t)

&&

( f ,s′,t ′)

88 g( f ,s,t,q)

��

( f ,u,v)

&&

( f ,u′,v′)

88 h( f ,s,t,q′)

��

(6.21)

Bu durumda interchange law geçerlidir. Bir başka deyişle aşağıdaki eşitlik sağlanır:

(q}u)? (s′}q′) = (s}q′)? (q}u′).

Açık olarak, eşitliği her iki tarafı q′(r)+q′(r)+w(s,u)(r)−ws′,u′(r) ifadesine eşittir.

Dolayısıyla, bir önceki teoreme ek olarak, (6.21) diyagramı üzerinde:

(q⊗q′)(r) = q(r)+q′(r)+w(s,u)(r)−w(s′,u′)(r)

şeklinde tanımlanan yatay kompozisyonla birlikte HOM2(A ,A ′)2 artık bir 2-gruboid yapısı oluş-

turmaktadır.

İspat:

(q}u)? (s′}q′) =
[
q+w(s,u)−w(s′,u)

]
?
[
q′+w(s′,u)−w(s′,u′)

]
= q+w(s,u)−w(s′,u)+q′+w(s′,u)−w(s′,u′)

= q+w(s,u)+q′−w(s′,u′)

= q′+w(s,u)−w(s,u′)+q+w(s,u′)−w(s′,u′)

=
[
q′+w(s,u)−w(s,u′)

]
?
[
q+w(s,u′)−w(s′,u′)

]
= (s}q′)? (q}u′)

olup ispatın geri kalanı daha önceden tanımlı mevcut özellikler gereği açıktır. 2
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7. SONUÇ ve ÖNERİLER

Tezde sonuç olarak çaprazlanmış modüller kategorisi için herhangi bir kısıtlamaya gidilme-

den bir gruboid yapısı kolayca elde edilebilmiş, 2-çaprazlanmış modüllere geçildiğinde ise yine

bilinen model kategori yapısında olması gerekenden daha hafif bir kısıtlama ile sadece serbest1

2-çaprazlanmış modüller kullanılarak öncelikle bir gruboid yapısı (denklik bağıntısı) ve ardından

da 2-homotopiler yardımıyla bir 2-gruboid yapısı elde edilmiştir.

Giriş kısmında da bahsedildiği gibi, hem çaprazlanmış hem de 2-çaprazlanmış modüller için

bu tezde ele alınan tüm yapılar henüz model kategori açısından bir netliğe kavuşturulmamıştır.

Dolayısıyla da tüm mevcut durum ve sonuçların model kategori altında açıkça incelenmesi yeni

ve güzel bir çalışma ortaya çıkartacaktır.

Diğer yandan bilindiği üzere 2-çaprazlanmış modüller kategorisi, Moore kompleksi 2 olan

simplisel cebirler kategorisine denk olmaktadır. Bu durumda akla artık "acaba simplisel cebirlerin

homotopisi ile 2-çaprazlanmış modüllerin homotopisi arasında da yakın bir ilişki var mıdır?" so-

rusu gelmektedir. Acaba bu homotopiler arasında geçişi sağlayacak bir kategori ve funktor yapısı

oluşturulabilir mi? En cezbedici kısmı ise acaba simplisel cebirler için de homotop olma bağıntısı

yardımıyla bir denklik bağıntısı ve dolayısıyla da bir gruboid yapısı elde edilir mi; ki bu durumda

yukarıda bahsedilen geçiş de bu iki gruboid arasında tanımlanabilecek bir funktor sorusuna dö-

nüşmektedir.

Ayrıca tezin içinde bahsedilen, noktasal olmayan genel homotopinin cebirler için belirtilen

koşullarda tanımlanması ve bu tanımlama yardımıyla da yeni ve farklı olarak neler elde edilebile-

ceği bir başka merak konusudur.
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