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OZET

Bu tezde oOncelikle 2-caprazlanmis modiil morfizmlerinin (noktasal) homotopileri
tizerinde durularak homotopi kavrami tamimlanacaktir. Ardindan temeli model kategori
yapisina dayanan sebepler dolayisiyla belirli kisitlamalar kullanilarak bu homotopiler
izerinde bir denklik bagintis1 olusturulacak, sonrasinda da bu denklik bagntis1 yardi-

miyla bir gruboid yapisi elde edilecektir.

Tezin geri kalan kisminda ise yukarida bahsedilen mevcut problem bir boyut ileri
tasinarak, 2-caprazlanmig modiil homomorfizmleri i¢in 2-homotopilerin tanimlanmasi ve

bu 2-homotopiler yardimiyla da bir 2-gruboid yapisi elde edilmesi tizerinde durulacaktir.

Tiim bunlarin tanimlanabilmesi ve ispatlarin daha kolay islemsiz bir sekilde tamam-
lanabilmesi i¢in ise Oncelikle herhangi bir 2-¢aprazlanmig modiil tizerinde 1-, 2- ve 3-
simpleks olarak adlandirilacak olan yeni cebirsel yapilara ve bu yapilarin geometrik gos-
terimlerine ihtiya¢ duyulacaktir. Diger yandan tabi ki 2-caprazlanmis modiiliin bir alt
basamagi olan caprazlanmis modiiller icin de tiim mevcut problem Oncelikli olarak ele
alinacak ve ¢oziime kavusturulacaktir. Ayrica homotopi i¢in "noktasal" teriminin nereden
geldigi de caprazlanmis modiil morfizmleri i¢in homotopi tanimi verildikten sonra detayl

olarak aciklanacaktir.

Anahtar Kelimeler: Simplisel degismeli cebir, 2-¢aprazlanmis modiil, kuadratik de-

rivasyon, homotopi, gruboid.



Vil

SUMMARY

We address the (pointed) homotopy theory of 2-crossed modules of commutative al-
gebras, which are equivalent to simplicial commutative algebras with Moore complex of
length two. In particular, we construct for maps of 2-crossed modules a homotopy rela-
tion, and prove that it yields an equivalence relation in very unrestricted cases (freeness
up to order one of the domain 2-crossed module). This latter condition strictly includes
the case when the domain is cofibrant. Furthermore, we prove that this notion of homo-
topy yields a groupoid with objects being the 2-crossed module maps between two fixed
2-crossed modules (with free up to order one domain), the morphisms being the homoto-

pies between 2-crossed module maps.

Then, as the final part of the thesis, we address the 2-homotopy theory of 2-crossed
modules of commutative algebras. In particular, we define the concept of 2-fold homotopy
between a pair of 1-fold homotopies connecting 2-crossed module maps 4 — 4’. We also
prove that if the domain 2-crossed module A4 is free up to order one then we have a 2-

groupoid of 2-crossed module maps 4 — A4’ and their homotopies and 2-fold homotopies.

Keywords: Simplicial commutative algebra, 2-crossed module of commutative al-

gebras, quadratic derivation, homotopy, groupoid.



viil

TESEKKUR / ACKNOWLEDGEMENTS

Oncelikle beni bu calismaya sevk eden, ardindan da tiim doktora 6grenimim ve ¢aligmalarim bo-
yunca her tiirlii emegini lizerimden hi¢ eksik etmeyen, dahasi kargilasti§im tiim zorluklarda bana
her daim yol gésterici olan danisman hocam Dr. LIlker Ake¢a’ya sonsuz tesekkiir ve saygilarimi
sunarim.

I will forever be thankful to my Erasmus supervisor Dr. Joao Faria Martins who has kindly
contributed not only dearly to the supervision of this thesis, but his invaluable support has also
assisted me dearly in shaping my career goals. Being perfectly aware that I have a lot to learn
from, I would like to express my deepest gratitude to Jodo for bearing with me throughout my
studies at CMA. Obrigado por tudo!

Naturally, my special thanks goes to Centro de Matematica e Aplicacoes of FCT, Portugal for
having accepted me as a collaborating member for one year at their research center during which I
also had the opportunity to attend some prominent conferences and seminars and meet outstanding
mathy people from all around the world. Finally, I am truly grateful to Dr. Ronnie Brown for his
kind review and invaluable suggestions about this study. It has also been a unique pleasure to meet
with him personally in Aveiro.

Bana her zaman hocadan ¢ok bir abi gibi olan Dr. Enver Onder Uslu’ya; iyi giin kotii giin ayirt
etmeksizin hep yanimda ve bana destek olan, basta oda arkadagim Dr. Temel Ermis olmak iizere
tiim degerli ve gercek dostlarima tesekkiirii bir borg bilirim.

Ayrica: tabi ki, bana her zaman giivenerek beni bugiinlere tagiyan, haklarini bir dmiir boyu asla
o0deyemeyecegim annem, babam, kardesim ve artik ailemden biri olan Hilal ablam ve esi Ali abiye;

Sahip oldugu tecriibesi, diinya goriisii ve engin birikimiyle ufkumu genisletip beni yeni diinyalara
siiriikleyen, varligini her daim arkamda hissettigim, hayattaki idoliim dayim Dr. ismail Y1lmaz’a;

Son olarak da, burada ismi agikc¢a anilmayip da aslinda kendini bilen herkese;

"Siz olmadan bunlarin hicbiri olmazdi; iyi ki varsmiz..."



iX

ICINDEKILER

OZET vi
SUMMARY vii
TESEKKUR / ACKNOWLEDGEMENTS viii
1. GIRIS 1
2. TEMEL KAVRAMLAR 6
2.1 GIriS . . o v o e e e e e e e e e e 6

2.2 CaprazlanmigModill . . . . .. ... L 6

2.3 2-CaprazlanmigModil . . . . . .. ... ... ... .. 8

24 Simplisel Cebirler . . . . .. ... 10

2.5 Homotopi . . . . . . . oo e e e 11

2.5.1 Zincir kompleks homotopisi . . . . .. ... ... ... ....... 13

3. 1-, 2- ve 3- SIMPLEKSLER 22
31 GIMiS . .« v v o e e e e e e 22

32 O0-Simpleksler . . . .. . ... e 22

3.3 Yari-direkt Carpim . . . . . . . .. 23

34 1-ve2-Simpleksler . . ... ... .. 24

3.5 3-Simpleksler . . . .. ... 30

3.5.1 Baziyardimcicebiretkileri. . . . ... ... ... ... .. ... .. 30

352 3-Simpleksler . . . .. ... 36



4. CAPRAZLANMIS MODUL MORFIZMLERININ HOMOTOPISI ve GRUBOID 40

41 GIMS. . . oo o 40
4.2 Caprazlanmig Modiil Morfizmlerinin Homotopisi . . . . . . ... ... ... 40
43 Gruboid . . . . .o 43

S0 GIrlS. o v v v e e e e e e e 47
5.2 2-Caprazlanmig Modiil Morfizmlerinin Homotopisi . . . . . . ... ... .. 47
53 Gruboid . . . ... e e e e 53
5.3.1 XMod homotopisi - 2XMod homotopisi karsilagtirmast . . . . . . . . 54
532 Anahtarfikir . . .. ... 55

5.3.3 Homotopilerin kompozisyonu . . . .. ... ... ... ....... 56
5.3.4 Ters kuadratik derivasyon . . . . .. ..o 62

5.3.5 Kompozisyonunun asosyatifligi . . . ... ... ... ... ... 64

6. 2-HOMOTOPI ve 2-GRUBOID 70
6.1 Girlg. . . . o o e e e e e e e 70
6.2 2-Caprazlanmig Modiil Morfizmlerinin 2-Homotopisi . . . . . . .. ... .. 70
6.2.1 Bazicebirsel 6zellikleri. . . . . . ... ... .. ... ... ... 73

6.3 Dikey Komposizyon . . . . ... ... ... .. ... 75
6.4 Sesquigrouboid . . . . ... Lo 78
6.4.1 Sag-Whiskering . . . . . . ... .. 79

6.4.2 Sol-Whiskering . . . . . . . ... .. e 86

6.5 2-Gruboid . . . . . . ... e e 88



7. SONUC ve ONERILER

KAYNAKLAR DiZiNi

X1

90

93



1. GIRIS

G = (0: E — G,») caprazlanmig modiil yapist [8] gruplar iizerinde, bir : E — G grup

homomorfizmi ve G nin E iizerine bir » etkisi ile birlikte her e, f € E ve g € G i¢in:

1. Peiffer-Whitehead sart1: d(g » ¢) = gd(e)g ',

2. Peiffer-Whitehead sart1: d(¢) » f =efe !

sartlar1 ile birlikte tanimlidir. Bu sartlar literatiirde genel olarak sadece Peiffer sart1 olarak adlandi-
rilmasina karsin; Ronald Brown’un bu tez hakkindaki yorumundan, bu iki farkli kiginin, yukarida
bahsedilen sartlardan farkli kaynaklarda bahsettigi ve zamanin agir kosullar1 (savas, teknoloji ve
iletisim) da goz oniine alindiginda muhtemelen birbirinden habersiz oldugu 6grenilmistir. Dolayi-

styla bu sebeplerden dolay1 bu sartlara Peiffer-Whitehead sartlar1 denmesi daha dogru olacaktir.

Caprazlanmig modiil yapis1 gruplar iizerinde ilk kez Whitehead tarafindan homotopi 2-tiplerin
cebirsel bir modellemesi olarak [32, 33] de tamimlanmistir. Oyle ki [5, 25] grup caprazlanmig
modiilleri tizerindeki model kategori [12, 6] icin homotopi kategorisi, noktasal 2-tipler {izerindeki
model kategorisi [17] i¢in homotopi kategoriye denktir. Burada noktasal 2-tip olarak adlandirilan,
i > 3icin m;(X) = 0 olacak gekildeki yol baglantili X noktasal uzayidir.

G = (G,,d.,s!) ile gosterilen simplisel gruplar, noktasal (pointed) homotopi tipleri igin model
olarak bilinmektedir [30]. Bu yapida n € N olmak iizere tim G, ler birer grup, ayrica d’: G, —
G, 1,i=0,...,n,ve sﬁl : Gy — Guy1,1=0,...,n, birer grup homomorfizmi olmak iizere simplisel
ozdeslikler olarak adlandirilan birtakim 6zellikler gegerlidir. Mevcut bu yapi tizerinden, N(G),, =
Ny ker(9}) C G, grubu ve ayrica d,: N(G), — N(G),_ homomorfizmi de d": G, — G(y—1) in

kisitlanmigt olarak alinmasi yardimiyla elde edilen:

d, ., -
N(G) = ( s N(G) &5 N(G) ety = . 55 N(G)2 25 N(G)y 4 G0>
normal zincir kompleksi, G simplisel grubunun Moore kompleksi olarak adlandirilir. Ayrica her
i > ni¢in N(G); nin tek elemanh agikar grup olmasi durumunda 6zel olarak bu simplisel grubun

Moore kompleksin uzunlugu n olarak adlanidirilir.



Bilindigi lizere ¢aprazlanmig modiiller kategorisi, Moore kompleksinin uzunlugu 1 olan simp-
lisel gruplar kategorisine denktir [13]. Yine bu iligski sebebiyle de ¢aprazlanmis modiil kavrami,
simplisel homotopi teori igerisinde dogal olarak ortaya ¢cikmaktadir. Benzer durum gruboid yapisi
icin de s6z konusudur [27]. G — G’ arasinda taniml ¢aprazlanmig modiil morfizmleri arasindaki
homotop olma bagintis1 yine ilk olarak Whitehead tarafindan [33] de tanimlanmistir. Diger yandan
[7, 8] de goriilecegi tizere; homotopi kavrami ¢aprazlanmig modiiller iizerindeki kapali monoidel
kategori yapisi ve interval obje cercevesinde irdelenmistir. Caprazlanmis komplekslerin homoto-

pisi ayrica Huebschmann tarafindan da calisilmig ve biraz daha genigletilmistir [22].

G — G’ arasindaki ¢aprazlanmig modiil morfizmlerinin homotop olma bagmtisi:

e (' iizerindeki path obje yardimiyla, ya da

e (G lizerindeki silindir obje yardimiyla

birbirine denk iki farkli yoldan tanimlanabilir. Elde edilen bu bagint1 da objeleri G — G’ arasindaki
caprazlanmig modiil mofizmleri, morfizmleri de bunlar arasindaki homotopiler olan bir gruboid
yapisi elde edilmesini saglar. Burada énemli olan husus, homotop olma bagintisinin bir denklik
bagintis1 olmasi gerektigidir. Mevcut homotopi tanimi incelendiginde, ¢aprazlanmig modiiller i¢in
genel olarak G yada G’ icin herhangi bir kisitlamaya gerek kalmaksizin G — G’ arasinda taniml

homotop olma bagintisinin her zaman bir denklik bagintis1 oldugu goriilmektedir.

Fakat model kategori ¢ergevesinden bakilacak olursa; G — G’ arasinda tanimli morfizmler
tizerindeki homotop olma bagintisinin bir denklik bagintisi olmasi i¢in G nin cofibrant obje ve G’
niin de fibrant obje olmasi gerekmektedir [15]. Caprazlanmis modiiller kategorisi iizerinde tanimli
bilinen model kategori yapisi [12] ele alindiginda, burada her keyfi obje bir fibrant obje olmasina
karsin, G = (d: E — G,») nin cofibrant olmasi igin gerek ve yeter sart G nin bir serbest grup
olmasidir [28]. Bu sonucun elde edilmesinde ise, simplisel kiimeler lizerindeki model kategori

yapisi ve ¢aprazlanmis modiillerin simplisel yapi ile olan iligkisi kullanilmigtir.

2-caprazlanmig modiil yapis1 (gruplar iizerinde) ilk kez Conduché tarafindan [13] de tanim-

lanmugtir. 2-¢aprazlanmig modiil, 4 = (L SEZD G,»,{,}) seklinde G-modiillerin bir normal



zincir kompleksi aracilifiyla tanimlidir. Burada 6nemli olan (d: E — G,») kisminin sadece bir
ongaprazlanmig modiil olmasidir [8]. 2-¢arpazlanmig modiil yapisina ait bir diger detay olarak be-
lirli ek sartlara sahip bir (e, f) € E x E — (e, f) = efe~' d(e) » f~! € E, seklinde ve kisaca

Peiffer lifting olarak adlandirilan {, } : E X E — L bilineer doniisiimiin varliidir.

Conduché [13] deki ¢alismasinda, 2-caprazlanmis modiiller kategorisinin Moore kompleksi-
nin uzunlugu iki olan simplisel gruplar kategorisine denk oldugunu séylemis ve ispatlamistir. Bu-
rada yine ¢aprazlanmig modiillerde olduguna benzer sekilde, noktasal 3-tiplerle olan denklik soz
konusudur. Bu sonug ayrica [18] de, 2-caprazlanmis modiillerin homotop olma bagintist verildik-
ten sonra direkt olarak ispatlanmigtir. Dahasi, yine ayni ¢alismada temel 2-¢aprazlanmig modiiller
CW-komplekslerle iligkilendirilerek, bu iligki yardimiyla 2-¢caprazlanmis modiil morfizmleri ve

homotopilerine geometrik bir yaklagim getirilmisgtir.

Homotopi 3-tipler i¢in bir bagka onemli cebirsel model ise caprazlanmis kareler olup bilin-
digi iizere bu yap1 da cat>-gruplara denktir. Ayrica yine bu yap1 bisimplisel gruplarla da yakin bir
iligki icerisindedir. Homotopi 3-tipe bir model olarak, ¢aprazlanmis karelerin en 6nemli avantaji,
noktasal (pointed) uzaylar iizerinde tamimli 6zel bir kategoriden, caprazlanmig karelerin kategori-
sine bir temel caprazlanmis kare funktorunun tanimli olmasidir. Bu funktor ayrica belli birtakim
ozelliklerle birlikte co-limitleri de korumaktadir [10]. Yine bu funktor yardimiyla elde edilen te-
mel ¢aprazlanmis kare, homotopi gruplari yardimi haricinde Whitehead carpimlar1 yardimiyla da

tanimlanabilmektedir.

Gruplar tizerinde, 4 = (L LN G,»,{,}) seklinde bir 2-¢caprazlanmis modiil, G nin serbest
grup olmasi durumunda serbest; 2-¢aprazlanmig modiil olarak; daha 6zel olarak, (9: E — G,»)
nin bir serbest 6n-¢aprazlanmig modiil olmas1 durumunda ise serbest, 2-caprazlanmis modiil ola-
rak adlandirilir [20, 18]. 2-¢aprazlanmig modiillerin [11, 12, 20, 24] de tanimli model kategori
yapisinda, herhangi bir (L SEZ2 G,»,{,}) 2-caprazlanmig modiiliiniin cofibrant obje olmas
ancak ve ancak serbest; 2-caprazlanmis modiil olmast durumunda miimkiindiir (burada ayrica
herhangi bir 2-caprazlanmig modiil fibrant objedir). Fakat ilging bir sekilde, [20, 19] deki calis-
mada 4 sadece serbest; 2-caprazlanmis modiil olarak alinip, dolayisiyla (bilinen) cofibrant obje
olmasina gerek duyulmayarak; bu durum yardimiyla da 4" yine herhangi bir 2-¢aprazlanmig mo-

diil olmak iizere A — A4’ arasindaki morfizmler ve bunlarin homotopileri yardimiyla bir gruboid



yapis1 tammmlanmigtir (buradaki gruboid yapisinda path objelerden yararlanilmistir). Ardindan da
bu gruboid yapisi bir boyut ileri taginarak 2-fold homotopiler yardimiyla bir 2-gruboid yapis: ta-
nimlanmigtir. Burada A4 nin serbest; olarak kisitlanmasinin dnemi kompozisyon ve bununla iligkili

diger ozelliklerin tanimlanabilmesidir. Tiim bunlar [20] de grup hali i¢in agik¢a ispatlanmustir.

Bu tezdeki tiim cebirler degismeli olup, sabit bir k halkas1 tizerinde tanimli olacaktir. Cebir-
ler tizerindeki 2-caprazlanmis modiil [14, 29] kavrami, L,E ve R birer (degismeli) cebir olmak
iizere, etkinin otomorfizm gruplari yerine; R bir cebir ve a,b € R igin f(ab) = f(a)b 6zelligindeki
f: R — R lineer doniigiimii yardimiyla tanimli ¢arpanlarin tanimi gbéz Oniine alinarak gruplar-
daki sekline paralel 6zellikler yardimiyla tanimli olup, tezde herhangi bir 2-¢aprazlanmig modiil
4= (L NI ,».{,}) seklinde gosterilecektir. Yine gruplardakine benzer olarak, degismeli
cebirler i¢in 2-¢aprazlanmig modiiller kategorisinin, Moore kompleksinin uzunlugu 2 olan simp-
lisel (degismeli) cebirler kategorisine denk oldugu benzer funktorlar yardimiyla [1, 21, 29, 3] de

goriilmektedir.

Tezde oncelikle degismeli cebirlerin ¢aprazlanmig modiil hali ele alinacak olup, herhangi bir
kisitlamaya gerek duyulmaksizin, G ve G’ birer genel ¢aprazlanmig modiil olmak iizere G — G’
seklindeki caprazlanmis modiil morfizmleri ve bu morfizmler arasinda tanimlanacak olan homo-

topi yardimiyla bir gruboid yapisi elde edilecektir.

Ardindan degismeli cebirler icin 2-caprazlanmis modiil yapisina gecildiginde, oncelikle her-
hangi iki keyfi 4 — 4’ 2-¢aprazlanmig modiil morfizmleri iizerindeki homotop olma bagintisi bir
denklik bagintis1 olamayacagindan dolayi, A nin serbest; 2-¢aprazlanmis modiil olarak sabitlen-
mesi yoluna gidilecektir. Bu 6zel durum ise [15] de bahsedilen model kategori yapisindan daha
az kisitlayici ve daha genel bir durum olacaktir. Ciinkii orada A4 nin cofibrant obje olmasi serbest,

olmasini gerektirmektedir.

Dolayisiyla da bu tezde iizerinde durulacak olan serbest; 2-caprazlanmis modiil yapis1 da
muhtemelen heniiz kesfedilmemis ve iizerinde durulmamis farkli bir model kategori yapisindaki
cofibrant objeye karsilik gelecektir. Onceki agiklamalardan anlagilacagi iizere benzer ve bilinenden
farklir bir durum c¢aprazlanmig modiiller icin de ortaya cikacak olup gruboid yapisi ve denklik

bagitisinda kullanilacak bu objelerin model kategori yapist ile iligkisinin ortaya ¢ikarilmasi bir



bagka calismaya birakilacaktir.

Homotopi bagintisinin bir denklik bagintist olabilmesi noktasinda karsilagilan problemin bu
yeni fikir yardimiyla asilmasindan sora ise belirli islemlerin yardimiyla bir gruboid yapis1 tanimla-
nacaktir. Ardindan da 2-caprazlanmis modiil morfizmlerinin homotopileri arasinda tanimlanacak
olan 2-homotopi yardimiyla da 6zel bir 2-kategori yapisi olan 2-gruboid yapis1 tanimlanacaktir.
Burada interchange law kosulunun gerekli olmadig1 sesquigruboid [31] yapisinin elde edilmesi,

sonuca ulagsmada bir ara basamak olarak kullanilacaktir.

Tezin biiyiik kismini olugturacak esas iki biiyiik problemden ilki 2-¢aprazlanmis modiiller
tizerinde tanimlanan homotopilerin (benzer sekilde 2-homotopilerin) kompozisyonunu tanimla-
mak ve bir digeri ise homotopilerin kompozisyon isleminin asosyatifligini gostermek olacaktir ki
bu problemlerin ¢oziimiinde ileri derecede teknik ve geometrik ispatlara gerek duyulacaktir. Bu
noktada da tezin ilk boliimiindeki 1-, 2- ve 3- simpleks ya da bir diger adla dogru, licgen ve tetra-
hedron uzaylar1 olarak adlandirabilecek olan yeni cebirsel yapilar onem kazanacak ve biiyiik rol

oynayacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Giris

Bu boliimde tez i¢in gerekli olan temel kavramlar tanitilacaktir. Bu amagla da 6zellikle de-
gismeli cebirler iizerinde ¢aprazlanmis modiil, 2-caprazlanmis modiil yapilar1 ve genel anlamda

homotopi gibi temel kavramlar ele alinacaktur.

2.2 Caprazlannis Modiil

Gruplar iizerinde caprazlanmis modiil ilk olarak Whitehead tarafindan [32, 33] de homotopi 2-
tipler icin bir cebirsel model olarak tanimlanmistir. Ardindan Conduche [13] yine gruplar i¢in
homotopi 3-tiplere bir model olarak 2-¢caprazlanmis modiil yapisim olusturmugtur. Degismeli ce-
birler iizerinde ¢aprazlanmig modiil kavramu ise ilk kez Porter [29] ve 2-caprazlanmis modiil ise

Doncel, Grandjean, Vale [14] tarafindan tanimlanmigtir.

Asagida bu yapilar tanitilacaktir. Fakat 6nce, bu tanimlar icin gerekli olan, degismeli cebirler icin

etki tanim1 verilecektir:
Tanim 2.1 x bir degismeli halka, M and R birer (degismeli) k-cebir olmak {izere,
(rm)ERXMv+—r»meM

seklinde taniml k-bilineer doniisiimii (her m,m’ € M ve r,7’ € R igin):

Al. r» (mm') = (r»m)m' =m(rvn'),

A2. (i)Y m=rw» (' »m)

sartlarin1 sagliyorsa, R nin M iizerine bir sol etkisi olarak adlandirilir. (R nin M iizerinde sag etkisi

de yine benzer sekilde tanimlanir.)



Not 2.2 Tezin bundan sonraki kisminda R degigsmeli k-cebirinden ¢ogu zaman kisaca R "cebiri"

olarak bahsedilecektir.

Tamm 2.3 E ve R birer degismeli k-cebir ve d: E — R bir x-cebir morfizmi olmak iizere, R nin

E iizerine » etkisi ile birlikte (her e,e’ € E ve r € R igin),

XM1) Jd(r»e) =rd(e)

sart1 saglaniyorsa (E,R,d) bir on¢aprazlanmis modiil (Pre-XMod), buna ek olarak,

XM2) d(e) » ¢ =ee' here,e € E

sart1 da saglaniyorsa (E, R,d) bir caprazlanmig modiil (XMod) olarak adlandirilir.

Bu iki sart, tezin girig kisminda da bahsedildigi gibi Peiffer-Whitehead sartlar1 olarak adlandiril-

maktadir.

Ornek 2.1 R herhangi bir cebir ve E < R yani E de R nin bir ideali olsun. Bu durumda i: E — R
icine doniiglimii,
(re) ERXEr—rw»e=recE

etkisi ile birlikte, (E,R, i) seklinde bir ¢aprazlanmis modiil tanimlar.

Ornek 2.2 E ve R birer k-cebir olmak iizere,

0: E — R
e +—— Op

morfizmi ile birlikte (E, R,0) ti¢liisii, etkiden bagimsiz olarak bir ¢aprazlanmig modiil tanimlar.

Tanmim 2.4 (E,R,9) ve (E',R',d") birer ¢aprazlanmig modiil olsun. fi: E — E’ ve fy: R — R’

cebir morfizmleri i¢in agsagidaki diyagram degismeli



ve ayrica (here € E, r € R icin):

fi(rwe) = fo(r)» fi(e)

sart1 saglaniyorsa, f = (f1, fo) ikilisine bir ¢caprazlanmis modiil homomorfizmi denir ve kisaca

f: (E,R,0) = (E',R',d') seklinde gosterilir.

2.3 2-Caprazlanmis Modiil

Tanim 2.5 R, E ve L degismeli K-cebirleri ve d1,d, cebir morfizmleri igin:

bir zincir kompleksi olsun ve R nin kendi iizerine etkisi carpim islemi ile tanimli olmak {izere R

nin E, L iizerine etkileri mevcut olsun. Ayrica Peiffer lifting olarak adlandirilan:
{® }:EQRE —L

R-bilineer fonksiyonu i¢in (I,I’ € L, e,e’,¢” € E ve r € R olmak iizere):

2XM1) d{e®e'} =ee' —di(¢) » e,

2XM2) {d2(1) @, (1)} =1,

2XM3) {e®e'e"} = {ed @'} +d1(e") > {e® e},
2XM4) {0,(I)@e}=ew' [—3i(e) >,

2XM5) {e®d,(I)} =e w1,

2XM6) re{exe}={rpexe}={exrr»}

sartlart saglansin. Bu durumda:

L2 E 2R

zincir kompleksine degismeli cebirlerin 2-caprazlanmis modiilii (2XMod) denir ve kisaca

(L,E,R,01,02,{,}) seklinde gosterilir.



Not 2.6 Burada L A E morfizmi, E nin L iizerine:
ev' 1={exd(l)} 2.1

etkisi ile birlikte bir caprazlanmis modiildiir.

Fakat genel olarak E i> R kismu sadece bir ongaprazlanmis modiildiir. Peiffer elemaninin 0,
altindaki goriintiisii (2XM1) ise E i> R in ¢aprazlanmig modiil olmasi icin gerekli olan cebirsel

farki verir.

Tamm 2.7 (Serbest; 2-Caprazlanmis Modiil) (L,E,R,0,0,,{, }) bir 2-¢aprazlanmig modiil ol-
sun. Eger R bir serbest cebir ise bu 2-caprazlanmig modiil “serbest; 2-caprazlanmis modiil” ola-
rak adlandirilir. Tezin ileriki kistmlarinda kullanilacak olan serbest; 2-caprazlanmis modiiller her
zaman sabit bir B C R tabani ile birlikte tanimli olacaktir. Yani R serbest cebiri bir bagka deyisle,

(B C R tabanindaki degerler iizerinde tanimlanan) K [B] polinom cebiri olacaktir.
Ornek 2.3 (E,R,d) 6ngaprazlanmis modiil olsun. i: Ker(d) — E icine doniisiimii ve:
{ @ }e,e') EEQRE— {e®e'} =ee' —9(e)e € ker(0)
Peiffer liftingi ile birlikte tanimli,
Ker(@) -5 E -5 R
zinciri bir 2-¢aprazlanmig modiildiir.

Tanmm 2.8 4 = (L,E,R,01,02,{,}) ve A’ = (L',E',R',0d/,95,{,}) birer 2-¢aprazlanmig modiil

olsun. fo: R—R', fi: E — E' ve f5: L — L' cebir morfizmleri igin,

) d1

diyagrami degismeli oluyor ve bu morfizmler altinda tiim mevcut etkiler korunuyor, yani (her

l€L,ee c€cEverr €Rigin):

fi(r»e) = fo(r) » fi(e),
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L(rwe 1) = fo(r)» (1),
fle®e}={file)® fi(¢)},

sartlart saglaniyorsa, f = (f», f1,fo0): A — A’ doniigiimii bu iki 2-¢aprazlanmig modiil arasindaki

2-caprazlanms modiil homomorfizmi olarak adlandirilir.

2.4 Simplisel Cebirler

Bu kisimda, genel olarak herhangi bir C kategorisi i¢in tanimlanan Simplisel Obje [26] kavrami,

degismeli cebirlere uyarlanarak simplisel cebirin tanimi verilecektir.

Tamm 2.9 A simplisel cebiri, (n € N) i¢in A, degismeli cebirlerinin bir ailesi tizerinde:

d’: A, — A, , 0<i<n
S A=A, 0<j<n

seklinde tamimli sinr (yiizey) ve dejenere doniisiimleri ile birlikte, asagida verilen ve simplisel

ozdeslikler ad1 verilen esitlikleri saglar:

@) didj = dj;ld[ , I1<]j
(i)  si8;=8j418i , i<
(iii) d,'Sj:S,' 1d; , 1<]j
dij— jH18j = id
d,'Sj:de,_l , i>j+1

Herhangi bir simplisel cebir kisaca agagidaki sekilde resmedilir:

—dy—>
g _d?é —d—>
A = Az éAz —do— A —doé- Ag (2.2)

Ayrica simplisel cebirler kategorisi SimpAlg ile gosterilir.

Tanmm 2.10 Simplisel cebirin 6zel bir durumu olarak, herhangi bir n degerinden biiyiik tiim yapi-

larin g6z ard1 edilmesi sonucu n-truncated simplisel cebir adi verilen:
Tr,A ={Ay,...,A1,A0}

yapisi elde edilir. Benzer sekilde, bu yap1 yardimiyla elde edilen n-truncated simplisel cebirler

kategorisi de Tr,SimpAlg seklinde gosterilir ve bu kategori SimpAlg nin bir full alt kategorisidir.
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Dolayisiyla herhangi bir simplisel cebir iizerinde herhangi bir iglem gerekmeden istenilen n degeri

icin bir n-truncated simplisel cebiri elde edilir ve bu gecis funktoryal olarak:
Tr,: SimpAlg — Tr,SimpAlg
seklinde olup bu funktor:
cosky: Tr,SimpAlg — SimpAlg
seklinde tamiml1 “n-coskeleton” funktoruyla sag adjoint; ayrica:
sk, : Tr,SimpAlg — SimpAlg
seklinde tamiml1 “n-skeleton” funktoruyla da sol adjointtir.

Tamim 2.11 A bir simplisel cebir olsun. Bu durumda (A(4), = A¢ olmak iizere:

n—1

(NA), = ﬂ Ker(d;)

i=0
degismeli cebirleri ve d, in kisitlanmasi olarak tanimh 9,,: (AN'4), — (AN A4),—1 morfizmleri ile
birlikte tanimlanan (normal) zincir kompleksi A nin Moore kompleksi olarak adlandirilir ve kisaca

N A seklinde gosterilir.

A bir simplisel cebir olsun. Bu durumda her n > ¢+ 1 i¢in (A#H),, = {0} oluyorsa, bu durumda

A simplisel cebirinin Moore kompleksinin uzunlugu ¢ olarak adlandirilir.
Simplisel cebirlerin ¢caprazlanmis modiiller ve 2-caprazlanmis modiillerle olan iligkisi asagi-
daki sekildedir:

Teorem 2.12 2-caprazlanmis modiiller kategorisi, Moore kompleksinin uzunlugu 2 olan simplisel
cebirler kategorisine denktir [4, 2, 1]. Ayrica benzer denklik ¢aprazlanmis modiiller icin de soz

konusurudur.

2.5 Homotopi

Bu boliimde 6zellikle [23] de verilen homotopi kavramlarindan tez igin gerekli olan temel

bilgiler iizerinde durulacaktir.
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Ik olarak herhangi bir kategori iizerindeki homotopi tanimina ge¢meden 6nce, homotopinin en

temel diizeyde 6rnegi olan topolojik uzaylar tizerindeki homotopi tanimi verilecektir:

Tamm 2.13 X ile Y iki topolojik uzay, f,g: X — Y iki siirekli fonksiyon ve I = [0, 1] olmak tizere

eger bir:
0: XxI — Y
(1) — 0x1)

stirekli fonksiyonu,

0(x,0) =f(x) ve 0(x1)=g(x)

sartlartyla birlikte tanimlanabiliyorsa bu durumda f ile g fonksiyonlarina homotopiktir denir ve

kisaca f ~ g seklinde gosterilir. Ayrica ¢ doniisiimiine de f ile g arasindaki homotopi denir.

Kamps K.H. ve Porter, T. [23] ¢calismalarinda homotopi kavramini kategoriler iizerine genel-
lestirmiglerdir. Bunun i¢in ilk olarak herhangi bir kategoride, topolojik uzaylarin homotopi tani-
mindaki / = [0, 1] nin yerini tutan ve adina silindir obje denen kavrami tanimlamiglardir. $imdi bu

tanimi1 kisaca hatirlansin:

Tamim 2.14 ( herhangi bir kategori olsun. Id, : C — C birim funktor olmak {izere bir

( )yxI: C — C
X — XxI
f — fXxid

funktoru i¢in,
eo:lde — () xI, er:lde—( )xI ve o:( )xI—Ide
dogal doniigiimleri
Goey=0GCoe, =idc
sartin1 sagliyorsa () x I: C — C funktoruna C iizerinde bir I silindiri ya da silindir funktoru

denir. Ayrica () x I funktoru bir X objesine uygulandiginda bu kisaca X x I seklinde gosterilir.

Ornek 2.4 Bir silindir i¢in en temel 6rnek Top topolojik uzaylar kategorisi icin verilebilir. Bir X
topolojik uzay: tizerindeki:

X xI=Xx]0,1]
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silindiri i¢in, eg,e; ve 6 dogal doniisiimleri:

eX): X — Xx]0,1]

x — ep(X)(x)=(x,0)
el(X): X — Xx|0,1]

x — e(X)(x)=(x,1)

ve
oX): Xx[0,1] — X
(x,t) +— o(X)(x,t)=x

seklinde tanimlanir.

Boylelikle bir I = (( ) x 1, e, 61,6) silindir objesi ile birlikte, herhangi bir C kategorisindeki

homotopi agsagidaki sekilde tanimlanabilir:

Tamm 2.15 C bir kategori, X,Y € Ob(C) ve (f,g: X —Y) € Mor(C) olsun. Bu durumda eger
bir:
O:XXI—>Y

morfizmi:
0(eo(X)) =f ve o(a(X))=¢

olacak sekilde bulunabiliyorsa f ile g ye homotopiktir denir ve f ~ g biciminde gosterilir; ayrica

¢ morfizmine de f ile g arasindaki homotopi denir.

Bu tezdeki temel amag Oncelikle degismeli cebirlerin ¢aprazlanmis modiil morfizlerinin ho-
motopisini tanimlamaktir. Bilindigi lizere caprazlanmis modiiller, uzunlugu 1 olan 6zel zincir
komplekslerdir. Ayn1 6zellik 2-caprazlanmis modiil i¢in de gegerlidir. Dolayisiyla 6ncelikli ola-
rak degismeli cebirlerin zincir kompleksi ve morfizmleri tanimlanarak ardindan bu morfizmler

arasindaki homotopi tanimi verilecektir.

2.5.1 Zincir kompleks homotopisi

k degismeli birimli halka olmak iizere, CAlg, degismeli k-cebirler kategorisi olsun. CAlg,

kategorisinin objelerinden elde edilen bir C = {C,,: n € Z} dizisine CAlg, kategorisinde dereceli
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obje denir. Eger objelerin elemanlart mevcutsa ve x € C, ise x e n-inci derecendir denir. CAlg,
da C ve D dereceli objeleri i¢in bir f : C — D morfizmi {f, : C, — Dy, : n € Z} biciminde bir
morfizmler dizisinden oluguyorsa f morfizmine r-inci derecedendir denir. Bir C dereceli objesi,
n < 0i¢in C, = 0 oluyorsa C ye pozitif, n < 0 i¢in C,, = 0 oluyorsa C ye negatif olmayan ve n > 0

icin C,, = 0 oluyorsa C ye negatif dereceli obje denir.

CAlg, kategorisi iginde C = {C, : n € Z} bir dereceli obje ve d : C — C morfizmi igin ardisik

iki —1 dereceli morfizmin bilegkesi sifir morfizmi veriyor, yani bir bagka deyigle her n € Z icin:
dy-10d, =0

oluyorsa bu durumda (C,d) ikilisine CAlg, kategorisinde bir zincir kompleks denir, bu zincir

kompleks:

d, d, d d
C: i —C1 5BC, 5HCy— - —C 505G — -

seklinde gosterilir.

CAlg, kategorisinde C ve D iki zincir kompleks ve {f,: C, — D, | n € Z} morfizm ailesi:

d3 d

C:--. (62 - (8 ¢

G

Co

f i) fi Jo

D:-.. D3 & D2 & D1 a Do

seklinde gosterilsin. Bu durumda eger her bir n € Z igin:

fnfldn = d;;fn

sart1 saglaniyorsa f: C — D doniigsiimiine bu iki zincir arasindaki zincir doniigiimii denir.

Tiim bunlarla birlikte objeleri CAlg, kategorisindeki zincir kompleksler ve morfizmleri bunlar

arasindaki zincir doniistimleri olan Ch(CAlg,.) kategorisi elde edilir.

C ve D zincir kompleksleri i¢cin C @ D direkt toplamu,

(COD), =Cy®Dy ve 9u(x,y) = (dn(x),d,(y))



olmak tizere:

di

CoD: - — (CaD); 2 (CaD), -2 (CaD), 25 (CHD), —

seklinde tanimlanir.

Ayrica C ® D tensor carpimi ise,

(CeD), =Y C&xD,
i+j=n

ve

A(x®@y) =d(x) @y + (—1)*EWxd (y)

olmak tizere:

CoD: - — (CaD); 2 (CaD), -2 (COD), 25 (CoD), —

bicimindedir.

Buradal} =x, Iy =x®xvel, =0 (n#0,1) alinarak, agikar olmayan biricik

61: L — Iy
x = (=xx)

diferensiyelini tanimlayarak, Ch(CAlg,) kategorisinin bir
| —>0i>11 i>Io—>0—>-~-

objesi tanimlanabilir.

Simdi bu obje kullanilarak I ® C tensor carpimini olusturulabilir:

(I®C)n == Z Ii®KCj
i+j=n

(Ih®Cp) @ (I ®Cy1)

((K@K) ®Cn) D (K®Cn—l)
(kRCy) ® (KR Cpy) & (KR Cp_y)
Cn®Cn @Cn—l

1

bulunur. Burada:

(x,y,z) € Cn@cn @Cnfl = (10®Cn) ® (Il ®Cn71>

15
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icin
(x,7,2) = (x,0,0) +(0,5,0) +(0,0,2)
alinirsa, her a,b € k igin:

0n(x,0,0) I ((a®0) ®x)

o(a®0) ®x+ (a®0) @dy(x)
0®x+ (a®0)@d,(x)

(a®0) ®dy(x)

(dn(x),0,0)

9x(0,,0) du((0®D)®Y)
0(0®b)Ry+ (08Db) @d,(y)
02y + (06 b)Rd,(y)
(0®b) @ dn(y)

(0,dn(y),0)

ve son olarak:

0,(0,0,2) on(a®7z)
d1(a)®@z+ (—1)a®d,—1(2)
(—a®a)@z® (—a)®d,—1(2)
(— a®z) (a®2)®(—a®d,—1(2))
(—

2,2, —dn—1(2))

bulunur. Buradan:

an(x7y7z) = (dn(x)7070) + (Oﬂdn(y)70) + (_Z7Z7 —dy-1 (Z))

= (dn(x) = 2,dn(y) +2,—dn-1(2))
elde edilir. Buna gore,
12C: - — (I2C), 25 1®C), | —
objesi igin:
I0C),=C®C,BCo1 Ve 0n(x,,2) = (dn(x) = 2,dn(y) + 2, —dn-1(2))
bi¢imindedir. Ayrica her (x,y,z) € I®C), =C, & C, & C,—; icin:

On—10n(X,,2) = On—1(dn(x) — 2,dn(y) + 2, —dn-1(2))
= (dp—1(dn(x) —2) = (=dn-1(2)),
dp—1(dn(y) +2) + (—=dn-1(2)), —dpn-2(—dn-1(2)))

= (dyp1dy(x) —dyp_1(2) +dy_1(2),
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dnfldn (y) + dnfl (Z) - dnfl (Z) y dn72dn71 (Z))
= (dnf 1dn (x) ydp—1dy ()’) ydp—2dy 1 (Z) )

=(0,0,0)
olur. Yani I® C bir zincir kompleksidir.
Tanmm 2.16 C € Ob(Ch(CAng)) olmak iizere C x I ¢carpimu, her n € Z i¢in:
(CxDNp=C,BC, ®Cphy

On(x,y,2) = (dn(x) — 2,dn(y) + 2, —dy—1(2))

diferensiyeli ile birlikte tanimlidir. Ayrica burada:

e(C): C — CxI
x — ¢p(C)(x) =(x,0,0)
e(C): C — CxI

y = el(c)(y) = (07y30)
6(C): CxI — C
(x,y,z) — G(C)(x,y,z) =x+y

bicimindedir.

Yardimci Teorem 2.17 Yukaridaki tanimlamalarla birlikte:

(i) Cx1I€ Ob(Ch(CAlg,)),
(ii) eo,e1,6 € Mor(Ch(CAlg,)),
(i) (C % 1,e0(C), €1 (C),o(C)), Ch(CAlg,) de bir silindir objedir.

Tamm 2.18 f,g: C — D iki zincir doniisiimii, 2 = {h, : C;, — Dy4+1 | n € Z} morfizm ailesiyle
birlikte,

C:--- C3 4 C2 & C1 il Co

hy hy ho
83 N 82 b 81 bil 80 fo

ds’ dy’ dy’
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seklinde tamimlansin. Bu durumda her n € Z icin:
8n _fn = d;lJrlhl’l +hn—ldn

esitligi saglaniyorsa f ile g homotopiktir denir. Ayrica 4 doniisiimiine de f ile g arasindaki zincir

homotopisi denir.

Yardima1 Teorem 2.19 f,g: C — D iki zincir doniisiimii olsun. Bu durumda:

(a) Eger H: Cx1— D, f ile g arasinda bir homotopi ise i(z) = H (0,0, z) olarak tanimlanan &
doniistimi, f ile g arasinda bir zincir homotopisidir.
(b) Eger h, f ile g arasinda bir zincir homotopisi ise

H: CxI — D
(x,3,2) > H(x,yz) = f(x)+g()+h(z)

doniistimii f ile g arasinda bir homotopi olusturur.

ispat:



(a) H:CxI— D, file g arasinda bir homotopi olsun. Buna gore:

c Cx1 D
() i
Cn Cn@Cn @Cnfl . Dn
e1(Cy)
dy d, d,’
e()(cnfl) H o
Cu R Ci10C 1 0Cp——D
e (Cnfl)

olup:
Hy(e0(Cn)) = Ha(x,0,0) = fu(x)

veE:

Hn(el (Cn)) = Hn(Ovya 0) = gn(y)

dir. Ayrica (x,y,z) € C, ®C, ®C,_ igin:

H,(x,y,z) = Hy((x,0,0) + (0,y,0) + (0,0,z))

= Hn(X,0,0) +Hn(07y70) +Hn(0,0,2)
oldugu go zoniine almarak H,(0,0,z) ifadesi h,_(z) ile gosterilsin yani
H,(0,0,2) = hy—1(2)

olsun. Bu durumda:

H,,(x,y,z) = fn(x) +gn(y) +hy—y (Z)

n—1
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olup, burada
hn—l : Cn—l — Dy
2 — h(z)

bicimindedir. Ayrica H bir zincir morfizmi oldugundan her n € Z i¢in:

H,

Cn S Cn @ Cn—l Dn
O dy’
Cnfl @ Cnfl @Cn72 H, | anl

diyagrami komiitatif olmalidir. Buna gore (x,y,z) € C, & C, ® C,_ igin,

H,

(x,5,2) H,(x,y,2)

O d,’

(dn(x) = 2,dn(y) +2, =dn-1(2)) Hy 1 (dn(x) = 2,dn(y) + 2, =dn-1(2)) = dy' (Hn(x,y,2))

n—

diyagramindan:
Hy1(dn(x) = 2,dn(y) + 2, —dn-1(2)) = d, (Hu(x,y,2))
esitligi elde edilir. Buna gore:
Sue1(@n(x) = 2) + 8n1(dn(y) +2) + hp—2(—dn-1(2)) = dy,(fu(x) +gn(y) + n-1(2))
yani:
=16 (x) = fu-1(2) + 8n1dn(y) + 8n-1(2) = hn2d—1(2) = dy fu (x) + dygn (¥) +dphn—1(2)
olur. Burada f ve g, C ile D arasinda zincir morfizmleri oldugundan her n € Z icin:
Jordn=dpfu Ve  gn1dn=dygn
elde edilidir. O halde yukaridaki esitlik i¢in:

dyfu (%) = fa—1(2) +dygn (V) + &n—1(2) — hn—2dn—1(z) = dy fu(x) + dygn(y) + dyyhn—1(2)
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yani bir bagka deyisle:
8n—1 (Z) - fnfl (Z) = d,ghnfl (Z) + hn72dn71 (Z)

bulunur. Buna gore her n € Z icin:

h,: C
Z

=

— D n+1
—> hn (Z)
doniigtimleri igin

8n(2) = fu(2) = dyy 1 (2) + 1 (2)

esitligi saglanir.

O halde
h(z) =H(0,0,z)

doniisiimii f ile g arasinda bir zincir homotopisidir.
(b) h, f ile g arasinda bir zincir homotopisi olsun. Buna gore
H(x,y,2) = f(x) +(y) +h(2)

biciminde tanimlanan H doniigiimii C x [ ile D arasinda bir zincir morfizmi olup;

H(eo(C))(x) = H(x,0,0) = f(x)

H(e1(C))(y) = H(0,y,0) = g(v)

elde edilir. Yani H doniisiimil f ile g arasinda bir homotopi belirler.

a

Sonug 2.20 Yukaridaki yardimci teoremin bir sonucu olarak; C ve D zincir kompleksleri arasin-

daki f ve g zincir doniigsiimlerinin homotop olmast, her n € Z igin:
&n—Jfu= d;;+1hn +hy—1d,

esitligini saglayacak sekildeki:
/’ln . Cn — DYH‘]

doniigtimlerinin varlifina indirgenir.
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3. 1-, 2- ve 3- SIMPLEKSLER

3.1 Giris

Bu boliimde herhangi bir sabit 4 = (L,E,R,d;,02,{, }) 2-caprazlanmis modiilii alinarak bu
yapi iizerinde (yeni etkilerle birlikte) cesitli yari-direkt ¢carpim cebirleri olusturulacak ve bunlar

kullanilarak da 1-, 2- ve 3- simpleksler insaa edilecek ve ayrica geometrik olarak yorumlanacaktir.

Bu simpleksler:

e 2-caprazlanmis modiillerin homotopilerinin kompozisyonunun tanimlanabilmasinda temel

unsuru olugturacaktir.

e En ilging olarak ise, ileriki boliimlerde elde edilecek karmasik yapilar icin cebirsel olarak
ispatlanmak istendiginde ¢ok uzun iglem gerektiren ispatlarin diyagramatik olarak hicbir

islem kullanmadan ispatlanabilmesini saglayacaktir.

e Geometrik olarak resmedilebilmesi sayesinde cogu teorem ve 6zelligin dnceden kolayca

sezilmesini saglayacaktir.

Ayrica bu simpleksler yardimiyla bir simplisel cebir yapist ingaa edebilmek icin gerekli olan

sinir (ylizey) ve dejenere doniisiimleri de yine bu boliimde tanimlanacaktir.

3.2 0- Simpleksler

A4 = (L,E,R,01,07,{,}) bir 2-caprazlanmigs modiil olsun. Burada 4y = R ye A4 iizerindeki

0-simpleks denir.
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3.3 Yari-direkt Carpim

Tanmm 3.1 R, E birer degismeli K-cebir olmak {izere R nin E {izerine bir » etkisi mevcut olsun.

Bu durumda:
Rxy E={(re)|ecR,ecE}
kiimesi (e,e’ € E, r,r’ € R ve k € K olmak lizere):

(re)+(r,e)=(r+7r,e+¢é)
(re)(r,é)=(rr',r>e +rw»etee)
k(re) = (krke)

ikili islemleri ile birlikte bir K-cebir yapisi olusturur. Bu yapiya R ile E nin yari-direkt ¢carpim

cebiri denir.

Degismeli cebirlerin yari-direkt carpim cebirinin bir bagka degismeli cebir iizerine etkisinin
tanimli olmasinda, asagida ispatsiz olarak verilecek yardimci teorem, ilerideki karmagik yap1 ve
islemlerde etkinin dolayl olarak kolayca ispatlanmasinda bize 6nemli 6lciide kolaylik saglayacak-

tir:
Yardimci Teorem 3.2 A herhangi bir cebir olmak iizere,
((re),a) € (RXp E)xA+— (r,e)acA

seklinde taniml bilineer doniisiimiiniin, (R X, E) nin A iizerine bir etkisi olabilmesi igin gerek ve

yeter sart her (r,// € R, e,¢’ € E ve a € A igin):

e [(,0)(F,0)] »a=(r,0)» [(¥,0)»d],

[(0,€)(0,¢)] » a=(0,e) » [(0,¢) » a],

o (re)»a=/[(r,0)+(0,e)] » a,

[(r,0)(0,€")] » a= (r,0) » [(0,¢") » q]

sartlarinin saglanmasidir.
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3.4 1- ve 2- Simpleksler

A; = R X, E degismeli cebiri 4 iizerindeki 1-simpleks olarak adlandirilir. Ayrica elde edilen

bu yapinin gorsel olarak bir anlam ifade edebilmesi agisindan, herhangi bir (r,e) € 4; elemani:
r—5= (r+ai(e))

simplisel formuyla gosterilir.

Bu gosterim ile birlikte A4; deki herhangi iki elemanin ¢arpimi:

(r—s (rt0i(e) ) (¥ —%— (¥ +01(¢')) )

=(r reiryeted (rf' +01(r> e +r > e+ee)))

seklinde resmedilir.

Not 3.3 Bu gosterimin kullanilmasindaki en 6nemli sebep asagidaki yardimci teoremin gorsel-
lestirilmesi asamasinda anlam kazanacak olmasidir. Bu metod, benzer sekilde iist boyutlarda elde

edilecek yapilarin geometrik olarak algilanmasinda da biiyiik kolaylik saglayacaktir.

Yardimci Teorem 3.4 A4 iizerinde yukarida tanimlanan 1-simpleks ve O-simpleks yapilar ara-
sinda;

do1: A1 =RXy E— R= 4,

biciminde iki farkli yiizey (sinir) morfizmi:
do<r—e>(r+81(e))>:r, d1<r—e>(r+81(e))>:r+81(e)

seklinde tanimlanir. Ayrica yine,

s0:A=R—RXyE=24
biciminde (r € R i¢in),

so(r) = (r,0)
seklinde tanimli bir dejenere morfizmi mevcuttur ve bu morfizm simplisel formda:
so(r) = < r—2 (r+91(0)) ) = ( r—0>r>

seklinde resmedilir.
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Not 3.5 4 nin tamimu geregi E nin L iizerine mevcut olan »’ etkisi yardimiyla, E x . L yari-direkt

carpim cebirinin elde edilebilecegi agiktir.
Yardimci Teorem 3.6 (R X, E) nin (E X, L), lizerine (I € L, e,e’ € E ve r € R igin):
(r,e) »e (€/,1) = (e +rw e 01(e)» [+rvl—{@e})

seklinde bir », etkisi mevcuttur.

Ispat: Dikkat edilirse tanimlanan bu etki aslinda iki parca halinde diisiiniildiigiinde,
(r,0) e (1) =(rvé,rwl)
ve
(0,e) »o (¢/,1) = (e€',01(e) » [ —{' @ e})

seklindedir.

Burada, Tanim 2.1 de verilen A1 ve A2 sartlarinin (Yardimci Teorem 3.2 yardimiyla) gosterilmesi
gerekmektedir. Fakat tiim cebirler degismeli oldugundan ikinci sartin saglandig1 zaten asikardir.

Dolayisiyla sadece ilk sartin ispatlanmasi yeterli olacaktir. Bu durumda:
(r,0) »o [(€,1)(€),12)] = (1,0) Ba (€'ey, €' B L+ ' 1+11)
=(r> (de),r> (& » L+esw' 1+1h))
= (r» (e'ey),r> (¢ » L) +re (»' 1) +re(Ih))

=(r> (dey),r{' @ (L)} +r > {ey @0 (1)} +rw (IL))

olur. Ayrica:

[(r, 0) ». (e’,l)} (é5,h) =

reé rel)(ey,h)

re)ey, (re ) L+es» (rv 1)+ (rv1)h)

(
= ((
=(r>(ey),{(r» )20 (L)} +{es@ da(rv> D)} +rw (IL))
=(r» (dey),r>{€@0h(h)}+{es@ r> o)} +r» (ILh))
= (

ro('ey),r > {e' @ ()} + 1> {e @ (1)} +7 1 (1))



olur. Buna gore her r € R, €',¢, € E ve 1, € Ligin:

(r70) >. [(elvl)(e/Z’IZ)] = [(F,O) > (6/71)] (6,2712)

elde edilir. Ayrica, her r,7’ € R, ¢’ € E igin:

[(,0)(F,0)] »a (¢',1) = (rr',0) o (¢,])

= ((r) >, (rr') > 1)
= () re(Frl)
=

= (

10) o (e 7 > 1)

r0)» [(F,0) e (¢',1)].

bulunur. Ote yandan her e,¢’ € E ve [ € L igin:

(0,) Bo (¢',0) = (ee,—{' @e}), (0,e) »o (0,1) = (0,91 (e) »

esitlikleri elde edilir. Boylece her e,¢’, ¢, € E i¢in:

(0,) > [(¢/,0)(€5,0)] = (0,¢) B4 (€€}, 0)
= (e(fey), ~{c'er @e})

ve

[(0.¢) »a (€,0)] (€5,0) = (e€’, —{e' @ e})(€3,0)

— ((e€)éh,eh »' (—{e'@e})
= (e(¢eh), {eh @ —0x{e' e} }) = (e(é}), {€h @ —ee' +d1(e) » ¢'})
= (e(¢'eh), {eb @ —ee'}) + (e(e'é)), {eh @1 (e) » ¢'})
= (e( (
= (e(

e

elee

bulunur yani:
(0,e) »o [(¢/,0)(€,0)] = [(0,e) >4 (¢,0)] (€5,0).

elde edilir. Ayrica her e € E ve [,[; € L i¢gin:

(0,6) >. [(O,Z)(O,lz)] = (0,6) >. (O,llz)

)

);
cey),—{e'ey @e}) — (e(e'ey), d1(e) > {e3,€'}) + (e(€'e3), a1 (e) > {er,€'})
7).~
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= (0781(6) | 4 llz)

[(€,0) >4 (0,)](0,12) = (0,91 (e) » 1)(0,12)
=(0,(d1(e) » 1))
= (0,1 (e) » Ib>).

bulunur, yani:

(0,¢) >4 [(0,1)(0,12)] = [(0,€) B4 (0,1)](0, 12).

elde edilir. Buna gore:

(0,¢) »o [(¢), 1) (€2, )] = [(0,€) »a (', D)] (€3, o).

olur. Benzer sekilde:

veE

bulunur. Yani her e,e5,¢’ € E ve I € L i¢in olup boylece asagidaki sonug elde edilir:
[(0,€)(0,e2)] b (¢/s1) = (0,¢) ma [(0,€2) wa (¢/.1)]
elde edilir. Boylece:

[(,0)(0,e2)] e (¢',1) = (0,7 > e3) »o (¢',1)

= ((r> ) 31(r > e2) 1= {d @rm o))

27
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(re»ex)e, (roi(e))»l—rw {®er})
ro(exe),r> (01(ex) 1) —r> {@er})
1,0) B, (e2¢',01(e2) » 1 —{' @es})

1,0) ». [(0,e2) o (¢/,1)] .
olur. O
Tamm 3.7 Mevcut olan », etkisi yardimiyla elde edilen:
A = (RXp E) Xy, (EXprL) 3.1

seklindeki yeni cebir yapisi, A4 iizerindeki 2-simpleks cebiri olarak adlandirilir.

Ayrica her bir (r,e,e’,1) € (RXp E) Xy, (E Xy L) elemani da:

r+d1(e) +1(¢) (3.2)

et . e-‘raz

r+0;(

simplisel formunda resmedilir.
Not 3.8 A iizerinde tanimlanan 2- simpleks ve 1- simpleks yapilar1 arasinda;
dojp: A= (RXpE)Xp, (EXp L) — RXp E= A,
biciminde ti¢ farkli yiizey morfizmi:
do(r,e,e 1) = (r,e), di(ree l)=(re+e), dy(re,e l)=(r+09i(e),e +0:(l)),

seklinde tanimlanir ve bu morfizmler de yine simplisel formda:



r+0) (€)+a1 (6/)

do et+e ‘e/_,’_az(l)

P r+d;(e)

r+81 (e)+81(e’)

dl e+e' ‘6’4’82(1)

r > 4 (e)

r+0;(e)+a;(e’)

d2 e+e' ‘e/+az(1)

r > rtdi(e)

seklinde resmedilir.

g
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e+ (1)
r+0;(e)————————>(r+9i(e)+91(¢')) ) .

Yukarida tanimlanan morfizmlerin indislerinin, 2- simpleksin yiizeyleri ile iligkisi:

2

/

seklindedir. Dikkat edilirse burada her bir d; morfizmi, 2-simpleksi farkli sekilde dejenere ederek,

i olarak numaralandirilan kenar1 ortadan kaldirarak 1-simplekse doniistiiriir.

Not 3.9 Yine benzer sekilde, bu iki farkli simpleks arasinda:

S(]’l ﬂ] :RM>E_>(R[><>E)|X>. (E K’/L):/{qz

biciminde iki farkli dejenere morfizmi:

so(r,e) = (r,e,0,0), si(r,e) =(r,0,e,0),

seklinde tanimlanir ve morfizmler simplisel formda:

50 (r-55(r+01(e))) = :

r401 (e)

(0]]o

P r+9d1(e)

seklinde resmedilir.

r+01 (e)

ve 1 (r-5(r+die) = / |e

0 r
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Not 3.10 A4 iizerinde yukarida ingaa edilen, O-, 1- ve 2-simpleksler arasindaki morfizmlerin simp-
lisel 6zdeslikler olarak bilinen [26] tiim sartlar1 sagladig1 aciktir. Boylece mevcut O-, 1- ve 2- simp-
leksler ve bu yapilar arasinda tanimlanan morfizmler yardimiyla (asagidaki sekilde resmedebilen)

bir 2-truncated simplisel cebir yapisi elde edilir.

°
dy—>

—dl —_— _dl —_—

o e dog—> - dog—>

<50
)

<50

Not 3.11 Elde edilen mevcut 2-truncated simplisel insaas1 genigletilerek, [4, 2, 1] de verilen,
simplisel cebirler kategorisi ile 2-caprazlanmis modiiller kategorisinin denkligine (Teorem 2.12)
alternatif bir ispat olarak anlam kazanir. Ayrica birazdan verilecek 3-simpleks yapisi da yine bu
denkligin 3-truncated simplisel yap1 yardimiyla [16] da Lie cebirleri icin verilen ispatin degismeli
cebirler icin kargiligina denk gelerek yine bu iki kategorinin denkligine bir bagka alternatif ispat

vermektedir.

3.5 3- Simpleksler

Oncelikle, 3-simplekslerin insaasinda temel olusturacak ve direkt olarak kullanilacak olan birkag

yeni etki tanimlanacaktir.

3.5.1 Baz yardimci cebir etkileri

Yardimci Teorem 3.12 E x L nin L tizerine:
(e,[)p. I'=ew'I'+1I

seklinde bir », etkisi mevcuttur.

Ispat: 2-caprazlannis modiil tanimindan E nin L iizerine etkisinin geregi:

() ' =ew' (') +1(I'l")

— [e >/ l/] l//+ [ll/] l//



=[ew'I'+1I'1"

= [(e,l) . 1] 1"

Ve ayrica:

[(e,l) (e’,l’)] .l = [ee/,e '+ » l—i—ll’] ». "
=(e)p' "+ [ew' '+ » 1+11']1"
=ew (' ")+ (e "+ (' D"+ (1I)"
=ew' (' ") +ew' (I'l")+1(» I")+1(I'l")
—ew [ 1T 1 [ 1+ 11
= (e,l) b, [ »/ 1" +1'1"]

=(e,)» [(¢, 1), "]

elde edilir. O

Tanimlanan bu », etkisi yardimiyla,
(Exp L)Xy L
seklinde yeni bir yari-direkt carpim cebiri elde edilir.
Yardimeir Teorem 3.13 E nin ((E X,/ L) X, L) lizerine,
ewl (&, 1,1')= (e ,01(e) » [ —{ @e},01(e) » I')
seklinde bir etkisi mevcuttur.
Ispat: Ocelikle,

e, [(f.LU) gk k)] =ewl (fg. fo k+gw I+1k fo' K +IK+gw I +k'+1'K)
= (e(fg).01(e) » (f > k+g»' I+1k)—{fg@e},

di(e) > (f»' K +IK+gw' I +kI'+1'k)

31
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= (e(fg),91(e) » (f »' k) +01(e) » (g»' 1) +01(e) » (Ik) — {fg e},
di(e) » (f»'K)+0i(e) » (IK)+d1(e) » (g»' I') +31(e) » (k') + 31 (e) » (K1)
= ((ef)g: (ef) » k+g» (0i(e) »I—{f@e})+(0i(e) » I~ {fRe})k,
(ef) »' K +@i(e) » I—{fRe})K +g» (3i(e) » ') +k(di(e) » I'+ (31 (e) » I')K)
= (ef,01(e)» I —{f®e},01(e) » ') (g,k,K) = [ew] (£.1,1)] (g.k,K).

elde edilir. Dikkat edilirse yukaridaki adimlarda:

di(e) » (f »' k) =0di(e) > {f @z (k)}
={di(e) » f@2(k)}
={fe—d{f®e}@d(k)}
={fe®d(k)} —{{f®e}t®dh(k)}
=(fe)»' k—{f®e}k

ve

{fe@e} ={gf@e}
={g@ fe} —di(e) > {g® [}
={g®fe} —{g@ai(e) » f}
={g® fe—di(e) > f}
={g@h{f@e}}

=g»' {f®e}

ozellikleri kullanilmigtir.

Diger yandan:

(e1e2) ») (¢, 1,1) = ((ere2)e 1 (ere2) » [ — {¢' @ (e1e2)}, 01 (erez) » I')
= ((e1(e2¢"),31(e1) » (D1 (e2) » 1) — {¢' @ (e1e2)},d1(e1) » (31 (e2) » 1))
= (e1(e2¢'),d1(e1) » 31 (e2) » 1) —di(e1) > {¢' @ ex})
—{erd @er}, (e » Pi(e2) » ) (- 2XM3)

= (e1(e2€'),01(e1) » (91(e2) » I —{€' ®ex}) — {e2e’ @ e},
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81(61) > (81(62) | 2 l/))
=] P; (626/,81(62) >/ {€/®€2},a1(62) > l/)

=erpl (el (,1,1)
elde edilir. O
Yardimeir Teorem 3.14 R nin ((E X, L) X, L) izerine:
r>} (&, ,I"Yy=(rve,r>lryl)

seklinde bir etkisi mevcuttur.

ispat:

e (£ L) (g kKN =rel (fa. o k+gw/ I+1k, fo' K +I1K+gw I'+k' +1'K)
=[r» (fg),r» (f» k+g»'I+Ik),
e (fo K+ +gw' I+ k' +1'K)]
=[(r> flg,r> (fo' k) +rv»(g»' 1)+rv (lk),
ro (fo K)+ro (IK)+re (g’ ) +re (k') +rw (I'K)]
=[(r> flg,(r> f)»' k+gw' (rv1)+(r» )k,
(ro )»' K +(ro DK +g»" (ro ') +k(ro 1)+ (r»I')K)]
= [r»f,r» Lry l’] (g,k, k")

= [rel (f.L1)] (g.k,K)

elde edilir. Dikkat edilirse burada (2.1) geregi:
re(ew' )= (rve)p'l

esitligi kullanilmigtir.

Diger yandan ikinci etki sart1 kontrol edilirse:

(ri)ywl(e,1,1') = ((rr') > (r)» L (rr) » l')
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> (rr')» 1, (rr') » l’)
ree)ro (Fol),re (> l’))

(r/ e »lr» l')
(

elde edilerek ispat tamamlanir. O

Boylece, yukarida verilen son iki yardimci teorem yardimiyla asagidaki yardimci teorem ifade

edilir:
Yardimeir Teorem 3.15 (R X, E) nin ((E X,/ L) X, L) iizerine:
(ne)w! (¢, 1,1y =(rwé +ee,rv1+01(e)pl—{@e},rv 1 +01(e)» 1)

seklinde bir »! etkisi mevcuttur.

Fakat bir sonraki adimin ingaasinda, Yardimci Teorem 3.13 dekinden bagimsiz olan, agagidaki

sekilde taniml1 yeni bir etkiye ihtiya¢ duyulmaktadir:
Yardimeir Teorem 3.16 Ayrica E nin ((E X, L) X, L) iizerine:
ew2 (1,1 = (e ;e 1,01(e) » I' = {01(]) + € @e})

seklinde bir bagka etkisi mevcuttur.

Ispat: Oncelikle, E nin (({0} x s {0}) X, L) iizerine etkisi:

e»2[(0,0,1)(0,0,K)] =e»2(0,0,I'K)
=(0,0,9,(e) » (I'k))

(0,0, (3 (e) » I')K)

(0,0, (e) » 1')(0,0,k)

[e»?(0,0,)] (0,0,&")

formunda olup agiktir.
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Simdi E nin ((E Xy L) Xy, {0}) tizerine etkisi ele alinsin. Burada asagidaki sekilde iki farkli

durum ortaya ¢ikacaktir:

e »2((0,1,0)(0,k,0)] = e »2 (0,1k,0)
= (0,e »' (lk),—{02(lk) @ e})
= (0,e»'1,—{0,(1) ®e})(0,k,0)

= [e»2(0,1,0)] (0,k,0)
ve:

e»;[(£,0,0)(g,0,0)] = e > (/5,0,0)

= (e(fg),0,—{fg®e})
((ef)g,0,—g»' {f®e})
((ef)8,0,g»' (—{f@e}))
(

=

ef,0,)(g,0,0)

e» (£,0,0)] (2,0,0)

dir. Dikkat edilirse yukaridaki adimlarda:

gr' {f@et={g@dh{f®e}}
={g®@fe—0i(e) > f}
={g@ fe} —{g®ai(e) » f}
={gf@e}+0i(e) > {g® f} —{g®di(e) » f}
={gf@e}+0i(e) > {g@f} —di(e) » {g® f}
={gf®e}
={fg®e}

ve (2-caprazlanmig modiiliin 2XM3 askiyomu yardimiyla):

(ere2) w2 (¢, 1,1') = ((ere2)€, (e1e2) ' 1,01 (e1e2) » I —{0:2(1) + € @ (e1e2)})
= (el(ege’),el > (e’ 1),

d1(er) » (01(ex) » I' —{02(l) + € @er}) — {02(exa > 1) +€26/®€1})
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=e; B2 (e2¢,e2 ' 1,01(e2) » I — {02(1) +¢ @ er})

SRLACLAGIAINE

ozellikleri kullanilmistir. O

Siradaki yardimci teorem yine basit islemler yardimiyla acik olup, yardimci teorem 3.5.1

yardimiyla bir sonraki yardime1 teorem direkt olarak verilebilir:
Yardimer Teorem 3.17 L nin ((E X,/ L) X, L) iizerine:
kw? (e, 1,1) = (0, »' k+kl,—{0:(]) +¢ ®02(k)})
etkisi mevcuttur.
Yardimci Teorem 3.18 (E X,/ L) nin ((E X,/ L) Xy, L) iizerine:
(e,I"Y w2 (¢, 1,I') = (e e w' 14+ »' 1" +1"1,01(e) » I — {0:2(]) + €' @02(I") +€})

seklinde bir »2 etkisi mevcuttur.

Son olarak da, (yardimci teorem 3.15 ve 3.18 yardimiyla) 3-simplekslerin ingaasinda temel

olusturacak olan siradaki etki verilebilir:
Yardimci Teorem 3.19 ((RXy E) Xy, (E Xps L)) nin ((E Xy L) Xy L) lizerine:
(0,0,e,"Y s (/,1,1') = (e,1") w2 (¢, 1,1),

ve

(r,e,0,0) »4 (¢/,1,1) = (r,e) »' (¢, 1,1").
seklinde taniml bir »+ etkisi mevcuttur.
3.5.2 3- Simpleksler

Tanim 3.20 4 iizerindeki 3- simpleks cebirini yari-direkt carpim yardimiyla:

A3 = (RXp E) Xy, (EXpr L)) Xp, ((EXpr L) Xy L)
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seklinde tanimlanir.

Ayrica her bir (r,e,e’,1,¢",I',1") € A3 elemam da simplisel form yardimiyla:

r+9d(e)+9d1(e') +91(e") (3.3)

(") +0x(I")

edel e e'+e"+0,(1)+01 (")

r+81(e)+81(e’)
et+e e+0:2(1)

r r+9di(e)

e

seklinde resmedilir.

Not 3.21 Tanimlanan 3-simpleks ve 2-simpleksler arasinda do 1 3: A3 — A olarak,

do(re, e 1" I')I") = (re,é,l),

di(re,e 1" I')I") = (reé+e" 1+,
dy(rie,é 1" 1" = (re+é e I'+1"),
dy(rye,e 1" I')1") = (r+0i(e),e +02(1),e" +0,(I'),1").

seklinde dort farkl ylizey morfizmi mevcuttur.

Dikkat edilirse bu dort morfizmin her biri, yukarida tanimlanan tetrahedronun (3.3) farkl bir yii-
ziine sinir doniistimii olarak:
0

£\

33— =2

seklinde bir numaralandirma ile agagidaki sekilde karsilik gelmektedir:

r+0;(e)+9;(e’)

/}\ e+e
dy . = e/+0,(1)
.%_\.

P r13i(e)



r+0;(e)+9;(¢)+9;1 (")

¢/ +e"+3,(1)+0,(I')

r+01 (e)

r+01(e)+9;(e’)+01 (")

e”+az(l/)+az(l”)

r———————> r+0di(e)+9i(¢)

T e+ (1) +9x(1")

r+9i(e)

r+01(e)+01 (') +01 (")
"+ (I")+0x(1")

r+01(e)+91(€¢)

e'+0x(1)

Not 3.22 Benzer sekilde bu iki simpleks arasinda, so 12 : A — A3 olarak,

so(re,él)
sl(raevelvl)

so(re,é 1)

(r,e,e',l,0,0,0),
(r,e,0,0,e’,l,O),

(r,0,e,0,¢',0,1).

seklinde ii¢ farkli dejenere morfizmi tanimlidir ve bu morfizmler simplisel formda:

r+0;(e)+a;(¢’)

SO €+e’ ‘el-‘raz(l) —

r+0;(e)+a;(¢’)

@ r+9i(e)+a; (¢

() ()
r—e>r+31(e)
% m

r+01(e)

38
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740 (€)+a1 (e’)

B e+e ‘e/-i-az(l)

P r+d;(e)

r+0;(e)+a;(¢’)

52 g ‘e/+a2(’ ) seklinde
r > rtdi(e)
resmedilmektedir.

Not 3.23 Boylece 3-simpleks cebir yapisinin da ingaa edilmesi sonucu, Not 3.10 de bahsedildigi

tizere, agagidaki sekilde resmedilen bir 3-truncated simplisel cebir yapisi elde edilmektedir:

[

° —dz— [
—dzé —dzé

/ \ —d— / \ —d— —d—
—dy—> —dy—> —dy—>
o ———©0 o ——©0 o ——©0

50— 50— -S50——
-~ — <~—5—
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4. CAPRAZLANMIS MODUL MORFiZMLERININ
HOMOTOPISI ve GRUBOID

4.1 Giris

Bu boliimde ¢aprazlanmig modiil morfizmleri arasindaki homotopi tanimlanacaktir. Ardindan,
herhangi iki keyfi 4 = (E,R,d) ve A’ = (E',R’,d") ¢aprazlanmis modiilii i¢in; 4 — 4’ seklinde ta-
nimli ¢aprazlanmig modiil morfizmleri ve bunlar arasindaki homotopiler yardimiyla da bir gruboid

yapisi olusturulacaktir.

4.2 Caprazlannms Modiil Morfizmlerinin Homotopisi

Gruboidler lizerinde ¢aprazlanmig kompleks morfizmlerinin homotopisi ilk olarak Brown ve
Golasinski tarafindan [6] de tanimlanmistir. Caprazlanmig modiil morfizmlerinin homotopisi ise
gruplar i¢in Gohla ve Martins tarafindan [20] de ele alinmistir. Burada ise ayn1 durum ve sonuglar

degismeli cebirler iizerinde incelenecektir.

Bu kisimdaki tiim tamimlama ve incelemeler iki sabit (keyfi) 4 ve A4’ ¢aprazlanmig modiilleri

izerinde yapilacaktir.

Tanmm 4.1 fy: R — R’ bir cebir morfizmi olsun. Bu durumda, s: R — E’ k-lineer doniisiimii (her

r,r' € R igin):
s(rr’) = fo(r) » s(¥') + fo(r') » s(r) +s(r)s(r') 4.1)
sartin1 sagliyorsa, bir fo-derivasyon olarak adlandirilir.

Teorem 4.2 f = (f1,fo): A— A" bir caprazlanmis modiil morfizmi ve s: R — E’ bir f-

derivasyon olmak iizere (e € E ve r € R icin):
go(r) = fo(r)+ (9 05)(r),
gi(e) = fi(e) +(scod)(e)

4.2)
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seklinde tamimlanan g = (g1, go) ikilisi 4 — A’ seklinde yeni bir ¢aprazlanmig modiil morfizmidir.

Ispat: Oncelikle gy ve g; in birer cebir morfizmi oldugu gosterilmelidir. Bu durumda her
r,r € R ve k € K i¢in,
go(r+7)=go(r)+go(r) ve golkr)=kgo(r)
oldugu (benzer sekilde g; i¢in de), s nin K-lineer olmasindan dolay1 agiktir. Ayrica:
(8000)(r) = fo(9(r)) + (9" 05)(3(r))

= 8’(f1 (r)) +8’((soa)(r))

= a(fl(r) + (soa)(r))

= (d'0g1)(r)

olup,

E' R

a/

diyagrami degismelidir. Diger yandan her r,7’ € R igin:

go(rr') = fo(rr') + (9" 0 5)(r)
= fo(r)fo(r') +9'(s(rr’))
= fo(r)fo(r') ' (fo(r) » s(r) + fo(r') » s(r) +s(r)s(r))
= fo(r)fo(r') + ' (fo(r) » s(r')) + ' (fo(r') » s(r)) + ' (s(r)s(r))
= fo(r)fo(r') + fo(r)d'(s(r")) + fo(r)d' (s(r)) + ' (s(r)) ' (s(+"))
= fo(r)fo(r') + fo(r)(9 0 5)(r') + fo(r') (9 0 5)(r) + (9" 5)(r) (9" 0 5) (+')

= [fo(r) + (9" 0 5)(")][fo(r') 4 (0 5)(r)]
= go(r)go(r)

olup o halde g¢ bir cebir morfizmidir. Benzer sekilde g de bir cebir morfizmidir.

Son olarak, R nin E iizerine etkisinin g altinda korundugu, yani her r € R ve e € E i¢in:

gi(rv»e)=fi(rwe)+s(d(rmwe))
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= fo(r) » fi(e) +s(rd(e))

= fo(r) » fi(e) + fo(r) » s(3(e)) + fo(d(e)) » 5(r) +s(r)s(d(e))

= fo(r) » fi(e)+ fo(r) » s(3(e)) + ' (fi(e)) » s(r) +s(r)s(d(e))

= fo(r) » fi(e) + fo(r) » s(d(e)) + fi(e)s(r) +s(r)s(a(e))

= fo(r) » fi(e) + fo(r) » s(d(e)) +s(r) fi(e) +s(r)s(d(e))

= fo(r) » fi(e) + fo(r) » s(d(e)) +0'(s(r) > fi(e)) + ' (s(r) » s(d(e)))
(r)

oldugu goriiliir. Burada dikkat edilirse, son iki adimda ikinci Peiffer-Whitehead kurali (XM2;
Tanim 2.3) kullamilmistir. Dolayisiyla bu teoremin genel olarak on-caprazlanmig modiiller icin

gecerli olmayacagi sdylenebilir. O

v/ Sonug olarak, (fy,s) ikilisi, f morfizmini g morfizmine baglayan bir noktasal homotopi

olarak adlandirilir ve kisaca:

f—g (4.3)

seklinde gosterilir.

Tiim bu verilenler diyagramatik olarak asagidaki sekilde 6zetlenir:

9

E R

81 Si o (fo,s) 80| |fo
E'——F
al
Not 4.3 (Neden Noktasal?) Literatiirde “noktasal” homotopi kavram ilk kez grup hali i¢in [9]
de yer almaktadir. Burada tanimlanan noktasal olmayan, bir bagka deyisle daha genel bicimdeki

homotopi tanimi paralel olarak degismeli cebirler icin diistiniildiigii takdirde mevcut homotopi;
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{*} sifir objesi ile birlikte b € R’ eleman1 (morfizmi) ve:

E L R {x}

/

81 fi (fos) &0 fo (b)

E— R )

diyagrami yardimiyla, (4.2) de verilen sartlarin daha da genellestirilmesi sonucu:
go(r) =b(fo(r)+(d"05)(r))
gi(e) =b» (fi(e)+(s00)(e))

seklinde tanimlanir. Bu ise degismeli cebirler icin ancak b> = b olmas1 durumunda (ya da farkli

4.4)

heniiz incelenmemis durumlarda) miimkiindiir. Dolayisiyla noktasal olmayan homopinin detayl

olarak incelenmesi baska bir ¢aligmaya birakilmisgtir.

Dolayisiyla tezin genelinde hem caprazlanmis, hem de 2-caprazlanmis modiiller i¢in sadece
noktasal homotopi kavrami ele alinacak olup, bu kavramdan da kisaca ve sadece homotopi diye

sOz edilecektir.

4.3 Gruboid

Bir gruboid yapisinin olusturuluabilmesi i¢in morfizmler arasinda bir kompozisyon tanimlan-
mal1 ve bu kompozisyonun asosyatif oldugu gosterilmelidir. Dahas1 bu kompozisyon i¢in sag ve
sol birimler ve her bir morfizmin tersinin de tanimlanmasi gerekir. Bu kisimda objeleri 4 — 4’
arasindaki caprazlanmis modiil morfizmleri ve morfizmleri de bu bunlar arasinda tanimlanan ho-

motopiler olan bir gruboid yapisi olusturulacaktir.

Yardimci Teorem 4.4 (Birim eleman) f = (f1,fo): 4 — A’ bir ¢aprazlanmig modiil morfizmi
igin,
Oy:7r€R+— 0 € E'

biciminde tanimlanan sifir morfizmi i¢in:

Vo, ¢ (4.5)
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olur.

Ispat: Her r,7 € R igin:
fo(r) = fo(r)+(9"00,)(r), Si(r) = fi(r)+ (05 00)(r)
ve diger yandan cebir etkisinin 6zelligi geregi:
05(rr') = fo(r) » 0,(r) + fo(r") » 05(r) + 05 ()05 ()
olup gerekli sartlar saglanmis olur. O

Yardimci Teorem 4.5 (Ters eleman) f = (f1,fy) ve g = (g1,g0) ikilileri 4 dan 4’ ye tanimh

caprazlanmig modiil morfizmleri ve:

Y
olsun. Bu durumda her r € R i¢in:
5(r) = —s(r) (4.6)
biciminde tanimlanan § = —s: R — E’ doniisiimii i¢in:
g o g .7)

olur.

Ispat: s bir fy-derivasyon oldugu igin:

folr) = go(r)+ (9'05)(r) ve fi(r) = gi(r) +(500)(r)

esitlikleri kolayca elde edilir ve (4.2) sartlar1 saglanir. Ayrica (4.1) sart1 kontrol edilirse:

s(rr') = —(s(rr'))
= —(fo(r) »s(r')) = (fo(r') > 5(r)) = (s(r)s(r'))
= —(fo(r)»s(r')) = (fo(r') » s(r)) = s(r)s(r) +s(r)s(r') — s(r)s(r)
= —(fo(r) »s(r')) = ((d) 05)(r) » s()) = (fo(r') » s(r))
—((dy05)(F) » s(r)) +s(r)s(r)  (.-2. Peiffer-Whitehead sart1)
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= —(fo(r) + (1 05)(r) > s(r') = (fo(r) + (@1 05)(r)) » s(r) +5(r)s(r')
= (fo(r) + (1 05)(r)) » =s(r') + (fo(r) + (01 05) (1)) » —s(r) + 5(r)s(r')
= go(r) > —s(r') + go(r') » —s(r) +s(r)s(r')

= go(r) » 5(r') + go(r') » 5(r) +5(r)s(r').

olup § bir go-derivasyon tanimlar. O

Yardimci Teorem 4.6 (Kompozisyon) f,g,h: 4 — A' caprazlanmis modiil morfizmleri olmak

lizere:

7 (fo,5) g ve g (80,5") h

verilsin. Bu verilenlerle birlikte:
(s+5")(r) =s(r)+5'(r) (4.8)

bi¢iminde tanimlanan (s+s’): R — E’ k-lineer doniisiimii i¢in:

FY, (4.9)
olur.
Ispat: Mevcut f (os) gveg (&o.5) h homotopileri yardimiyla:
ho(r) = fo(r) + (9o (s +5))(r), hi(e) = fi(e) +((s+5')0d)(e)

olup (4.2) sartlarinin saglandig1 agiktir. Dolayisiyla kontrol edilmesi gereken tek sey, s + s’ niin

(4.1) da verilen fy-derivasyon sartim1 saglayip saglamadigidir. Her r, 7 € R igin:

(s+5")(rr’) = s(rr') +5'(r)
= fo(r) »s(r') + fo(r') » s(r) +s5(r)s(r') +go(r) » (')
+80(r') B 5'(r) +5(r)s'(+)
= fo(r) » (") + fo(r) » s(r) +5(r)s(r') + (fo(r) + (9} 05)(r)) B 5'(+')
+(fo(r') + (01 05) () » ' (r) +5'(r)s' ()
= fo(r) » s() + fo(r') » s(r) +5(r)s(r') + fo(r) » 5" (') + () 0 5)(r) > ' ()
+ fo(r')» s'(r)+ (9] os)(¥) » ' (r) +5'(r)s' ()
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= fo(r) » s(r')+ fo(r') » s(r) +s(r)s(¥') + fo(r) » ' (') +s(r)s' ()
+ fo(X)w ' (r) +s(r)s' (r) +5'(r)s' () (" XM2 sart1)

= fo(r) » (s+5) (") + fo(r') » (s +57)(r) + (s +5) (1) (s +57) (),

olup (s+s’) doniisiimiiniin f ile A yi baglayan bir fy-derivasyon oldugu gériiliir. O

& Burada toplama islemimin 6zelligi geregi, homotopilerin kompozisyon isleminin asosyatif

oldugu aciktir.

Not 4.7 Dikkat edilirse son iki yardimci teoremde, caprazlanmig modiiliin ikinci Peiffer-
Whitehead sart1 (XM2; Tanim 2.3) siklikla kullanilmistir. Dolayisiyla bu elde edilen sonuglar
ongaprazlanmig modiiller ya da 2-caprazlanmis modiiller iizerinde calisildigi takdirde gecerli ol-
mayacaktir. Zaten tezin ileriki kisimlarinda 2-¢aprazlanmis modiillerin homotopisinde en 6nemli
nokta, bu sorunun nasil iistesinden gelinebilecegi olacaktir. Bu amagla da A olarak bir serbest; 2-
caprazlanmig modiiliin sabitlenmesine ihtiya¢ duyulacaktir ve yeri geldiginde bu durum sebebiyle

birlikte detaylica agiklanacaktir.

Sonug olarak boliimiin esas teoremi asagidaki gibi verilebilir:

Teorem 4.8 4 ve 4’ (degismeli cebirlerin) herhangi iki keyfi ¢aprazlanmig modiilii olsun. Bu
durumda objeleri ¢caprazlanmis modiil morfizmleri; morfizmleri de bunlarin homotopileri olan

ve kisaca HOM( 4, 4') ile gosterilen bir gruboid yapisi elde edilir.

Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.9 4 ve 4’ (degismeli cebirlerin) herhangi iki keyfi ¢aprazlanmig modiilii olmak iizere,

A — A4’ seklindeki ¢aprazlanmis modiil morfizmleri kiimesi izerinde tanimli:
“f ~ g <= f ile g yi baglayan bir fj-derivasyonu mevcuttur” (4.10)

bagintisi bir denklik bagintisidir.
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5. 2-CAPRAZLANMIS MODUL MORFiZMLERININ
HOMOTOPISI ve GRUBOID

5.1 Giris

Bu boliimde, bir onceki boliimde caprazlanmis modiiller i¢in verilen tanimlama ve elde edi-
len sonuclar bir boyut ileri taginarak 2-¢aprazlanmig modiiller icin ele alinacaktir. Dolayisiyla da
oncelikle 2-¢caprazlanmig modiil morfizmleri arasinda homotopi tanimlanacak ve daha sonra ¢ap-
razlanmis modiil morfizmleri ve bu morfizmler arasindaki homotopiler yardimiyla gruboid yapist

elde edilecektir.

Yine bu boliimde aksi belirtilene dek, en genel halde, yani herhangi bir kisitlama olmadan
tammh 4 = (L,E,R,9;,02,{,}) ve A" = (L',E',R',d,95,{,}) seklinde iki sabit 2-caprazlanmis

modiil tizerinde caligilacaktir.

5.2 2-Caprazlanmis Modiil Morfizmlerinin Homotopisi

Tamm 5.1 f=(f, f1,f0): A — A bir 2-caprazlanmis modiil morfizmi olsun. s: R — E’,t: E —

L' seklinde tanimli K-linear doniigiimleri (her r,7 € R ve e, e’ € E igin):
s(rr’) = fo(r) » s(r') + fo(r') » s(r) +s(r)s(r')

ve!

t(ee’) ={(s0d1)(e) ® fi(e')} +{(s001)(e) @ fi(e)} + fi(e) ' t(e)
+fi(e)w't(e)+ (sodr)(e) »'t(e') + (s0dy) (') »' t(e) +1(e)t(e),

t(r>e) = fo(r) »t(e) + (1 05)(r) > t(e) +{s(r) @ fi(e) }
—{file)@s(r)} —{(scdi)(e) @s(r)}

sartlar saglantyorsa (s,7) ikilisine bir kuadratik f-derivasyon denir.

Dikkat edilirse burada s bir fy-derivasyondur (Tanim 4.1).
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Yardimer Teorem 5.2 f: 4 — A’ bir 2-caprazlanmis modiil morfizmi ve (s,¢) bir kuadratik f-

derivasyon olmak iizere, her /,I' € L ve r € R i¢in asagidaki esitlikler gegerlidir:

1(02(1)92(1")) = Fa(1)(t002) (1) + fo(l') (£ 002) (1) + (0 02) () (£ 02) (1),
t(r» 02(1)) = for) » (£092) (1) + (3} 05)(r) » fo(1) + (3} 05)(r) » (1032) (1)

Ispat: Tezin geri kalaminda, uzun islem gerektiren ispatlarin daha kompakt géziikebilmesi
acisindan, bileske iglemi “o” kullanilmayacak olup, ayrica {e ® f} Peiffer liftingi yerine sadece

{e, f} notasyonu kullanilacaktir.

2-caprazlanmig modiiliin tammindan hatirlanacagi iizere, (d,: L — E,»') bir ¢aprazlanmig

modiil olup, XM2 sarti geregi (her r € R ve [,I' € L igin):

t(az(l)az(l'))
={(501)(02(1)), f1(92(1")) } +{(s91)(92(I")), f1(2(1)) }
+ f1(02(0)) " 1(02(1')) + f1(92(1")) " 1(02(1))
+(591)(92(1)) B 1(92(1")) + (s91)(92(1")) »" 1(02(1)) +1(92(1))1(92(1"))
= {5((9192)(1)), (f192) ()} + {s((0102)(I")), (f192) (1) }
+(f102) (1) »" (102) (') + (f192)(I') »' (102)(1)
+5((0102)(1)) »' (192)(I') +5((9102) (1)) »" (192)(1) + (02) (1) (192)()
= {5(06), (f192)(I") } +{5(0c), (f102) (1)}
+(95.2) (1) ' (102)(I') + (92./2) (1) ' (102)(1)
+5(0g) ' (192)(I') +5(0) ' (102)(1) + (192) (1) (t92) (I")
= {0z, (f192)(I") } +{0&", (f192)(1)}
+05(f2(1) ' (102)(I') + 05 (f2(1')) » (02)(1)
+0g B (102)(I') +0p ' (102) (1) + (102) (1) (192) (I")
= f2(1)(t02)(I') + f2(I') (02) (1) + (192) (1) (292) (1),

Ve ayrica:

t(r > 92(1)) = fo(r) > 1(02(1)) + (915) (r) > £(92(1)) + {s(r). f1(02(1)) }
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= fo(r) » (192) (1) + (915)(r) > (:02) (1) + {s(r), 92 (f2(1)) }
—{92(2(1)),s(r)} — {0, s(r)}
= fo(r) » (t02)(1) + (915)(r) > (192) (1) + 5(r) »' fo(1)
= [s(r) »" fa(1) = 0 (s(r)) > fo(1)]
= fo(r) » (102)(1) + (915)(r) > (192) (1) + (91) (r) > fo(0)

olur. O

Teorem 5.3 f: 4 — 4’ bir 2-caprazlanmis modiil morfizmi ve (s,7) bir kuadratik f-derivasyon

olmak tizere (her r € R, e € E ve [ € L igin):
go(r) = fo(r)+ (9; 05)(r),
gi(e) = fi(e) + (so01)(e) + (dy01)(e), (5.1)
82(l) = fa(l) + (t002)(1)

seklinde tanimlanan g = (g2,g1,80) licliisii 4 — A’ seklinde yeni bir 2-¢aprazlanmig modiil mor-

fizmidir.

Ispat: Oncelikle go, g1 ve g» nin cebir morfizmi oldugu gosterilmelidir. Bunun igin,

go(r+1") =go(r)+go(r') ve golkr)=kgo(r)

oldugu (benzer sekilde g; ve g; icin) s ve ¢ nin K-lineeer olusu geregi aciktir. Ayrica ilk Peiffer-

Whitehead sartini kullanarak her r,7” € R ve k € K i¢in:
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= fo(r)fo(r') + fo(r) (A1 (s(r')) + fo(r') (91 (s(r)) + 01 (s(r))d (s(+'))
= [fo(r) + (1) (N[ fo(r') + (315) ()]

= go(r)go(r)

olup go bir cebir morfizmi oldugu goriiliir. Benzer sekilde, her e, ¢’ € E igin:

g1(ee) = fi(ee) + (s01)(ee’) + (dot) (ee’)
= fi(e)fi(e') +s(d1(ee")) +dy(t(ee)) = fi(e) fi(e') +5(d1(e)01(e")) + (¢ (ee”))
= fi(e)fi(e') + fo(d1(e)) » 5(91(e")) + fo (01 (e")) » 5(d1(e)) +5(01(e))s (01 (e'))
[{(s01)(e), fi(€)} +{(s91)(€'), fi(e)} + file) - 2(e) + fi(e') > t(e)
+(s91)(e) »1(€') + (s91)(€') > t(e) +1(e)t(e")]
= fi(e)fi(e") + (fo91)(e) » (s91)(e’) + (foo1)(e") » (s91)(e) + (591)(e)(501)(e")
+05{(sd1)(e), fi(€)} +5{(s91)(¢), fi(e)} +a(fi(e) > ()
+05(fi(e") »t(e)) +05((s91)(e) > 1(€')) +05((s91) () B 2(e)) + i (t(e)t(e"))
file)fi(e) + (@1 f1)(e) » (sa1)(€') + (91f1)(€') B (s91) () + (s91)(e) (s91)(¢)
+(sd1)(e) fi(€') =1 (fi(e)) » (s91)(e) + (s91) (") fi(e) — I (fi(e)) > (s91)(€")
+£1(e)0(t(€')) + fi(e')d(t(e)) + (s91) (e) 3 (t(€')) + (s01) ()5 (¢ (e))
+05(t(e))da(t(e))
= fi(e)fi(e") + 9\ (fi(e)) » (s91)(e) + 0} (fi(e')) » (s91)(e) + (501)(e)(501)(e")
+(sa1)(e) fi(€') =9\ (fi () » (s91)(e) + (s91) (") fi(e) — I (fi(e)) > (s91)(€")
+£1(e)(031)(€') + f1(e')(95t) () + (591) (e) (93) (€') + (501) ()5 (¢ (e))
+(95t) (e) () (€)
= fi(e)fi(e') + (sa1)(e)(sdr)(€') + (s91)(e) fi(e") + (so1)(€') fi(e) + fi(e) (1) (€)
+f1(€)(95t)(e) + (591) () (95t) (') + (591 ) (') (¢ (e)) + (95t) () (9at) (¢')
= [f1(e) + (s91)(e) + () (e)][f1(€") + (s91) () + (931)(¢)]
=gi(e)gi(€),

+0,

/
e

olup g1 cebir morfizmidir. Son olarak Yrd. Teo. 5.2 geregi (her [,I' € L igin):

g2(1l') = fo(I') + (t02) (II')
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= LD A(1) +1(0:(11))

= LD A1) +1(02(1)0a (1)

= LA+ L(O((02) (1) + £(I) ((£92)(1)) + (102) (1) (192) (1)
=[A(0) + ) D][f2(') + (02) ()]

=g (D)g(l)

elde edilir ve g, nin de bir cebir morfizmi oldugu goriiliir.

Ayrica,
L % E L R
82| 81 |go
L E' R’
9 d]

diyagraminin degismeli oldugu Teorem 4.2 1n ispatindakine benzer sekilde agiktir.

Son olarak da bu morfizmlerin etkileri ve Peiffer liftingi korudugu gosterilmelidir. Bunun i¢in

(leL, e €E vere R olmak iizere):

gi(r>e)=fi(rwe)+(s01)(r»e)+ () (rme)
= fo(r) » fi(e) +s(01(r»e)) + 5 (t(r »e))
= fo(r) » fi(e) +5(rdi(e)) + A (t(r > e))
= fo(r) » fi(e) + fo(r) » s(di(e)) + fo(di(e)) » 5(r) +5(r)s(d1 (e))
+05(fo(r) > t(e) + (913)(r) > 1(e) +{s(r), fi(e)} — { file),s(r)}
—{(s91)(e),s(r)}
= fo(r) » fi(e) + fo(r) » (s91)(e) + (fo01)(e) » s(r) +5(r)(s91)(e)
+05(fo(r) > 1(e)) +95((d1s)(r) > t(e)) + 0 {s(r), fi(e) }
—03{fi(e),s(r)} = d2{(s91)(e).5(r)}
= fo(r) » fi(e) + fo(r) » (s91)(e) + (91.f1) () > 5(r) +5(r) (s91)(e)
+fo(r) » 95(t(e)) + (915)(r) B 5 (t(e)) + 5(r) fi(e) = A1 (fi(e)) > 5(r)
= fi(e)s(r) + 91 (s(r)) » fi(e) — (s91)(e)s(r) + (9y5)(r) » (s01)(e)
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= fo(r) » fi(e)+ fo(r) » (sd1)(e) + fo(r) » 05 (t(e)) + (915)(r) » I)((e))
+03(s(r)) » fi(e) + (915)(r) > (s91)(e)

= fo(r) » fi(e)+ fo(r) » (s91)(e) + fo(r) » (931)(e) + (915)(r) » 95 ((e))

+(915)(r) > fi(e) + (915)(r) » (s91)(e)

= [fo(r) + (015)(r)] » [f1(e) + (s91)(e) + (951)(e)]

= go(r) » gi(e)

ve diger yandan yine Yrd. Teo. 5.2 in yardimiyla:

fH(rr» l) + (taz)(r » l)
fo(r) » fo(l) +1(2(r 1))

(

(r) )

(r) > fa(1) +1(r > 9a(0))
(r) )

(r) »

g(rwl)

I
S

fo(r) » fo(D)+ fo(r) » (192) (1) + (915)(r) B fo (1) + (d5) (r) » (£02) (1)
fo(r) » (L(1) +(192) (1)) + (915) (r) » (f2(1) + (102) (1))
= [fo(r) + (019) ()] » [£2(1) + (192) (1)]

= go(r) » g2(1)

olup etkiler korunur. Ayrica:

g2{e.e'}) = fa({e,€'}) + (102) ({e,€'})

)} +{(s91)(e). fi(e)} +{(s91)(¢). fi(e)} + fi(e) > 1(e)
+fi(e") > 1(e) + (s91)(e) > 1(e') + (s91)(€') > 1(e) +1(e)t(e))
> t(e) = (915)(u(e") > t(e) — {s(d1(€")), file)} + {fi(e),s(di(e"))}

={fi(e). fi(e)} +{(s91)(e), fi(e)} +{(s91)(¢). fi(e)} +{fi(e), A (t(e"))}
+fi(e") - t(e) +{(s91)(e), 95(t(¢) } + (s91) (') > £(e) +{dx(t(e)), D2 (t(¢")) }
—01(f1(¢) > 1(e) = (915)(u(e)) > t(e) — {s(d1(€)), fie) } + {fi(e),5(di(e"))}
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+{(s091)(e),5(d1 (')}
={file), fi(e")} +{fi(e), (s91)(e")} + {fi(e), (9ar)(e)) }
+{(s91)(e). fi(¢)} +{(s01)(e), (s91) (')} + {(s91) (e). (9ar)(¢') }
+{(01)(e), f1(¢")} +{(9a1)(e), (s01) (')} +{ (1) (e), (1) (€') }
= {f1(e)+ (s91)(e) + (94t (e), fi(e') + (s91) (') + (951) (')}
= {s1(e).81(¢)}

olup Peiffer liftinginin korundugu goriiliir. O

v/ Sonug olarak, (f,s,t) ticliisii, f morfizmini g morfizmine baglayan bir homotopi olarak
adlandirilir ve kisaca:

£ (5.2)

seklinde gosterilir.

Tiim bu verilenler diyagramatik olarak asagidaki sekilde 6zetlenir:

e)
L : E o R
82 f ! 81 fi g 80 fo
Ll El Rl
% %

5.3 Gruboid

Yardimci Teorem 5.4 f: 4 — 4’ bir 2-¢aprazlanmig modiil morfizmi olmak iizere, sifir mor-

fizmler yardimiyla tanimlanan (0Oj, 0,) ikilisi i¢in:

05,0
(£,05,0:)

f f (5.3)

olur.

Ispat: Yrd. Teo. 4.4 1n ispatina benzer niteliktedir. O
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5.3.1 XMod homotopisi - 2XMod homotopisi karsilastirmasi

Bu kargilagtirmaya gegmeden 6nce, Boliim 4.3 de ¢aprazlanmis modiil morfizmleri ve bu morfizm-
ler arasindaki homotopiler yardimiyla insaa edilen gruboid yapisinin (Teorem 4.8) tekrar gézden

gecirilerek hatirlanmasi tavsiye edilir.

Tahmin 5.5 f,g: 4 — 4’ birer 2-¢aprazlanmis modiil morfizmi ve (s,#) ikilisi f ile g yi baglayan
bir kuadratik f-derivasyon olsun. Caprazlanmis modiil durumunda oldugu gibi bu doniisiimlerin

toplamsal negatifleri yardimiyla tanimlanan (—s, —¢) ikilisi ele alinsin.

Bu durumda;

Problem 5.6 (—s,—t) ikilisi genel olarak bir kuadratik g-derivasyon degildir. Hatta daha da
otesinde, —s bir fp-derivasyon dahi tanimlamaz. Bunun temel sebebi, 2-caprazlanmis modiiliin
(d1: E — R,») kisminin sadece bir 6n-gaprazlanmig modiil olmasi ve dolayisiyla islemlerde ikinci
Peiffer-Whitehead sartinin kullanilamamasidir (Not 4.7).
Tahmin 5.7 f,g,h: 4 — A’ birer 2-¢caprazlanmis modiil morfizmleri olmak iizere,

(f>5:1) (85

f—>>g ve g—>h

homotopileri verilsin. Bu durumda mevcut homotopiler icin Teorem 5.3 geregi:

ho(r) = fo(r) + (91 o (s +5) (1),
hi(e) = fi(e)+((s+5) 0di)(e) + (o (t+1'))(e),
hy(1) = fo(l) + ((t+1") 0 02)(1)

esitlikleri kolayca elde edilebilir. Bu yaklasim da sezgisel olarak, f ile & yi birbirine baglayacak
yeni homotopinin yine ¢aprazlanmis modiil durumunda oldugu gibi toplama islemi yardimi ile

elde edilebilecegi fikrini verir.

Fakat:

Problem 5.8 (s-+s') ikilisi genel olarak bir fy-derivasyon tanimlamaz. Bunun sebebi de yine bir

onceki problemde ifade edildigi gibi XM2 6zelliginin eksikligidir (Not 4.7).
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Uyar1 5.9 Dolayisiyla, ¢caprazlanmig modiillerin homotopilerinin birbirine baglanmasi icin kul-
lanilan ikili islem olan toplama iglemi, ve bu islem i¢in ters eleman niteligindeki toplamsal ters;
2-caprazlanmig modiil morfizmlerinin homotopileri (kuadratik derivasyonlar) iizerinde gecerli bir

fikir degildir.

Uyar1 5.10 Yukarida elde edilen tiim gdzlem ve yorumlar ¢caprazlanmig modiil durumunun aksine,
A4 — A’ seklindeki 2-¢aprazlanmig modiil morfizmlerinin homotop olma bagintisinin bir denklik
bagintis1 olmadigin1 gostermektedir. Bu durum, grup hali i¢in [20] de detayli olarak 6rneklendiri-

lerek incelenmistir.

Tezin giris kismi1 hatirlanacak olursa; model kategori perspektifinden [15] bakildig: takdirde

(cofibrant-fibrant obje hususu dolayisiyla) bu aslinda zaten beklenmedik bir durum degildir.

5.3.2 Anahtar fikir

Not 5.11 Yukarida bahsedilen bu problemin ¢oziilebilmesi i¢in, 6ncelikle belirli bir kisitlama ge-
tirilmesi ve ¢alisgmaya bu durum altinda devam edilmesi gerekecektir. Bunun i¢in de 4 — 4’
arasinda tanimlanan 2-¢aprazlanmis modiil morfizmlerinin homotopisi i¢in tezin bundan sonraki
kisminda 4 = (L,E,R,01,02,{, }) bir serbest; 2-¢aprazlanmis modiil olarak sabitlenecektir. Daha
once kisaca bahsedildigi gibi, burada tanim geregi R, sabit bir B C R taban {izerinde taniml1 bir
serbest (degismeli) cebir; yani dolayisiyla polinomlar cebiri olacaktir (Tanim 2.7). Bu 6zel du-
rum da muhtemelen degismeli cebirlerin 2-¢aprazlanmig modiil kategorisi tizerindeki bir model
kategori [15] yapisinda cofibrant objeye karsilik gelecektir. Bu durum gruplar i¢in [20] de detaylt
olarak incelenmis olup degismeli cebirler icin model kategori kismina bu tezde deginilmeyerek

ileriki bir bagka calismada ele alinacaktir.

Yardimci Teorem 5.12 f = (f2, f1, /o) : A — A’ bir 2-¢aprazlanmig modiil morfizmi olmak iizere

s: R — E’ seklindeki fy-derivasyonu ile
0:reR— (fo(r),s(r)) ER xp E' =4

seklinde tanimli cebir morfizmi arasinda bire-bir esleme vardir.
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Ortaya ¢ikan bu 6zellikle birlikte agagida verilecek olan yardimci teorem, mevcut problemin

¢Oziimiinde anahtar rolil iistlenecektir.

Yardimei Teorem 5.13 R (B tabanli) bir serbest cebir olsun. Bu durumda s: R — E’ fy-
derivasyonu, serbest cebirin evrensellik 6zelligi geregi, B C R serbest tabani altindaki degerler

yardimuiyla biricik sekilde tanimlanabilir.

Boylece herhangi bir s*: B — E’ fonksiyon ailesi,

incl
BC——— >R

3 (o)

¥
A

degismeli diyagram altinda genisleyerek, biricik s: R — E’ fy-derivasyonu tanimlar.

Bu 6zellik, 6ncelikle yukarida agiklanan problemlerin ¢6ziime kavusmasi ve ayrica tezin geri kalan
kismindaki her bir adim i¢in anahtar fikir olarak biiyiik rol oynayacaktir. Dolayisiyla da bu fikir

aslinda tezin en 6nemli noktasidir.

5.3.3 Homotopilerin kompozisyonu

f,8,h: A — A birer 2-¢aprazlanmig modiil morfizmleri olmak iizere,

¥ (fss:) g ve g (g,5'1") i

homotopileri (kuadratik derivasyonlar1) verilsin.

Tamim 5.14 sHBs": R — E’ derivasyonu, s+ s’ fonksiyonunun (B ye kisitlamast), serbest cebirin

evrensellik 6zelligi (Yrd. Teo. 5.13) altinda geniglemesi, yani:
g el R (5.4)

oS

(fo,s+s) B (o555
¥
A
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degismeli diyagramiyla elde edilen biricik fy-derivasyon olarak tanimlansin.

Burada diyagramin degigsmeli olmasindan dolay1, serbest tabanin her b € B elemant igin:
(sEBs)(b) = (s+5')(b)

seklindedir.

& Simdi, yukarida diyagramatik olarak elde edilen bu yeni s s’ kuadratik derivasyonunun
cebirsel olarak acik formiiliiniin neye karsilik geldigi elde edilmeye calisilacaktir. Bu amacla da

baz1 yardimc1 fonksiyon ve morfizmlerin tanimlanmasina ihtiya¢ duyulacaktir:

Oncelikle 4" = (L',E',R',9},0)) iizerindeki 2-simpleks tamimi kullanilarak,
C:B— (R XpE') o (E'xp L) =2
fonksiyonu (b € B olmak iizere):
8(b) = (fo(b),s(b),s'(),0)

biciminde tanimlansin. Bu fonksiyon geometrik olarak 2-simpleksler yardimiyla:

Fo(b)+01(s(b))+01 (s' (D)) ho(b)
s(b)+s' (b s+s') (b
b eB'i} Pree) @ s'(b)+02(0) = il @ s'(b)
fo(b) —s(b)> Jo(b)+01(s(b)) fo(b) ) go(b)
seklindedir.

Bu durumda serbest cebirin evrensellik 6zelligi geregi, { fonksiyonunun

p— i R (5.5)
. 3 %X@-y)
v
A

diyagrami altinda genislemesi yardimiyla biricik

X(S"S,) R (R/ I><>E/) >, (E’ D(.’L,) = ﬁlﬁ
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cebir morfizmi mevcuttur.

Yine diyagramin degismeliligi geregi her b € B i¢in:

XE(b) = (fo(b).5(b).5'(6),0) = {(b)
olur. Burada genel olarak r € R i¢in bu esitligin gecerli olmayip agiktir:
XU (r) # (folr),s(r).s'(r),0) = §(r)
dir.
Simdi X (”l)(r) € A, elemaninin ne oldugu agik¢a tamimlanabilmesi amaciyla, Tamm 3.8
de verilen d; morfizmi ve Yardimci Teorem 5.13 den faydalanarak, biricik sekilde tanimli bir

wss): R — I/ doniigtimiiniin yardimu ile birlikte, X (5:5') (r) eleman1 agagidaki 2-simpleksle gorsel-

lestirilir:

(5.6)

fo(r)
Ozel olarak asagidaki sonug elde edilir:

Yardime Teorem 5.15 Yukarida tanimlanan w+): R — L/ doniigiimii, her r,7’ € R i¢in:

W) () = Fo(r) e WS ) + fo ) e wE) (7) 45 () e wS) (r
(rr') = fo(r) () + fo(r') (r)+s'(r) (r)
+s(r) » w(”,)(r) +5'(r) » w(”/)(r’) +s(r)» w(”,)(r’)

— () @s(r)} = {s' () @s(r)} —w ) (WD () (5.7)

sartini saglayan bir K-lineer doniiglimdyiir.

Ayrica 2-simpleksin tammini geregi, w(**) doniisiimii icin (her (r € R) igin):

(s85")(r) = s(r) +5'(r) = @y 0w (r) (5.8)
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seklindedir.

Burada dikkat edilirse w(**") doniisiimii (sEs')(r) ile (s +s')(r) arasindaki cebirsel farkin o

morfizmi yardimiyla 6l¢iilmesini saglar.

Ispat: i1k (5.7) esitligi, yari-direkt carprm tanimi (Tanim 3.1) veYrd. Teo. 3.6 da verilen etki geregi

2-simpleks cebir yapisinin (3.1) bir sonucu olarak ortaya ¢ikmaktadir.

Diger yandan (5.8) ise; (3.2) de verilen simplisel formunun (5.6) iizerinde uygulanarak ¢oziilmesi

sonucu direk olarak elde edilir. O
Not 5.16 w'**)(r) elemani r € B C R durumunda sifira eittir.

Simdi (5.6) de tanimlanan tiggen (2-simpleks) dekompoze edilerek sirali dortlii bigimindeki
gosterime gegilir ve asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 5.17 Asagidaki sekilde tanimli bir cebir homomorfizmi mevcuttur:

X6 R — (RRxp E')we (E' Xy L))
ro— (fo(r),s(b),s’(r)—(aéow)(r),w(”')(r))

Burada X ) morfizminin (5.5) diyagramindaki biricik morfizmden yola ¢ikarak tanimlandigin
tekrar hatirlamakta fayda vardir.
Simdi wis) R — I/ doniisiimiine ait birka¢ 6nemli 6zellik iizerinde durulacaktir:
Yardimci Teorem 5.18 s ya da s” derivasyonlarindan herhangi biri sifir ise:
W(S 75/) — 0

olur.

Ispat: Oncelikle s = 0 durumu ele almsin. X (5. R — A, morfizminin tanimi hatirlanacak
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olursa, her b € B icin:

Jo(b)+01(s(b))+01(s' (b))

X6 (p) =
() s(b)+s'(b) (0][s'(8)+22(0)

0 b ()
elde edilir. Kabul geregi s' = 0 oldugundan dolayi da mevcut X ) (b) € 4 elemanu:

Jo(b)+91(s(b))

xX6Nb) =

sekline indirgenir.

Elde edilen bu elemanin da aslinda, Not 3.9 ve Yardimci Teorem 5.12 yardimiyla:

% <fo(b) O, () +al<s<b>>) = solfo(b).5())
_ (5000)(8)

doniigiimiine esit oldugu goriiliir. Yani her » € B C R serbest taban elemani i¢in:
XU (b) = (s000) (b)

elde edilir. Bu iki elemanin esit olmasi, serbest cebirin evrensellik 6zelligi altinda geniglemeleri

olan R — 4} cebir morfizmlerinin de her r € R i¢in:

X0 () = (s000)(r)

seklinde birbirine esit olmasim gerektirir.
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Bu esitlik ise, X 5" niin tanim diyagrami (5.6) ve ayrica sg doniisiimiiniin simplisel formu 3.9

yardimiyla:

So(r)+01(s(r)) So(r)+01(s(r))

s(F) =02 (WO (r = sir
e | IR ) o

folr) ————————=> fo(r)+di(s(r)) folr) ————————> fo(n)+di(s(r))

s(r) s(r)
yani bir bagka deyisle her r € R i¢in:
w0 () =0

sonucunu verir. Benzer sekilde s' = 0 i¢in de w(®*) () = 0 oldugu ispatlanir. O
Yardimer Teorem 5.19 0,: R — E’ sifir doniisiimii i¢in:
sHO;,=s ve O;Hs=s (5.9

esitlikleri gecerlidir.

Ispat: M isleminin diyagramatik tanim (5.4) geregi, s in kendisinin halihazirda bir derivasyon
olmasinin yardimiyla istenilen sonuglar elde edilir. Buna alternatif olarak (5.8) in bir sonucu olarak

Yardimci Teorem 5.18 kullanilarak da ispatlanabilir. O

Simdi homotopilerin kompozisyonundaki ikinci bilesen iizerinde durulacaktir:
(f.'rs7t) (g’s/’t/) . . . . .
Tamm 5.20 Mevcut f — g ve g — h homotopileri i¢in:
(tB1)(e) =t(e) +1'(e) + (W) 0d))(e) (5.10)
seklinde tanimlansin.
Not 5.21 Yardimci Teorem 5.18 geregi, s’ ya da s nin sifir olmas1 durumunda sirasiyla:

tBO0, =t ve 0,8 =+ (5.11)

elde edilir.
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Yukaridaki mevcut tamimlamalarla birlikte asagidaki verilecek olan teorem tezin en onemli

teoremlerinden birisi olacaktir:

Teorem 5.22 f,g.h: A — A’ seklindeki 2-¢caprazlanmis modiil morfizmleri i¢in:

f (f,S,l‘) g g (g,s ,t) h

ve

homotopileri verilsin. Bu durumda (sHs’, ¢ B¢’) ikilisi, f ile g yi baglayan:

(f, sEBs’, tEBt")
A bk ik

f h (5.12)

seklinde bir homotopi (kuadratik f-derivasyon) tanimlar.

Ispat: Burada s s’ doniisiimii zaten tanimi geregi bir fy-derivasyondur. Diger yandan 7 B¢’
seklinde tanimlanan doniisiim de Tanim 5.1 de verilen sart1 (5.7) yardimiyla sagladigi uzun iglem-
ler dizisi sonucu goriilmektedir. Boylece (s ',z H¢') ikilisi bir kuadratik derivasyon olmakta,
daha da otesinde, (5.1) de verilen sartlarin da gecerli olmasi sebebi ile f ile 4 yi baglayan bir

kuadratik derivasyon olmaktadir. O

5.3.4 Ters kuadratik derivasyon

f,g: A — A’ 2-¢aprazlanmig modiil morfizmleri i¢in:

(f,S,l)
f——8

homotopisi verilsin. Burada halen 4 = (L,E,R,01,02,{,}) nin serbest; 2-¢aprazlanmig modiil

(B C R sabit tabaniyla) olarak sabitlendigi unutulmamalidir.

Simdi, g ile f yi baglayacak ve ayni zamanda gruboid yapisi igin (s,7) kuadratik derivasyo-
nunun tersini olusturacak:

f7577
g(———t)%f

homotopisi, yani (5,7) kuadratik g-derivasyonu tanimlanacaktir.

Mevcut f M g homotopisini kullanarak:

go(r) = fo(r)+(@y0s)(r) yada fo(r)=go(r)+(d)0—s)(r)
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esitlikleri kolayca elde edilir. Burada, —s: R — E’ doniisiimii her ne kadar homotopinin 5 bile-
seni icin dogru bir tercih gibi goziikse de —s genel olarak bir gg-derivasyon olmadigindan dolay1

(Problem 5.6) iyi bir fikir degildir.

Tamm 5.23 §: R — E derivasyonu —s nin (B ye kisitlamasi) serbest cebirin evrensellik 6zelligi

altinda geniglemesi (yardimci teorem 5.13), yani:

p— g (5.13)
Ell (fo,5)
v
A

degismeli diyagramiyla elde edilen biricik go-derivasyon olarak tanimlansin.
Yardimci Teorem 5.24 Yukaridaki sekilde tanimli 5 icin:

sHs=0, ve §Hs=0
esitlikleri gecerlidir.

Ispat: Yardimci teorem 5.13 ve A isleminin diyagramatik tanimi (5.4) geregi; her B C R

eleman i¢in:
(s+8)(b) = (s+(=5))(b) =0

olup, bu fonksiyonun genislemesi olan s H § derivasyonu i¢in de sonug sifir morfizmidir (sifir
morfizminin halihazirda derivasyon oldugunu hatirlayiniz). Benzer ispat diger durum i¢in de ge-

cerlidir. O

Simdi ters homotopinin ikinci bileseni incelenecektir:
Tanim 5.25 Yukarida tanimli sartlar dahilinde,
f=—t— (w(s’s_) 0di)
seklinde tanimlansin. Bu durumda Tanim 5.10 geregi:
tHif=0, ve fHt =0,

oldugu aciktir.
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Sonug olarak:
Teorem 5.26 f,g: 4 — A’ 2-caprazlanmis modiil morfizmleri ve f M g homotopisi i¢in yu-

karidaki sekilde tammli (5,7) ikilisi, g ile f yi baglayan

g LN f (5.14)

seklinde bir homotopi (kuadratik g-derivasyon) tanimlar.

Ispat: Teorem 5.22 nin ispatiyla aynidir. O

5.3.5 Kompozisyonunun asosyatifligi

1,8 h,k: A — A birer 2-¢aprazlanmis modiil morfizmleri olmak iizere:

(f‘rsJ)

f g g (g,s 7t) h h (h,S J ) k

homotopileri tanimlansin.

Serbest tabandan secilen her b € B C R elemanu icin:
(sB(s' Bs"))(b) = ((sBs) B")(b)

oldugu acgiktir. Boylece, Yardimci Teorem 5.13 geregi, bu iki elemanin genislemeleri olan derivas-

yonlar (homotopiler) icin de yine, her r € R igin:
(sB('Bs"))(r) = ((sBs)Bs")(r) (5.15)

seklinde olup, homotopinin ilk bilegeni i¢in asosyatiflik kolayca saglanmis olur.

& Simdi isin zor olan ve teknik detay gerektiren kismini, yani homopilerin kompozisyonunun
ikinci bilesen diizeyinde de asosyatif oldugu ispatlanacaktir. Burada yine daha 6nceden oldugu

gibi baz1 yardimci fonksiyon ve morfizmlere ihtiya¢ duyulacaktir:

Oncelikle 3-simpleks tanimindan (Bsliim 3.5) faydalanarak:

A: B — ((RxpE)Xpe (E'xp L)) Xyt ((E' Xpr L) Xy, L') = 44

b (fo(b),s(b),s'(b),0,5"(b),0,0) (5.16)
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fonksiyonu tanimlansin.

Diger yandan, tanimlanan bu A(b) fonksiyonu simplisel formda :

Jo(b)+01(s(b))+01 (' (b)) +91 (s" (b))

S//(b) +0 0) +0 (0)

s (b)+s" (b)+0,(0)+0, (0
Folb)+01(s(b))+21(5'(5)) (I 0a(0)+02(0)

(0]

s'(b)+02(0

fo(b) fo(b)+01(s(b))

ya da kisaca:

5.17)
fo(b)
seklinde gorsellestirilir.
Serbest cebirin evrensellik 6zelligi geregi A: B — A4} fonksiyonunun degismeli:
g g (5.18)
2 7
o
v
a

diyagrami altinda genislemesi ile tanimli bir Z: R — 44 cebir morfizmi mevcuttur.
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Not 3.21 de tanimlanan dy ; » 3 morfizmleri ve Yrd. Teo. 5.13 kullamlarak, r € R igin:

(5.19)

simplisel formu elde edilir.

Simdi, Boliim 5.3.3 dekine benzer mantikla, mevcut 3-simpleksi dekompoze edilerek siradaki

teorem verilecektir:

Teorem 5.27 Asagidaki sekilde tanimli bir cebir morfizmi mevcuttur:
Z: R — (RXpE)Xpe(E')p L)Xyt ((E'xpr L") Xy, L), (5.20)

her r € R icin:

P D (o)s).5 () = @ 0w ) ), Wi (1),

/() = (@5 0 WO ) (1), W) (1) — ) () ) (1) ).

Dikkat edilirse bu morfizm, yukaridaki diyagrami degismeli yapan biricik morfizmidir.

Simdi W =d; oZ: R — A, seklinde bir doniisiim tanimlansin. Burada Not 3.21 hatirlanacak
olursa, tantmlanan bu doniigiim (5.19) deki tetrahedronun arka ylizeyini, yani bir bagka deyisle,
r € Ricin:

(5.21)

w (I") = (sBs'Bs”)(r)

fo(r)
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ticgenini verecektir. Bu 2-simpleks b € B serbest taban elemani i¢in:

(5.22)

formundadir.

Simdi oncelikle X (5): R — 4, nin tamminin (Bolim 5.3.3) kullanilacagini soylemekte fayda
vardir. Bilindigi tizere, herhangi bir B — 4, fonksiyonunun evrensellik 6zelligi altinda genislemesi

olan R — A4, cebir morfizmi biriciktir.

Diger yandan, dikkat edilirse (5.15) geregi her b € B igin:
W (b) = X ()

olup, yukarida ifade edilen sebepten dolayi her r € R icin:

(5.23)
elde edilir.
Sonuc olarak (5.21) ve (5.23) deki tetrahedronlara bakilirsa: her r € R i¢in:
W(s,s/) (r) _ w(s/,s”) (r) + W(xEEs’,s”) (I’) _ W(S,S/EES”)(’,)’
ya da:
W(s,s/) (I") + W(SBHS’,S”) (l’) _ W(s,s’EHs”) (I") + W(s’,s”) (l’) ) (5.24)

sonucu elde edilir.

Artik homotopinin ikinci bileseni i¢in de asosyatifligi sdylenebilir:
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Teorem 5.28 Her r € R icin:
(tB B =8 (¢ B") (5.25)

olup iglem asosyatiftir.

ispat: Yukarida elde edilen (5.24) 6zelligi kullanilarak, her e € E igin:

)

(B )Br")(e) = (tBr)(e) +1"(e) + (WP 09)) (e)

=1(e)+1'(e) + (W 0a1) (e) +1"(e) + (W™ 091 ) (¢)
=t(e) +1'(e) + W) (91 (e)) +1" (&) + w3 (e))

= t(e) +1'(€) +1"(e) + w31 (€)) + W) (3 (e))
=1(e)+1'(e) +1"(e) + (W) 0a1) (e) + (W= 091 e)
=1(e)+ (' B")(e) + (W™ 091 ) (e)

=B B"))(e)

elde edilir. O

Boylece tezin esas amaclarindan biri olan agagidaki teoremin ispat1 tamamlanmigtir:

Teorem 5.29 4 ve A’ birer 2-¢aprazlanmig modiil ve 4 = (L,E,R,9;,02,{, }) 6zel olarak B C R

serbest taban1 yardimiyla tanimli serbest; 2-caprazlanmig modiil olsun.

Bu durumda objeleri 4 — 4’ arasinda tanimli 2-¢aprazlanmig modiil morfizmleri, morfizmleri
de bunlarin homotopileri olan ve kisaca HOM(4,.4') ile gosterilen bir gruboid yapisi elde edilir.

Bu grouboidin iglemi:
B: ((s,1),(s',1")) — (sBs 1 BY)

seklinde homotopilerin kompozisyonu (5.3.3) olup bu iglem (5.15) ve (5.25) geregi asosyatiftir.
Ayrica gruboidin bu islem altindaki ters elemani ise gruboid ters homotopi (5.3.4) olarak tanimli-

dir.

Burada dikkat edilmesi gereken, mevcut tiim yapiy1 belirleyen unsurun en bagtan secilerek sabit-

lenen B C R serbest tabanina bagimli oldugudur.
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Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak asagidaki teorem de verilebilir:

Teorem 5.30 4 serbest; 2-caprazlanmis modiil ve A" keyfi bir 2-¢aprazlanmig modiil olsun. Bu

durumda 4 — A4’ arasinda tamimli 2-¢aprazlanmig modiil morfizmleri kiimesi iizerinde tanimli:
“f ~ g <= f ile g yi baglayan bir kuadratik f-derivasyonu mevcuttur” (5.26)

bagintisi bir denklik bagintisidir.
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6. 2-HOMOTOPI ve 2-GRUBOID

6.1 Giris

Bilindigi iizere 2-homotopi kavrami kisaca, homotopileri birbirine baglayan bir iist boyutlu

homotopi olarak agiklanmaktadir.

Hatirlanacag1 gibi bir onceki boliimde 2-caprazlanmis modiil morfizmlerinin homotopisi ta-
nimlanmigti. Dolayisiyla da bu boliimde éncelikle bir iist boyuta ¢ikilarak 2-caprazlanmis modiil
morfizmleri i¢in 2-homotopi tanimi yapilacaktir. Ardindan da bu mevcut 2-homotopi ve onceki

boliimlerde elde edilen yapilar kullanilarak sonug olarak bir 2-gruboid yapisi ingaa edilecektir.

Bu béliimde 6ncelikle herhangi bir kisitlama olmadan genel halde iki 4 = (L,E,R,0;,0;)
ve A' = (L',E',R',d},0,) 2-¢aprazlanmig modiilii ele almacak, aksi belirtilene dek bu en genel

haldeki sabit 2-caprazlanmis modiiller iizerinde ¢aligilacaktir.

6.2 2-Caprazlanmis Modiil Morfizmlerinin 2-Homotopisi

Tamim 6.1 (Kuadratik 2-derivasyon) f: 4 — 4’ bir 2-¢aprazlanmigs modiil morfizmi ve (s,?)

bir kuadratik f-derivasyon olsun. Bu durumda ¢g: R — L' k-lineer doniisiimii (her r,7’ € R i¢in):

q(rr') = fo(r) » q(') + fo(r') » q(r) + s(r) »" q(r') +5(+) » q(r) +4(r)g(r') (6.1)
sartin1 sagliyorsa, bir kuadratik (f, s, t)-2-derivasyon olarak adlandirilir.

Teorem 6.2 f,g: A — A’ 2-caprazlanmis modiil morfizmleri ile birlikte f M g homotopisi

(kuardatik derivasyonu) mevcut olsun. Bu durumda ¢: R — L’ bir kuadratik (f,s,7)-2-derivasyon
olmak tizere (her » € R ve e € E igin):

§'(r) = s(r) + (9 04)(r)

t'(e) =t(e) = (qo9i)(e)

seklinde tanmimlanan (s,7") ikilisi f ile g arasinda f CLESN g seklinde yeni bir kuadratik derivasyon

(6.2)

tanimlar.
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Ispat: Oncelikle Tamim 5.1 de verilen kuadratik derivasyon sartlar kontrol edilecektir. Bu

amagla da her e,¢’ € E ve 1,7’ € R i¢in:

§'(rr') = s(rr") + (2) (rr')

)+ folr') - s(r) +s(r)s(r

+fo(r') > (029) (r) +5(r)(929) (') + 5(+)929) () + (929) (r) (929) (')
= fo(r) » [s(+') + (929) ()] + fo(r') » [s(r) + (929) (r)]

+[s(r)+ (929) (M][s () + (929) ()]
= fo(r)»s' (") + fo(r) » s'(r) +5'(r)s' ()

olup s bir fy-derivasyon olur. Yukaridaki hesaplamalarda; R-cebir 6zelliginden dolay1 0 (r » e) =
r» 95 (1) ozelligini ve ayrica (d5: L' — E’,»’) nin ¢aprazlanmis modiil olmasindan (2.1) dolay1

da XM2 aksiyomu kullanilmigtir. Diger yandan ikinci bilegen i¢in:

t'(ee') =t(ee') — (q01)(e€’)
t(ee’) —q(i(e)di (¢))
{(s01)(e), fi(e') } +{(s01)(€"), fi(e) } + fi(e) " 1(e") + fi(e") »" t(e)
+(s91)(e) »"1(e') + (s91)(¢') " 1(e) +t(e)t(e") — [fo (A1 (e)) » (1 (¢))
+fo(01(e')) » q(91(e)) +5(91(e)) > q(d1(e')) + (31 () »' g(01(e))
+4(91(e))q(d1(¢"))]
= {s(91(e)), f1(e")} +{(929)(d1(e)), fi(e")} + {s(d1(¢")). fi(e)}
+{(029)(91()). fi(e)} + fi(e) »"t(e') — fi(e) »' (g01)(e")
+fi(e) »1(e) = fi(e) B (q91)(e) + (929) (1 (e)) »" 1(e)
+5(01(e)) B 1(¢") = 5(31(e)) » (q91)(€') — (924) (1 (e)) »' (g01)(¢")
+5(91(¢) »"t(e) = s(3i(e")) »’ (g01)(e) + (929) (91 (€')) " t(e)
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= (929)(91(¢")) »' (q01)(e) +t(e)t(e") —t(e)(gd1)(€)
= (go1)(e)t(e') + (g01)(e)(ga1)(¢")

= {5(91(e)) + (929) (91 (e)), f1(¢")} + {s(91(¢")) + (929) (91 (¢')), file) }

+fi(e) »' [t(e") = (q91) ()] + fi(e') » [t(e) — (gd1)(e)]

+15(91(e)) + (929) (31 (e))] »" [t(e') — (g1)(e)]
+[s(91(€") + (929) (91 (¢)] " [t(e) — (g01)(e)]
+t(e) = (g91)(e)][t(¢) — (qa1)(¢")]

={(s91)(e). fi(e)} +{(s91)(€), fi(e)} + fi(e) »' () + fi(e') »' ' (e)

+(s'01)(e) ' 1'(€') + (s91) (") »' ' (e) +1'(e)i' ()

ve ayrica 2XM2, 2XM4, 2XMS5 aksiyomlar1 yardimiyla:

f'(ree)=t(rwe)—(qo1)(rm»e)
=t(rwe)—qdi(rwe))
=t(rve)—q(rdi(e))
= fo(r) »t(e) + (9y5)(r) > t(e) +{s(r). fi(e)} = {fi(e),5(r)} — {(s91) (e),s(r)}
= fo(r) » q(1(e)) + fo(91(e)) > g(r) +5(r) »" q(d1(e)) + (31 (e)) »' g(r)
+4(r)q(9i(e))
= fo(r) »t(e) = fo(r) » (g01)(e) + (915)(r) > t(e) — (915)(r) » (¢01)(e)
+07(02q(r)) » t(e) — 91 (92q(r)) » (g01)(e) +{s(r), fi(e)} + fi(e) » 4(r)
= (@1f1)(e) » q(r) = {fi(e),s(r)} — fi(e) » q(r) — {(s91)(e),5(r)}
— (591)(e) »" q(r) = s(r) »' (q91)(e) + (915)(r) » (q91)(e) — (g01)(e)q(r)
= fo(r) »1'(e) + (015) (r) > £'(e) +{s'(r), fi(e)} — {fi(e).5"(r)} = {(s91)(e).5'(r)}.

elde edilir, yani sonug olarak (s’,#’) bir kuadratik f-derivasyondur.

Son olarak ise, (s/,#") kuadratik derivasyonunun:

(f7‘v/7t/)
%

seklinde f yi g ye baglayan homotopi oldugu, yani (5.1) daki sartlarin saglandig1 aciktir. O
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\/ Sonug olarak, (f,s,t,q) dortliisi, (f,s,t) ve (f,s',#") homotopilerini birbirine baglayan bir

2-homotopi olarak adlandirilir ve kisaca:
(frs.0) L2 (1,50

seklinde gosterilir.

Tiim bu verilenler diyagramatik olarak asagidaki sekilde 6zetlenir:

6.2.1 Baz cebirsel ozellikleri

A = (L,E,R,01,02,{,}) 2-caprazlanmig modiilii iizerinde tanimlanan 4; = R x E yani 1-

simpleksin tanimi1 gdz Oniine alinarak bulundurarak, asagidaki yardimci teoremi verilir:
Yardimci Teorem 6.3 A4 in L iizerine, (r € R,e € E ve | € L olmak iizere):
(ne)>l=rwl+ew’l

seklinde taniml bir etkisi mevcuttur.

Yukarida tanimlanan etki ve yari-direkt carpim yardimiyla:
O=RXpE)XpL (6.3)
degismeli cebiri elde edilir.

Yardimci Teorem 6.4 Dikkat edilirse, Q nun tanimi ve islemi géz Oniine alindiginda, kuadratik

2-derivasyonlar ile (her r € R i¢in):
y:reR— (fo(r),s(r),q(r)) € (R xpE'Yxo L (6.4)

seklinde taniml1 cebir homomorfizmi arasinda bire-bir esleme mevcuttur.
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Boylece:

Yardimci Teorem 6.5 4 serbest; 2-caprazlanmis modiil olmak iizere, g: R — L’ kuadratic 2-
(f,s,t)-derivasyonu, serbest cebirin evrensellik 6zelligi geregi, B C R altindaki degerler yardi-

miyla biricik sekilde tanimlanabilir.

Boylece herhangi bir ¢*: B — L’ fonksiyon ailesi, degismeli:

(o5*.a) El (f0.5,:9)
v
Ql

diyagrami altinda genisleyerek, biricik ¢ kuadratik 2-(f,s,7)-derivasyonunu tanimlar.

Diger yandan:

Yardimci Teorem 6.6 A’ iizerindeki 45 = (R’ xy E') Xy, (E' X/ L') 2-simpleks cebiri ele alin-
sin. f: 4 — A’ bir 2-¢aprazlanmig modiil morfizmi igin (s,¢) bir kuadratik f derivasyon ve g bir

kuadratik (f,s,)-2-derivasyon olsun. Bu durumda her r € R i¢in:

seklinde tanimli Q: R — A} bir cebir homomorfizmidir.
Ispat: Oncelikle x-lineerlik geregi Q(r+7') = Q(r) +Q(r') ve Q(kr) = kQ(r) oldugu agiktir.
Gerekli hesaplamalar sonucu A’ iizerindeki:
(rv 6, ela l) (I"2,€2, 6/2) 12) — (Cl, ba Cad)
carpma igleminin:

a=rr



b=rwer+rretee
c=eeh+rmest+eld +rpe e
d=0i(e)» L+rvbh—{chel+oi(e)»l+rwl—{ e}

—l—e’»lz—i—e'z»l—i—llz

seklinde tanimlandig1 goriiliir. Bundan yararlanilarak da:

Q(r) Q) = (fo(r),s(r),(9309)(r), —q(r)) (fo(r'),s(r"),(9209) (), —q(r))

= (S fo(r"), folr) » s(r') + fo(r') » s(r) +5(r)s(r),

s(r)(9209)(r') + fo(r) » (909)(r') +5() (92 0 4) ()
+fo(r) > (9209)(r) + (9304)(r) (92 0 4) ('),

91 (s(r)) » =q(r') + fo(r) » —q(r') = {(9304)(r'),5(r)} +1(e2) » —q(r)
+fo(r) > =q(r) = {(9309)(r).5(r)} + (9304)(r) » —q(r)
+(9509) (') » —q(r) +q(r)q(r'))

= (fo(rr'),s(rr"),

9% (fo(r) » q(r') + fo(r') > q(r) +5(r) »" q(r') + (') »" q(r) +4(r)q(r)) ,

—01(s(r) > q(+') = fo(r) » q(r') = s(r) » g (') + 01 (s(r)) > g (')
= 01(s(r')) » q(r) = fo(r') » q(r) = s(r') » q(r) + 1 (s(')) » 4(r)

—q(r)q(r) —q(r)a(r) +q(r)q(r'))
= (fo(rr'),s(rr’),95 (q(rr")) .

= fo(r) > q(r') = s(r) » q(r') = fo(r') » gq(r) = s(+) > q(r) = q(r)q(r"))

= (fo(rr'),s(rr’),(9309)(r1"), —q(rr'))

=Q(rr')

yani boylece Q nin cebir morfizmi oldugu gosterilmis olur. O

6.3 Dikey Komposizyon
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Bu alt boliimde de yine herhangi bir kisitlama olmadan iki (keyfi) sabit 4 = (L,E,R,d1,0;) ve

A4 = (L',E',R',d},0,) 2-caprazlanmig modiilii iizerinde ¢alisiimaya devam edilecektir.
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Teorem 6.7 f,g: 4 — A’ 2-caprazlanmis modiil morfizmleri i¢in:
fle I I
homotopileri (kuadratik derivasyonlar1) ve
(Frst) L2 (£ (1) L (1, 0")
2-homotopileri (g, 4’ kuadratik 2-derivasyonlar1) tanimlansin. Bu durumda:
(g*q')(r) =q(r) +4'(r) 6.7)
seklinde tanimli g% ¢’ : R — L' doniisiimii (f,s,7) ile (f,s”,¢”) yi baglayan

(f7s’t) (f1s7t7q*q/g (f, S”,t”)

homotopisini (kuadratik (f,s,#)-2-derivasyonunu) tanimlar. Yani bir bagka deyisle x islemi kuad-

ratik 2-derivasyonlarin dikey kompozisyonunu verir.

Tiim bu verilenler agsagidaki diyagramla 6zetlenebilir:

(fis:1)

(5 /(f_st)\
f (fs' 1) g = f (fs.t.q%q) g (68)
(f~,3,7t,7q/) (f,S"J”)

(f,SH,t//)

Ispat: Oncelikle her r,7 € R igin:

(g*q)(rr') = q(rr') +4/ (')

= fo(r)»q() + fo(#'

)
(

= fo(r) » q(") + fo(r') » q(r) +s(r) »" q(r') + () » (r) +q(r)g(+')
(



7

= fo(r) »q(') + fo(r) » q(r) +s(r) »" q(r') +s(r') » g(r) +q(r)g(r')
+fo(r) g (') + fo(r') » 4 (r) +5(r) »" ' () +5(') »" 4 (r) +4'(r)q'(+')
+q(nq (F)+4q'(rg(r) (. XM2)
= fo(r) » (gxq")(r') + fo(r') » (gxq")(r) +s(r) »' (gxq")(r')

+s(r') ' (g% q") (r) + (g %)) (r) (g% 4 ) ()
olup (6.1) sart1 saglanmis olur. Diger yandan bu yeni quadratik 2-derivasyonun:

(f,s,t) (f757f7‘ig (f, s”,t”)

seklinde (f,s,7) yi (f,s”,t") ye bagladig1, yani (6.2) deki sartlarin saglandig1 agiktir. O

& Dikey kompozisyon isleminin asosyatif oldugu agiktir. Ayrica diger yandan, sifir morfizm-
ler yadimiyla elde edilen sifir kuadratik (f,s,7)-2-derivasyonu da bu kompozisyon iglemi i¢in

birim eleman niteligindedir. Boylece agagidaki teoremin ispat: tamamlanmig olur:

Teorem 6.8 f,g: 4 — A’ 2-¢caprazlanmis modiil morfizmleri iizerinde tanimli: objeleri f (f—”)>

g seklindeki homotopiler; morfizmleri de bu homotopiler arasindaki (£, s,1) RN (f,s',t") sek-
lindeki 2-homotopiler olan ve kisaca HOM,(4,4'), ile gosterilen bir kategori yapisi elde edilir.
Bu kategoride 4 ve A’ i¢in herhangi bir kisitlama olmadiginin tekrar altim ¢izmekte fayda var-
dir. Dahasi, siradaki yardimcei teoremle birlikte tanimlanan bu HOM,(A4,.4'); ketegorisinin bir

gruboid oldugu goriilecektir:

Yardimci Teorem 6.9 (f,s,7) ESTZJ—; (f,s',t') yani g quadratic (f,s,r)-2-derivasyonu verilsin.

Bu durumda:

seklinde tanimh g: R — L' doniigiimii, (f,s',7') ile (f,s,) yi baglayan:
(f.5) L2 (f,5,1)

kuadratik 2-derivasyonunu tanimlar. Ayrica bu 2-homotopilerin dikey kompoziyon iglemi altinda

g nun tersi oldugu x igleminin tanimi1 geregi aciktir.
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Ispat: Her 7 € R igin:

+s(r') »" q(r)+q(r)g(r')]

= —fo(r) »q(r') = fo(r) » q(r) = s(r) »" q(r') = s(r') » q(r) — q(r)q(r')
+q(r)q(r') —q(r)q(r')

= —fo(r) »q(r') = fo(r') » q(r) = s(r) " q(r') = s(r') »" q(r) — q(r)a(r)
+(9304)(r) ' q(r') = (9,09)(r) »' q(r)

=—fo(r) »q(r') = fo(r') » q(r)
—(s(r) +(9y04)(r)) " q(r') = (s(r') + (9,0 q) (")) »" q(r) + q(r)q(r')

= fo(r) » —q(r) + for') » —q(r) —s'(r) »" q(r') —5'(+") " q(r) +q(r)q(+')

= fo(r) » q(r') + fo(r') » G(r) +5'(r) » G(r') +5'(+) »" 4(r) +q(r)g(+")

olup (6.1) sart1 saglanir yani g bir kuadratik (f,s’,t")-2-derivasyondur.

Yukaridaki adimlarda (d5: L' — E’,»’) nin ¢aprazlanmig modiil olmasindan (2.1) dolayr XM2
sart1 kullanilmistir. Ispatin geri kalan kismi, yani bu kuadratik 2-derivasyonun 6.2 daki esitlikleri

saglayarak g ile f yi bagladigi basit hesaplamalarla agiktir. O

6.4 Sesquigrouboid

Simdi buradan itibaren, boliim basinda keyfi olarak segilen ve sabitlenen 4 ve 4’ 2-
caprazlanmig modiillerinden 4 = (L,E,R,0d;,d;) (yani domain), serbest; 2-¢aprazlanmig modiil
ile degistirilerek sabitlenecek ve bundan sonra bu durum iizerinden devam edilecektir. Burada R

nin sabitlenmis bir B C R serbest tabani iizerinde taniml1 olduguna dikkat edilmelidir.

Oncelikle, 4 — A4’ 2-¢aprazlanmis modiil morfizmleri ve bunlarin homotopileri yardimiyla
tamimlanan HOM(A4,.4’) gruboid yapisinin (Béliim 5.3, Teorem 5.29) tekrar hatirlanmasinda

fayda vardir.
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6.4.1 Sag-Whiskering

Literatiirde whiskering olarak yer alan kelime, 2-kategori yapisindaki 1-morfizmlerin 2-
morfizmlerle kompoze edilmesi anlamini tagimaktadir. Tezdeki karsiligi ise, 2-kategori yapisinin
1-morfizmleri olan 1-homotopiler ile 2-morfizmleri olan 2-homotopilerin birbiriyle kompoze edi-

lerek yeni bir 2-homotopi elde edilmesi olacaktir.

f,g,h: A — A’ 2-¢aprazlanmig modiil morfizmleri i¢in:

(f,S,t) (fvs/vt,) g (87”1‘}) h

f — & f — &
homotopileri ve ayrica bu homotopiler i¢in de:

(Fos.) L2 (5 o 1)

seklindeki 2-homotopisi, yani ¢ kuadratik 2-(f,s,¢)-derivasyonu verilsin. Tiim bu veriler kisaca

asagidaki diyagramla 6zetlenir:

(f5)
f /um gy 6.9)
W
(75 0)

Burada sag whiskering, yani 2-homotopinin 1-fold homotopi ile kompoziyonunun tanimlanmast
icin, agsagidaki diyagramda goriilecegi iizere, (f,sBu,tHv) ile (f,s'Bu,t'Bv) yi baglayan (g@u)
kuadratik 2-derivasyonun tanimlamasi gerekir:

(f,sEBu,tH8v)
f (f,sBu,tBv,gou) h (6.10)
(f,s'Bu,t'Hy)
Bu amacla:

(¢ © u) kuadratik 2-(f,s B u,t B v)-derivasyonu, (yardimci teorem 6.5) gz nun serbest cebirin
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evrensellik 6zelligi geregi, B C R altindaki de8erler ve degismeli:

p— " g (6.11)

osBuge
(fo,s+u,q) H!E(fO,Y u,qou)

v
Ql

diyagrami yardimiyla elde edilen biricik kuadratik 2-derivasyon olarak tanimlansin.

Burada dikkat edilirse serbest tabandan segilen her b € B icin:

(g@u)(b) = q(b)

seklindedir.

Tanim geregi, ¢ ©® u doniisiimii bir kuadratik (f,sBHu,t Bv)-2-derivasyondur. Simdi bu kuadratik
2-derivasyonun (f,s Bu,tBv) ile (f,s'Bu,r’ Bv) yi birbirine bagladigi gosterelicektir. Bunun

icin teorem 6.2 deki sartlar1 kontrol edilmesi gerekir.

Asagidaki sekilde tanimli:
C:be B (folb), (s+u)(b),(9209)(b), —q(b)) € A (6.12)
fonksiyonu goz Oniine alinirsa, bu fonksiyon geometrik olarak:

Jo(b)+0} ((s+u) (b)) +9; ((9209) (b)) (6.13)

(9309)(b)+03(—q(b))

fole) e )
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ya da kisaca:

(6.14)
&(b) =
fo(b) 10 ®) ho(b)
seklinde resmedilir.
Bu £ fonksiyonunun yrd teo 5.13 geregi yardimiyla genislemesi olan biricik
Yo' R — 4
cebir morfizmi vardir. Bu cebir morfizmi de yrd. teo. 6.6 geregi geometrik olarak:
ho(r) (6.15)
Y(s,s’,u) (r) — 0
Jo(r) ho(r)

(sBu)(r)

seklinde resmedilir. Boylece Y (55') cebir morfizminin acik formu yine yard. teo. 6.6 geregi, her-

hangi bir p: R — E’ doniigiimii ile birlikte:

YS9 (r) = (fo(r), (sBu)(b),p(r), —(g@u)(r)))

seklindedir. Dahasi, 2-simpleksin 6zelligi hatirlanacak olursa:

p(r) —d2((g@u)(r) =0

yani boylece:

p(r) = ((g@u)(r))

oldugu goriiliir. Boylece (3.2) geregi Y 6:5"4) cebir morfizminin acik formiilii:

YOS (r) = (fo(r), (sBu)(r),95((g @u)(r)), —(g@u)(r))
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seklinde elde edilir. Son olarak da yrd. teo. 6.6 kullanilarak::

(s'Bu)(r) = (sBu)(r) + (dho(gou))(r) (6.16)
sonucu elde edilir ki bu da bize teorem 6.2 deki (6.2) sartlarindan ilkini saglar.
Yardimci Teorem 6.10 Yukarida elde edilenler geregi agagidaki esitlik gecerlidir::

/

% ((g@u)(r)) =5 (q(r) + W) (r) —w)(r)) (6.17)

Ispat: Bir 6nceki teorem gerei:
(s"Bu)(r) = (sBu)(r) + (90 (g@u))(r)
oldugu aciktir. Bu esitlik kullanilarak ilk olarak:
(sEBu)(r) + (30 (g@5")(r) = 5(r) +u(r) — (B ow))(r) + (3 0 (q@u))(r)
esitligi elde edilir. Diger yandan:

(¢ Bu)(r) =5'(1) +u(r) — @ ow')(r)

= 5(r) + (3 09)(r) +u(r) — (A oW )(r)

olup istenen sonug elde edilir. O

o (f 5B 1) qou) . . .
Simdi (f,sBu,t Bv) =—= (f, s’ Hu,t' Hv) 2-homotopisi gosterilecektir:

Yardimci Teorem 6.11 Asagidaki diyagrami gecerli kilacak sartlarda 2-caprazlanmis modiil

morfizmleri, 1-fold ve 2-fold homotopileri mevcut olsun:

(f7S7l)
f (f7s|f,q) g % h (6.18)

(f5'1)

Bu durumda:

(g®u)(r) = q(r) + w9 (r) —wl ) (r) (6.19)
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seklinde tanimli g@u: R — L’ doniisiimii bir kuadratik 2-(f, s Hu,t Bv)-derivasyon tammlar. Da-
hasi, (q©u) ve (g@u) doniigiimlerinin B C R serbest tabam altindaki degerleri esit oldugundan

dolayi, bunlarin genislemesi olarak, R — L’ igin de:
(g@u) = (gou)

sonucu elde edilir.

Ispat: Oncelikle tanim 6.1 deki sartinin edilmesi gerekir:

(q@u)(rr') = fo(r) » (g@u)(r') + fo(r') » (gu)(r)
+ (sBu)(r) » (q@u)(r') + (sBu)(r') »' (g@u)(r)

+(q@u)(r) (q@u) ().
Eger esitligin sol tarafini acilirsa:

(q&u)(rr') = q(rr’) 4wt (rr') = w9 (1)
= fo(r) » q(r') + fo(r') » q(r) +s(r) " q(r') + (") »" q(r) +q(r)q(+')
+ fo(r) e W)+ o) e w ) () u(r) ! W) ()
+5() »' WSO ()t u(r) ' WS () 4 s(r) ! w0 (1)
—{u(r'),s(r)} = {u(r),s(r")} =wi (w9 ()
—[fo(r) O () + fo(r) e w0 () u(r) w1 (1)
+5' () W () u(r) B W () 5 (r) W ()

—{u(r),s' ()} = {u(r),s' ()} = w0 (w0 ()]
elde edilip, diger yandan esitligin sag tarafi da acildiginda:

fo(r) » (q@u)(r') + fo(r') » (q@u)(r) + (sBu)(r) » (q@u)(r)
+ (sBu)(r') ' (qou)(r) + (qou) (r) (g@u) ()
= fo(r) » g (') + W () = w0 ()] 4 fo(r') - [g(r) + w0 (r) = w1 (1)
+[s(r) +u(r) = (@ 0w ) ()] B [g(r') + Wi (') =Wt ()
+[s(r) +u(r') = @y oW ()] B [g(r) + w0 (r) = w1 (1)

!

+1a(r) + w0 (1) =W (][ () + w0 () = w0 ()]



= o) B 900+ fo(r) ) = o) )
R0 () o) ) = fola”) )
+5()q() + 5(r ) () = sl ()
Fu(r)as!) + a0 () (w0
— (@0w ) (r)q(r) = @ 0w ) (1)
+(@ow )l ()
(7)) 5 ) = sy )
Fu(r)q(r) + 1 1) = ()
— (@0w ) )a(r) = @, 0w ) (1)) 1
+ @ ow ) ()

+4(g(r) +q(r W (') = g(rpw I ()

+ W(s,u) (r)q(r/) + W(s.,u) (r)w(s,u) (r/) - W(s,u) (r)w(s/,u) (I"/)

/

w0 (g () O (w5 () w0 ()l

elde edilir. Elde edilen bu iki farkli sonucun,

e 9, nin ¢aprazlanmis modiil olma iizelliginden dolayr XM2 aksiyomu

o 5'(r) =s(r)+ (95 0q)(r) esitligi

e 2-caprazlanmig modiiliin 2XMS5 aksiyomu

kullanilarak esit oldugu goriiliir. O
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Teorem 6.12 Yukarida tanimlanan (g © u) kuadratik 2-( f,sBu,tBv)-derivasyonu (f,sBu,tEBv)

ile (f,s'Bu, Bv) yi baglayan 2-homotopidir. Tiim bunlar asagidaki diyagramla 6zetlenir:

(f,sBu,tBy)
f (f,sBHu,tLﬂv,q@u) h

(f,s'Bu,'Hy)

(6.20)
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Ispat: Teorem 6.2 deki (6.2) sartlarimin saglandig1 gosterilmelidir. Hatirlanirsa bu sartlardan ilki,

(6.16) de ispatlanmust1. Dolayistyla ikinci sart1 ele alirsak, her e € E igin:
(' Bv)(e) = (tBv)(e) = ((g@u) 0 ) (e)
oldugu gosterilmelidir. (¢ ® «) nun tanimi geregi:
(¢ Bv)(e) =1'(e) +v(e) + (" 091 )(e)
=t(e) = (g091)(¢) +v(e) + (W 0d))(e)
elde edilip esitligin diger tarafindan:
(tBv)(e) — ((g@u)0di)(e) =t(e) +1"(e) + (W 091 )(e)
— (g(31(e) + W (@1 (e)) — W) (21 (e))
=1(e) +v(e) — (q(d1(e)) + w21 (e))

sonucu elde edilip (6.2) nin ikinci sart1 i¢in istenen esitlik elde edilir. O

Teorem 6.13 Teorem 5.29 ve Teorem 6.8 de verilen gruboid tanimlari g6z Oniine alindiginda,

sag-whiskering yardimiyla:
(q,u) € HOM,(A4,4'); x HOM(4,4') — qou € HOM»(4,4'),

seklinde HOM(4, 4’) nin HOM, (4, 4'); iizerine bir (sag) gruboid etkisi mevcuttur.

Ispat: Burada ispatlanmasi gereken, uygun source ve target yardimiyla verilen ¢, ¢’ kuadratik

2-derivasyonlar1 ve u, m kuadratik derivasyonlari i¢in:

(g+d)ou=(qou)+ (¢ ©u)
q© (ulBm)=(q@u)©m

sartlarinin saglandigini gostermektir.

Oncelikle, ilk sartin ispat1 igin asagidaki diyagram ele alinirsa:
(f51)

(f:s:,q)
\’

¥ (s ) g (8,u,v) h

[
(fs't'q)
{

(f"S// 7tl/)
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verilenlerle birlikte:

(q + q,) Qu=q+ q’ 4 w(s,u) _ W(S//vu)

!

_ (q+w(s,u) . W(s’7u)) + (ql +W(s’7u) i W(s 7u))

=(q0u)+(d ®u)
elde edilip ilk sart saglanmisg olur.
Diger sart igin de,
(fss:1)
TN e
(f'4")

diyagramindaki veriler mevcut olsun. Gerekli esitligin sol tarafi:

(s,uBBm) (' ,ufBm)

q© (ulBm)=q+w w
olup, sag taraf genisletildigi takdirde:

(g©u) ©m = (g u) +wlTm (/B

(sHBu,m) (s'Bu,m)

=q + W(Sa”) _ W(s/,u) +w —w

elde edilir ki bu iki ifade de (5.24) geregi birbirine esit olur. O

6.4.2 Sol-Whiskering

Simdi, benzer sekilde sol-whiskering iizerinde durulacaktir. f, g, h,k: 4 — A4’ 2-¢caprazlanmig mo-

diil morfizmleri olmak iizere; f ) g g (&) h,g &), homotopileri ve ayrica (g,u,v,q)
2-homotopisi;
(g7u7v)
fsit m
f U g (g:u,q) h

I

(g1 V')
diyagramiyla birlikte verilmis olsun. Sol-whiskering’in tanimlanabilmesi i¢in, (f,s Bu,rBv) ile

(f,sBu ,tBV') yi baglayan (f,sHu,tHv)-2-derivasyonunun tanimlanmasi gerekmektedir.
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Daha 6nce oldugu gibi, (s©@¢’), (6.5 yardimiyla), qi 5 hun serbest cebirin evrensellik 6zelligi geregi

degismeli:
B¢ incl R

3' fo,sBu,s©q
(forstud) outisod)

v
Q/

diyagrami altinda geniglemesi olarak elde edilen biricik kuadratik 2-(f,sE u,s B v)-derivasyon

olarak tamimlansin. Burada dikkat edilirse serbest tabanin her b € B elemani i¢in:

(s@q")(b) =4'(b)

seklindedir.

Devamindaki ispatlar sag-whiskering’e tamamen benzer nitelikte oldugundan verilmeyecek-

tir.

Teorem 6.14 Yukarida tanimlanan biricik (s ® ¢') kuadratik 2-derivasyonu,(f,s Bu,r Bv) ile
(f,sBd,t BY) yi baglayan bir 2-homotopi tamimlar ve bu homotopi diyagramatik olarak aga-

§idaki diyagramla 6zetlenir:

(f,sBBu,tBy)
f (f,sBu,tBv,s0q) h;

(f,sBu 1BV

Dahasi, her r € R igin:
(s@¢)(r) = ¢'(r) +w (r) =w(r)
seklinde formiilize edilir.
Teorem 6.15 Teorem 5.29 ve Teorem 6.8 de verilen gruboid tanimlar1 goz 6niine alindiginda sol-

whiskering yardimiyla HOM(A4,4") in HOM;(A4, A4'); iizerine bir sol gruboid etkisi mevcuttur.

Siradaki teorem sag ve sol whiskering arasinda dnemli bir 6zelligi vermektedir:
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Teorem 6.16 Sag-whiskering ile sol-whiskering siralamadan bagimsiz olarak:
(s@q)®s =5s®(q@5).

seklinde olup, bu 6zellik agagidaki diyagram iizerinde anlam kazanir:

(g:uv)
¥ (g,s,t) g /Qg,lJ_L,q)\ h (h,s' 1) X
W
(gu'V)

ispat: w doniisiimiiniin (5.24) de verilen 6zelligi kullanilarak:
(s@q)@s = [61 + ) — w(“‘/)} ©s
=g+ W(s,u) o W(s7u’) + W(SBHM,S’) - W(sEEu’,s’)
=g+ W(u,s’) _ W(u’,s’) + W(s,uBHs’) _ w(s,u’Eﬂs’)
=5© [61 +wles) — w(“l’sl)}

=50(qos)

elde edilir. O

Tanimlanan sag ve sol whiskeringler ve sahip oldugu o6zellikler yardimiyla da agsagidaki te-

orem verilir:

Teorem 6.17 A bir serbest; 2-caprazlanmis modiil olmak iizere: objeleri 4 — 4’ arasin-
daki 2-¢caprazlanmis modiil morfizmleri; morfizmleri bu morfizmler arasinda tanimli homoto-
piler; son olarak da 2-morfizmleri de bu homotopiler arasindaki 2-homotopiler olan ve kisaca

HOM,(4,4'), seklinde gosterilen bir sesquigruboid yapisi [31] elde edilir.

6.5 2-Gruboid

A serbest; ¢aprazlanmis modiil olmak sartiyla, 4 ve A’ birer 2-¢caprazlanmis modiil olmak
lizere, yukarida tamimlanan HOM, (4, 4’), sesquigroupoid’inin bir 2-grubeid olmasi i¢in goste-

rilmesi gereken, agagida verilen interchange law’in saglatilmasidir:
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Teorem 6.18 [, g h: 4 — A’ seklinde tamml 2-¢aprazlanmig modiilleri ile birlikte asagidaki di-

yagramda yer alan homotopiler ve 2-homotopiler mevcut olsun:

(fisit) (f,u,v)
/T\ m
f (f,s,t,q) g (f,S,t,q’) h (621)
W W
(fs'") (fu' V)

Bu durumda interchange law gecerlidir. Bir bagka deyisle asagidaki esitlik saglanir:
(qeu)x(s©q)=(s@q)*(gou’).

Acik olarak, esitligi her iki tarafi ¢/ (r) + ¢/ (r) + w9 (r) —w** (r) ifadesine esittir.

Dolayisiyla, bir 6nceki teoreme ek olarak, (6.21) diyagrami iizerinde:

(424')(r) = q(r) +4(r) + W (r) =" (r)

seklinde tanimlanan yatay kompozisyonla birlikte HOM, (4, 4'), artik bir 2-gruboid yapis1 olus-

turmaktadir.

ispat:

(qou)* (s ©q) = [q F () — w(“‘"”)} * [q’ ) w(s/7“/)}
b w0 () g7 () ()
C gt wl) gl )
— g w0 5 g ylsad) )
- [q/ ol W(s,uv} N [q Loplsa) w(s/’”/)}

=(s@¢)*(qou’)

olup ispatin geri kalan1 daha 6nceden tanimli mevcut 6zellikler geregi aciktir. O
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7. SONUC ve ONERILER

Tezde sonug olarak ¢aprazlanmig modiiller kategorisi i¢in herhangi bir kisitlamaya gidilme-
den bir gruboid yapisi kolayca elde edilebilmis, 2-caprazlanmis modiillere gecildiginde ise yine
bilinen model kategori yapisinda olmas1 gerekenden daha hafif bir kisitlama ile sadece serbest;
2-caprazlanmis modiiller kullanilarak oncelikle bir gruboid yapisi (denklik bagintis1) ve ardindan

da 2-homotopiler yardimiyla bir 2-gruboid yapisi elde edilmistir.

Giris kisminda da bahsedildigi gibi, hem ¢aprazlanmig hem de 2-¢caprazlanmis modiiller icin
bu tezde ele alinan tiim yapilar heniiz model kategori agisindan bir netlige kavusturulmamistir.
Dolayistyla da tiim mevcut durum ve sonuclarin model kategori altinda agikca incelenmesi yeni

ve giizel bir calisma ortaya cikartacaktir.

Diger yandan bilindigi lizere 2-¢aprazlanmis modiiller kategorisi, Moore kompleksi 2 olan
simplisel cebirler kategorisine denk olmaktadir. Bu durumda akla artik "acaba simplisel cebirlerin
homotopisi ile 2-caprazlanmis modiillerin homotopisi arasinda da yakin bir iligki var midir?" so-
rusu gelmektedir. Acaba bu homotopiler arasinda gecisi saglayacak bir kategori ve funktor yapisi
olusturulabilir mi? En cezbedici kismu ise acaba simplisel cebirler icin de homotop olma bagintist
yardimiyla bir denklik bagintist ve dolayisiyla da bir gruboid yapis1 elde edilir mi; ki bu durumda
yukarida bahsedilen gegis de bu iki gruboid arasinda tanimlanabilecek bir funktor sorusuna do-

niismektedir.

Ayrica tezin icinde bahsedilen, noktasal olmayan genel homotopinin cebirler i¢in belirtilen
kosullarda tanimlanmasi ve bu tanimlama yardimiyla da yeni ve farkli olarak neler elde edilebile-

cegi bir bagka merak konusudur.
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