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ÖZET 

 

 

Lineer olmayan diferensiyel denklemlerin çözümlerinin elde edilmesi her zaman 

mümkün olmamakla beraber daha çok bu tip denklemlerin integrallenebilirliği üzerinde 

yoğunlaşılmıştır. İntegrallenebilirlik, yıllardır üzerine çalışılan, çeşitli problemlerle iç içe 

ve eş zamanlı çözüm gerektiren, birçok alanda uygulaması bulunan bir kavramdır. 

Literatürde, integrallenebilirlik üzerine yapılmış çok sayıda çalışma bulunmaktadır. 

 

Bu tez çalışmasında, genel olarak lineer olmayan kısmi diferensiyel denklemlerin 

uygun dönüşümler altında bilineer formları elde edildikten sonra, integrallenebilirliğini 

gösteren kriterler ve dalga çözümleri araştırılmıştır. Bell polinomu yaklaşımı kullanılarak 

(2+1) boyutlu BKP denklemi için bilineer form, Bäcklund dönüşümü, soliton çözüm, Lax 

çifti ve korunum kanunları bulunurken, (2+1) boyutlu Burgers denklem sistemi için 

bilineer form, soliton çözüm, Bäcklund dönüşümü ve Lax çifti elde edilmiştir. 

Genelleştirilmiş bilineer türevler yardımıyla ifade edilen genelleştirilmiş bilineer 

denklemlerin N-dalga çözümleri trigonometrik ve hiperbolik tipten elde edilmiş, bu 

çözümler için gerek ve yeter şartları ihtiva eden teoremler verilmiştir. İlgili teoremlerin 

daha iyi anlaşılması için uygulamalar yapılmıştır. Literatürde yeni bir çözüm tipi olarak 

göze çarpan kompleksiton çözümler, Sawada Kotera ve dokuzuncu mertebeden KdV 

denklemleri için elde edilmiştir. 

 

 

Anahtar Kelimeler: Bilineer Form, Soliton Çözüm, Hirota Bilineer Metodu, Bäcklund 

Dönüşümü, Lax Çifti, Genelleştirilmiş Bilineer Türevler, N-dalga Çözüm, Kompleksiton 

Çözüm. 
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SUMMARY 

 

 

It is not always possible to get solutions of nonlinear differential equations,   

integrability of this kind of equations is concentrated on commonly. Integrabilty is a notion 

that has been studied on for years, needs to be solved with some other problems 

simultaneously and employed in many areas. There have been many works done on 

integrability, in the literature. 

 

In this dissertation, upon finding corresponding bilinear forms of nonlinear partial 

differential equations under appropriate transformations, integrability criteria and wave 

solutions have been investigated. Bilinear form, Bäcklund transformation, soliton solution, 

Lax pair and conservation laws of (2+1) dimensional BKP equation and Bilinear form, 

Bäcklund transformation, soliton solution, Lax pair of (2+1) dimensional coupled Burgers 

system have been obtained by using Bell polynomial approach. N-wave solutions to 

generalized bilinear equations which are expressed in terms of generalized bilinear 

derivatives have been obtained in terms of hyperbolic and trigonomeric, theorems that 

contain necessary and sufficient conditions for these solutions have been given. Some 

applications have been made so that related theorems can be understood well. Complexiton 

solutions, which has been introduced in the recent past, has been obtained for Sawada 

Kotera and ninth order KdV equations. 

 

 

Keywords: Bilinear Form, Soliton Solution, Hirota Bilinear Method, Bäcklund  

Transformation, Lax Pair, Generalized Bilinear Derivatives, N-wave Solution, 

Complexiton Solution. 

 



viii 
 

 

TEŞEKKÜR 

 

 

        Doktora tez çalışmalarım süresince değerli görüşlerinden faydalandığım, ilgisini ve 

desteğini esirgemeyen hocalarım, Sayın, 

Prof. Dr. M. Naci ÖZER, Doç. Dr. Filiz TAŞCAN ve Prof. Dr. Ahmet BEKİR’e 

sonsuz saygı ve teşekkürlerimi sunarım. 

 

Yine doktora tez çalışmalarımın bir döneminde aldığım burs kapsamında A.B.D. 

nin Florida eyaleti, Tampa şehrindeki “University of South Florida” üniversitesinde 

bulunduğum süre içerisinde birlikte çalışma fırsatı bulduğum Prof. Dr. Wen-Xiu MA’ya 

değerli katkılarından dolayı teşekkürlerimi sunarım. 

 

Tüm hayatım boyunca maddi ve manevi desteğini esirgemeyen, her kararımda 

yanımda olan annem Neriman ÜNSAL’a en içten teşekkürlerimi ve hürmetlerimi sunarım. 

 

 Ayrıca doktora çalışmalarım boyunca beni maddi olarak destekleyen TÜBİTAK’a 

teşekkürlerimi sunarım. 

 

 

 

                                                                                Ömer ÜNSAL 

 



ix 
 

 

İÇİNDEKİLER 

 

 

Sayfa 

ÖZET  ......................................................................................................................... vi 

SUMMARY  .............................................................................................................. vii 

TEŞEKKÜR ............................................................................................................  viii 

İÇİNDEKİLER .........................................................................................................  ix 

ŞEKİLLER DİZİNİ ..................................................................................................  xi  

SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ ............................................................  xii 

1. GİRİŞ VE AMAÇ ................................................................................................... 1  

2. LİTERATÜR ARAŞTIRMASI .............................................................................. 2 

     2.1. Lax Çiftleri ........................................................................................................ 3 

     2.2. Korunum Kanunları ........................................................................................... 4 

     2.3. Bäcklund Dönüşümleri ...................................................................................... 6 

     2.4. Ters Saçılım Dönüşümü  ................................................................................... 7 

     2.5. Painlevé Analizi . .............................................................................................. 9 

     2.6. Dalga Çözümleri. ............................................................................................ 11 

3. BELL POLİNOMU YAKLAŞIMI ...................................................................... .12 

     3.1. Bell Polinomları ve İkili Bell Polinomları ........................................................ 12 

     3.2. Bell Polinomu Yaklaşımı ve (2+1) Boyutlu BKP Denklemi ............................. 15 

     3.3. (2+1) Boyutlu BKP Denklemi İçin Bäcklund Dönüşümü ve Lax Çifti ............. 19 

     3.4. (2+1) Boyutlu BKP Denklemi İçin Korunum Kanunları .................................. 21 

     3.5. Bell Polinomu Yaklaşımı ve  (2+1) Boyutlu Burgers Denklem Sistemi............ 23 

     3.6. (2+1) Boyutlu Burgers Denklem Sistemi İçin Bäcklund Dönüşümü 
            ve Lax Çifti ..................................................................................................... 27 

4. GENELLEŞTİRİLMİŞ BİLİNEER DİFERENSİYEL DENKLEMLER .........  33 

     4.1. I. Tür Üst Üste Bindirme Kuralı ...................................................................... 36 

     4.2. Hiperbolik Fonksiyon Çözümleri İçin I. Tür Üst Üste Bindirme Kuralı ........... 37 

     4.3. Trigonometrik Fonksiyon Çözümleri İçin I. Tür Üst Üste Bindirme Kuralı ...... 39 

     4.4. Uygulamalar .................................................................................................... 40 

     4.5. II. Tür Üst Üste Bindirme Kuralı ..................................................................... 44 

     4.6. Hiperbolik Fonksiyon Çözümleri İçin II. Tür Üst Üste Bindirme Kuralı .......... 45 



x 
 

 

İÇİNDEKİLER (devam) 

 

 

Sayfa 

     4.7. Trigonometrik Fonksiyon Çözümleri İçin II. Tür Üst Üste Bindirme Kuralı .... 48 

     4.8. Uygulamalar .................................................................................................... 49 

5. KOMPLEKSİTON ÇÖZÜMLER .......................................................................  54 

     5.1. Sawada Kotera Denkleminin Kompleksiton Çözümleri ................................... 54 

     5.2. Dokuzuncu Mertebeden KdV Denkleminin Kompleksiton Çözümleri ............. 59 

6. BULGULAR VE TARTIŞMA .............................................................................  65 

    KAYNAKLAR DİZİNİ ........................................................................................  67 

    ÖZGEÇMİŞ 

 



xi 
 

 

ŞEKİLLER DİZİNİ 

  

 

Şekil     Sayfa  

 

3.1 Bell formlu soliter dalga ............................................................................... 17 

3.2 Kink formlu soliter dalga ............................................................................. 18 

3.3 Soliter periyodik dalga ................................................................................. 18 

3.4 İki Bell formlu dalganın etkileşimi ............................................................... 18 

3.5 İki kink formlu dalganın etkileşimi............................................................... 19 

3.6 İki soliter periyodik dalganın etkileşimi........................................................ 19 

3.7 Şok dalga ..................................................................................................... 26 

3.8 Şok dalga ..................................................................................................... 26 

3.9 İki kink soliter dalganın etkileşimi ............................................................... 26 

3.10 İki kink soliter dalganın etkileşimi ............................................................... 26 

3.11 İki Bell formlu dalganın etkileşimi ............................................................... 27 

3.12 İki kink soliter dalganın etkileşimi ............................................................... 27 

4.1 Dokuzuncu mertebeden KdV denklemi için eşitsizliklerin çözüm kümesi .... 62 

 

 

 



 

 

xii

SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

  

 

Kısaltmalar          Açıklama  

ARS                      Ablowitz-Ramani-Segur 

BKP                      B-Type Kadomtsev-Petviashvili 

KdV              Korteweg de Vries  

KP                         Kadomtsev-Petviashvili 



1

1. G·IR·IŞ VE AMAÇ

Lineer olmayan diferensiyel denklemler ve bu denklemlerin oluşturdu¼gu denk-

lem sistemleri �zik, mühendislik, uygulamal¬matematik, kimya, biyoloji gibi alanlarda

pek çok problemin modellemesinde yayg¬n olarak kullan¬l¬r. Bu denklemlerin integral-

lenebilirli¼gi 1960�lardan günümüze uygulamal¬matemati¼gin temel konular¬ndan biri ol-

muştur. Dolay¬s¬yla integrallenebilirlik konusu birçok kitap, makale, bildiri vb. bilimsel

faaliyette önemli yer tutmuştur (Matveev ve Salle, 1980), (Li vd., 2010), (Ablowitz ve

Clarkson, 1991), (Wazwaz, 2007), (Miura, 1978), (Zakharov, 1991), (Hietarinta, 2005).

·Integrallenebilirlik kavram¬nda ilk kaŗs¬laş¬lan soru "verilen bir model integrallenebilir

midir yada integrallenebilen bir modele yak¬n m¬d¬r? Analitik olarak derin bir inceleme

yap¬labilir mi?" şeklindedir. Bu inceleme s¬ras¬nda, integrallenebilirli¼gin ne zaman ve

nas¬l bulunabilece¼gi sorular¬ortaya ç¬kmaktad¬r. ·Integrallenebilirli¼gin günümüze kadar

üzerinde hem�kir olunan tek bir tan¬m¬var olmad¬¼g¬ndan ve ilgili denklemin integral-

lenebilirli¼gini test edecek iyi tan¬ml¬ölçütlerin mevcut olmamas¬ndan dolay¬bu sorunun

cevab¬kesin ve tam olarak belli de¼gildir.

·Intagrallenebilirli¼gin, en temel, en çok bilinen ve kelime anlam¬na uygun tan¬m¬:

"ilgili denklemin gerekli say¬da integrasyon sabiti ile integrali al¬nabilir" şeklindedir. Bu

tan¬m üzerine kompleks düzlemde integrallenebilirlik kavram¬ortaya ç¬km¬̧st¬r. Çözüm-

ler için kullan¬lan "tam çözülebilirlik" ve "düzgün davran¬̧s" terimleri integrallenebilen

sistemlere ili̧skin kullan¬lan terimlerdir, fakat bu terimler integrallenebilirlik ile ilgili

kesin bir tan¬m¬meydana getirmezler. Bundan daha iyi bir yaklaş¬m, verilen integral-

lenebilir denklemlerin henüz tam anlam¬yla aç¬klanmam¬̧s zengin cebirsel ve analitik

yap¬lar¬n¬incelemek olabilir. Bu yap¬lar¬n elemanlar¬n¬n varl¬¼g¬, teorik olarak integral-

lenebilirli¼gin tan¬m¬olarak verilebilir.
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2. L·ITERATÜR ARAŞTIRMASI

·Integrallenebilen denklemler gizli simetrilere ve yerel simetri hiyeraŗsilerine sahip-

tirler. ·Integrallenebilen denklemlerin bu özelli¼gi, onlar¬n simetri yaklaş¬m¬aç¬s¬ndan

tan¬m¬n¬verir. Simetri yaklaş¬m¬, diferensiyel denklemlerin simetrilerini ve korunum

kanunlar¬n¬bulmak için kullan¬̧sl¬ bir yöntem oluşturarak integrallenebilirlik için bir

kriter teşkil eder.

·Integrallenebilir sistemler teorisinin merkezinde Lax çifti kavram¬yer al¬r. Lax

çifti, genellikle bir parametreye ba¼gl¬olan bir lineer matris diferensiyel operatörünün

eş-spektrumlu(isospectral) deformasyonunu temsil eder. Lax çiftinin sa¼glamas¬gereken

eşitlik
:

L = [M;L] dir ve bu eşitlik verilen lineer olmayan sisteme denktir. Lax çiftinin

bulunmas¬verilen sistemin integrallenebilirli¼gi için bir kriterdir. Bir başka deyi̧sle, e¼ger

Lax çifti bulunabilirse, verilen sistem integrallenebilirdir denir.

·Integrallenebilen sistemler için kullan¬lan bir başka yaklaş¬m ise Hamiltoniyen

yap¬lard¬r. Verilen lineer olmayan sistemin, temeli oluşturan faz uzay¬nda bulunan

bir Hamiltoniyen yap¬s¬na göre Hamiltoniyen dinamik sistem olarak yaz¬lmas¬bu yak-

laş¬m¬n temelini oluşturur. 2n boyutlu bir simplektik manifold üzerinde tan¬mlanan

sonlu boyutlu Hamiltoniyen sistemlerde Liouville anlam¬nda integrallenebilirlik; bir-

biriyle involüsyonda ve fonksiyonel ba¼g¬ms¬z n tane ilk integral bulunmas¬olarak verilir.

·Integrallenebilirlik kavram¬, bir anlamda hareket integrallerinin varl¬¼g¬anlam¬na gelir.

Tam integrallenebilirlik ise bu hareket integrallerinin belirli(yeterli) say¬da olmas¬n¬

ifade eder. M serbestlik dereceli bir Hamiltoniyen sistemde M � 1 adet yukar¬daki

özellikleri sa¼glayan hareket integrali varsa, tam integrallenenbilirdir denir.

Painlevé testi, lineer olmayan denklemlerin lineer problem arac¬l¬¼g¬yla integral-

lenebilir olup olmayaca¼g¬n¬ inceler. Painlevé testine göre; çözümdeki tüm hareketli

tekil noktalar kutup noktas¬ ise denklem integrallenebilirdir. Burada hareketli ke-

limesi ile ifade edilmek istenen, tekilli¼gin başlang¬ç de¼gerlerinin fonksiyonu şeklinde yer

de¼gi̧stirmesidir. Painlevé testi tekil nokta analizi olarak da bilinir. Bir diferensiyel den-

klemin integrallenebilirli¼gi, o denklemin tekillik analizi ile yak¬ndan ili̧skilidir. Bugüne
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kadar yap¬lan çal¬̧smalarda integrallenebilir denklemlerin Painlevé özelli¼gini sa¼glad¬¼g¬

gösterilmi̧stir.

Hirota�n¬n bilineer metodu, soliton ve çoklu soliton çözümlerinin bulunmas¬için

kullan¬lan gayet etkili ve kullan¬̧sl¬bir metottur. E¼ger verilen denklem, yeni bir ba¼g¬ms¬z

de¼gi̧sken ve Hirota türev operatörleri kullan¬larak bilineer formda yaz¬labilirse, çoklu

soliton çözümleri elde edilir. Kesin bir gösterge olmamakla birlikte verilen sistemin

çoklu soliton çözümlerinin bulunmas¬da integrallenebilirlik kriteri olarak kabul edilir.

Bu metot, ilgili denklemin bilineer formunu bularak Bäcklund dönüşümünü bulmak

için kolayl¬k sa¼glar. Hirota�n¬n metodunun çoklu soliton çözüm bulmaya yarayan di¼ger

metotlara olan üstünlü¼gü, analitik olmas¬ndan ziyade cebirsel olmas¬d¬r.

2.1 Lax Çiftleri

L; spektral operatör ve M ise özfonksiyonlar¬n ilgili zaman oluşumlar¬n¬ifade

eden operatör olmak üzere;

L� = �� (1)

�t = M� (2)

lineer denklem çiftini ele alal¬m. (1) eşitli¼ginin zamana göre türevini al¬rsak, (2) eşitli¼gide

kullan¬larak

Lt�+ L�t = �t|{z}
0

�+ ��t

Lt�+ LM� = �M�

Lt�+ LM� = M��

Lt�+ LM� = ML�

Lt�+ (LM �ML)� = 0

[Lt + (LM �ML)]� = 0

Lt = [M;L] =ML� LM (3)

elde edilir. Buradaki L ve M diferensiyel operatörlerine Lax çiftleri, (3) denkleminede

Lax denklemi ad¬verilir.
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Örne¼gin

ut = uxxx + 6uux (4)

KdV denklemi için Lax çifti

L = @2x + u; M = 4@3x + 6u@x + 3ux (5)

ile verilir.

Ltv =
@

@t
(Lv)� L

@v

@t
(6)

yaz¬labilir. ·Ilgili terimler yerine yaz¬l¬rsa

Ltv =
@

@t

��
@2x + u

�
v
�
�
�
@2x + u

� @v
@t
=
@u

@t
v

=) Lt =
@u

@t

bulunur.

[M;L]v = (ML) v � (LM) v

= M (Lv)� L (Mv)

=
�
4@3x + 6u@x + 3ux

��@2v
@x2

+ uv

�
�
�
@2x + u

��
4
@3v

@x3
+ 6u

@v

@x
+ 3uxv

�
= 6u

@u

@x
v +

@3u

@x3
v =

�
6u
@u

@x
+
@3u

@x3

�
v

oldu¼gundan

Lt = [M;L] =) ut = uxxx + 6uux

sa¼glan¬r (Taşcan, 2002).

2.2 Korunum Kanunlar¬

T ve X , u(x; t) de¼gi̧skenine ba¼gl¬fonksiyonlar olmak üzere, ut = K[u] oluşum

denklemi için korunum kanunu

@T

@t
+
@X

@x
= Tt +Xx = 0 (7)

şeklindedir. T [u] ve X(u) s¬ras¬yla, u ve u fonksiyonunun x de¼gi̧skenine göre türevlerini

içeren korunumlu yo¼gunluk ve kaŗs¬gelen ak¬d¬r. Tt ve Xx ifadeleri s¬ras¬yla, t ve x
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de¼gi̧skenlerine göre tam türevler olup

Tt =
@T

@u
ut +

@T

@ux
utx +

@T

@uxx
utxx + :::;

Xx =
@X

@u
ux +

@X

@ux
uxx +

@X

@uxx
uxxx + ::: (8)

şeklinde tan¬mlan¬rlar. E¼ger T; u de¼gi̧skenine ba¼gl¬bir fonksiyon ise, yani herhangi bir T

fonksiyonunun de¼geri yaln¬zca x de¼gi̧skeninin küçük bir komşulu¼gundaki u fonksiyonuna

ba¼gl¬ise T lokal yo¼gunlukludur. Benzer şekilde X fonksiyonu da lokal ise Tt +Xx = 0

ifadesine lokal korunum kanunu denir.

Özel olarak T aç¬kça x yada t de¼gi̧skenlerine ba¼gl¬olmay¬p u ve u nun x de¼gi̧sken-

lerine göre türevlerine ba¼gl¬polinomsal bir ifade ise, T fonksiyonuna polinomsal ko-

runumlu yo¼gunluk denir. X de ayn¬şartlar¬sa¼glayan bir fonksiyon ise (7) ifadesi poli-

nomsal korunum kanunudur.

(7) ifadesinin x de¼gi̧skenine göre integrali al¬n¬rsa,

BZ
A

@

@t
Tdx+ [X]BA =

d

dt

BZ
A

Tdx+ [X]BA = 0 (9)

elde edilir.

(B � A) n¬n periyodun tam kat¬oldu¼gu veya u(x; t) nin x ! �1 ve (A;B) =

(�1;1) iken s¬f¬ra gitti¼gi uygun periyodik s¬n¬r koşullar¬alt¬nda (9) denklemi

d

dt

BZ
A

Tdx = 0

olur. Buradan
BZ
A

Tdx = c; (c sabit) (10)

hareket sabiti elde edilir. Örne¼gin (4) KdV denklemi için korunum kanunlar¬

T0 = u X0 = �3u2 + uxx

T1 =
1
2
u2 X1 = �2u3 + uuxx � 1

2
u2x

T2 = u3 � 1
2
u2x X2 = uxuxxx � 1

2
u2xx � 3u2uxx + 6uu2x � 9

2
u4

...
...

(11)
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olarak verilmi̧stir (Taşcan, 2002).

2.3 Bäcklund Dönüşümleri

Bäcklund dönüşümü kavram¬, negatif e¼grilik çal¬̧smalar¬s¬ras¬nda bulunmuş olup,

integrallenebilen k¬smi diferensiyel denklemlerin çoklu soliton çözümlerini bulmak için

bir yol teşkil eder. Bäcklund dönüşümü çeşitli soliton problemlerinde önemli rol oynar

ve Lax çifti, lineer olmayan üst üste bindirme kural¬, korunum kanunlar¬gibi integral-

lenebilirlik kriterleri ile yak¬ndan ilgilidir. Bäcklund dönüşümü, bir k¬smi diferensiyel

denklemin bilinen bir çözümünden yeni bir çözüm elde etmeye yada farkl¬k¬smi diferen-

siyel denklemlerin çözümleri aras¬nda geçi̧si mümkün k¬lar. Bäcklund dönüşümü,

� De¼gi̧sim(exchange) formülleri yard¬m¬yla,

� Painleve aç¬l¬m¬yard¬m¬yla,

� ��Riccati denklemi yard¬m¬yla,

� Dengeleme kural¬(balancing act) yard¬m¬yla

� Bell polinomu yaklaş¬m¬yla,

elde edilebilir. Literatürde de¼gi̧sim formülleri

�
D2
x (a � a)

�
b2 � a2

�
D2
x (b � b)

�
= Dx [(Dxa � b) � ba+ ab � (Dxb � a)]

= 2Dx (Dxa � b) � ba

[DxDt (a � a)] b2 � a2 [DxDt (b � b)] = 2Dx (Dta � b) � ba�
D4
x (a � a)

�
b2 � a2

�
D4
x (b � b)

�
= 2Dx

��
D3
xa � b

�
� ba+ 3

�
D2
xa � b

�
� (Dxb � a)

�
şeklinde verilir.

ut + 6uux + uxxx = 0 (12)

KdV denklemi u = 2 (log f)xx dönüşümü yard¬m¬yla

@

@x

��
fxtf � fxft + fxxxxf � 4fxxxfx + 3f 2xx

�
=f2
�
= 0 (13)

denklemine dönüşür. (13) denklemide Hirota türevleri yard¬m¬yla

(DxDt +D4
x)f � f = 0
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şeklinde ifade edilebilir. Devam¬nda de¼gi̧sim formülleri kullan¬larak

P �
��
DxDt +D4

x

�
f 0 � f 0

�
f 2 � f 0

2 ��
DxDt +D4

x

�
f � f

�
= 2Dx (Dtf

0 � f) � ff 0 + 2Dx

��
D3
xf

0 � f
�
� ff 0 + 3

�
D2
xf

0 � f
�
� (Dxf � f 0)

�
= 2Dx

��
Dt +D3

x

�
f 0 � f

�
� ff 0 + 6Dx

��
D2
xf

0 � f
�
� (Dxf � f 0)

�
yaz¬labilir. P = 0 olacak şekilde

�
Dt +D3

x

�
f 0 � f = 0 (14)

ve

D2
xf

0 � f = kDxf � f 0 (15)

al¬n¬rsa, (14)-(15) çifti (12) denklemi için Bäcklund dönüşümünü oluşturur (Hirota,

2004).

2.4 Ters Saç¬l¬m Dönüşümü

Ters saç¬l¬m dönüşümü metodu; Gardner, Greene, Kruskal ve Miura taraf¬ndan

geli̧stirilmi̧stir. Bu metodun amac¬yeterince h¬zl¬bozulan başlang¬ç de¼gerleriyle verilen

(4) KdV denkleminin tam çözümünü bulmakt¬r. Yani; f(x) : jxj �! 1 iken yeterince

h¬zl¬bozulan bir fonksiyon olmak üzere,

x 2 R; t � 0; u(x; 0) = f(x) (16)

başlang¬ç şart¬yla verilen (4) KdV denklemini çözmektir.

u = w � "wx � "2w2 (17)

ile verilen Gardner dönüşümü Riccati tipi diferensiyel denklem olup,

w =
1

"

�x
�
+

1

2"2

dönüşümü yap¬l¬rsa, � = 1
4"2
olmak üzere

L� := �xx + u(x; t)� = �� (18)
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şeklinde lineerleştirilebilir. Bu denklem, kuantum teoride u(x; t); potansiyel ve � enerji

olmak üzere, zaman ba¼g¬ml¬Schrödinger denklemi olarak bilinir.

(18) denkleminin özfonksiyonlar¬n¬n zaman oluşumu,

�t = P� = 4�xxx + 6u�x + 3ux� (19)

ile verilir. �t = 0 kabulü ile, (18) ve (19) denklemlerinden �xxt = �txx de¼gi̧simlilik

şart¬n¬n sa¼glanmas¬için gerekli koşul, u nun (4) KdV denklemini sa¼glamas¬d¬r. Benzer

şekilde (4) KdV denklemi sa¼glan¬yorsa, özde¼gerler zamandan ba¼g¬ms¬z olmal¬d¬r.

Adi diferensiyel denklemlerin spektral teorisine göre, (4) denklemi için �n = �2n;

n = 1; 2; :::; N sonlu ayr¬k özde¼gerler vard¬r. S¬n¬rlardaki çözülüme bak¬l¬rsa,

x ! �1 için �n(x) � e�nx

x ! 1 için �n(x) � bn(t)e
��nx (20)

bulunur.

� = �k2 sürekli spektrumu için kaŗs¬gelen s¬n¬r şartlar¬ise,

x ! �1 için �n(x) � T (k; t)e�ikx

x ! 1 için �n(x) � e�ikx +R(k; t)eikx (21)

dir. Buradaki T (k; t) ve R(k; t) fonksiyonlar¬geçi̧s ve yans¬ma katsay¬lar¬d¬r. Verilen

u(x) potansiyeli ile �n; bn; R(k; t); T (k; t) ifadeleri hesaplanabilir.

Genel olarak t zaman¬ndaki saç¬l¬m verisi

S(�; t) =
�
(�n; bn)

N
n=1; R(k; t); T (k; t); k reel

	
ile verilir.

t = 0 zaman¬nda S(�; 0) saç¬l¬m verisi verildi¼ginde, herhangi bir t zaman¬ndaki

saç¬l¬m verisi oluşturulabilir. Buradaki problem, saç¬l¬m verisinden (4) KdV denklem-

inin istenen çözümü olan u(x; t) potansiyelinin oluşturulmas¬d¬r. Gel�fand ve Levitan,

S(�; t) saç¬l¬m verisinin u(x; t) potansiyelinin elde edilmesi için yeterli oldu¼gunu göster-

mi̧slerdir.
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KdV denkleminin çözümü ters saç¬l¬m metodu kullan¬larak aşa¼g¬daki gibi üç

ad¬mda bulunabilir:

(i) u(x; 0) = u0(x) başlang¬ç koşullar¬ndan, t = 0 zaman¬nda S0 saç¬l¬m verisi

oluşturulur.

(ii) u(x; t) ye kaŗs¬gelen genel t zaman¬için S(�; t) saç¬l¬m verisi hesaplan¬r.

(iii) S(�; t) saç¬l¬m verisinden u(x; t) potansiyeli bulunur.

Burada ilk ad¬m direkt spektral problem, üçüncü ad¬m ise ters spektral problem olarak

bilinir (Bekir, 2005).

2.5 Painlevé Analizi

Painlevé analizinin esas mant¬¼g¬, serbest de¼gi̧skeni içeren düzlemde, genel çözümün

sahip oldu¼gu tekillikleri (kutuplar, cebirsel ve logaritmik dallanma noktalar¬ ve esas

tekillikler) bulmak, cinslerini belirlemek ve çözümün hangi şartlar alt¬nda meramor�k

oldu¼gunu araşt¬rmakt¬r. Verilen bir lineer olmayan dinamik sistem, Painlevé özelli¼gine

sahip bir diferensiyel denklem sistemi ile ili̧skilendiriliyorsa, bu dinamik sistemin integ-

rallenebilir olmas¬ve çözümünün hareketli bir tekil nokta civar¬nda bir Laurent serisine

aç¬lmas¬beklenir.

Literatürde, adi diferensiyel denklemler için Painlevé özelli¼ginin bilinen üç tan¬m¬

vard¬r:

(i) Diferensiyel denklemin çözümlerinin hareketli tekillikleri kutupsa, özelleştirilmi̧s

Painlevé özelli¼gine sahiptir.

(ii)Diferensiyel denklemin çözümleri bütün hareketli tekilliklerin etraf¬nda tek de¼gerli

ise, Painlevé özelli¼gine sahiptir.

(iii) Genel çözüm, bütün hareketli tekilliklerin etraf¬nda tek de¼gerli ise genelleştiril-

mi̧s Painlevé özelli¼gine sahiptir.

K¬smi diferensiyel denklemler için Ablowitz-Ramani-Segur(ARS) yöntemi for-

müle edilir. ARS yöntemi kullan¬̧sl¬olmas¬ndan dolay¬, verilen k¬smi diferensiyel den-

klemin bütün indirgemelerinin bulunmas¬n¬gerektirir. Ancak bütün indirgemelerin bu-

lunmas¬zor olaca¼g¬ndan, yeni bir yöntem ortaya at¬lm¬̧st¬r. Bu ba¼glamda ARS yöntemi,
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bir " tekillik manifoldu" civar¬nda aç¬l¬m kavram¬getiren Weiss vd. (1983) taraf¬ndan,

adi diferensiyel denkleme indirgemeden k¬smi diferensiyel denklemlerin do¼grudan ince-

lenmesine imkan verecek şekilde geni̧sletilmi̧stir. Daha sonra, tekillik manifoldu belli

bir k¬smi diferensiyel denklemi sa¼glad¬¼g¬nda sonsuz serinin kesilebilece¼gini ve eldeki

lineer olmayan k¬smi diferensiyel denklemin sonlu seri şeklinde bir özel çözümünün bu-

lunabilece¼gini göstermi̧slerdir. Bu i̧slem ayn¬zamanda, diferensiyel denklemin Bäck-

lund dönüşümünü bulmaya da imkan sa¼glamaktad¬r. Weiss vd. (1983), tekillik ma-

nifoldunun, bu denkleme ili̧skin lineer spektral problemin dalga fonksiyonu ile olan

ilintisini de kan¬tlam¬̧slard¬r. Bu, Painlevé aç¬l¬m¬ile ters saç¬n¬m dönüşümü aras¬ndaki

ili̧skiyi de vermi̧stir.

Weiss�e göre, k¬smi diferensiyel denklemlerin çözümleri karakteristik olmayan

tekillik manifoldu � (z1; z2; :::; zn) için tek de¼gerli ise, bu k¬smi diferensiyel denklem

Painlevé özelli¼gine sahiptir. Burada zi ler ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerdir.

E¼ger lineer olmayan bir k¬smi diferensiyel denklemin bir çözümü � (z1; z2; :::; zn) =

0 tekillik manifoldu ve hareketli tekillikte bir seriye aç¬l¬rsa, bu k¬smi diferensiyel denk-

lemin Painlevé özelli¼gi do¼grulanm¬̧s olur.

H (u; ux; ut; uxx; utt; uxt; :::) = 0 (22)

k¬smi diferensiyel denkleminin bir çözümü u = u (z1; z2; :::; zn) ve

u = �p
1X
j=0

uj�
j (23)

olsun. Burada � ve uj = uj (z1; z2; :::; zn) ; � (z1; z2; :::; zn) = 0 manifoldunun bir

komşulu¼gunda (z1; z2; :::; zn) de¼gi̧skeninin bir analitik fonksiyonudur. (23) çözümünü

(22) k¬smi diferensiyel denkleminde yerine yazarsak, p nin olas¬bütün de¼gerlerini bu-

lur ve uj; (j = 1; 1; 2; :::) için tekrarlanan ba¼g¬nt¬y¬belirleriz. p negatif tamsay¬iken,

� (z1; z2; :::; zn) = 0 sa¼glan¬rsa ve (23) ifadesi manifoldun genel aç¬l¬m¬ise, çözüm (23)

ün tek de¼gerli gösterimi olur. E¼ger bu gösterim bütün hareketli tekillik manifoldlar¬

için geçerli ise, bu durumda k¬smi diferensiyel denklemin Painlevé özelli¼gi vard¬r (Bekir,

2005).
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2.6 Dalga Çözümleri

Dalga çözümleri �zik, mühendislik, uygulamal¬matematik gibi alanlarda kul-

lan¬lan ksmi diferensiyel denklemlerin bir çözüm s¬n¬f¬n¬oluştururken, kendi içinde de

çeşitleri mevcuttur. Bunlardan en temeli soliter dalgad¬r. Soliter dalga kabaca tek dalga

anlam¬na gelir. Soliton dalga ise sabit h¬z alt¬nda şeklini koruyarak hareketine devam

eden bir soliter dalga çeşididir. Solitonlar¬n en büyük özelli¼gi, di¼ger solitonlarla etki-

leşime girdiklerinde şekillerinde de¼gi̧sikli¼ge u¼gramadan hareketlerine devam etmeleridir.

Bell formlu dalgalar, şekilleri Bell e¼grisine benzedi¼gi için bu isimle an¬l¬rlar. Şok dal-

galar¬ise menziline oranla daha fazla enerji yay¬l¬m¬gösteren dalga türüdür ve şekilleri

itibari ile ay¬rt edilebilir. Kink dalga türü ise şekil itibari ile şok dalgalar¬na benzemekle

birlikte enerji yay¬l¬m¬konusunda ayr¬̧s¬rlar.

·Izleyen bölümde, Bell polinomu yaklaş¬m¬kullan¬larak bir lineer olmayan k¬smi

diferensiyel denklem ve bir de sistemin bilineer formu, Bäcklund dönüşümü, soliton

çözüm, Lax çifti araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Üçüncü bölümde, genelleştirilmi̧s türevler yard¬m¬yla

yaz¬lan genelleştirilmi̧s bilineer denklemlere N-dalga çözümleri elde edilmi̧s ve bu çözüm-

ler için gerek ve yeter şartlar¬ihtiva eden teoremler verilmi̧stir. Takip eden bölümde,

literatürdeki Sawada Kotera ve dokuzuncu mertebeden KdV denklemi için kompleksi-

ton çözümler elde edilmi̧stir. Son bölümde ise önceki bölümlerdeki çal¬̧smalara ili̧skin

sonuçlar verilip, devam niteli¼ginde yap¬labilecek çal¬̧smalardan bahsedilmi̧stir.
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3. BELL POL·INOMU YAKLAŞIMI

Birinci bölümde lineer olmayan diferensiyel denklemlerin integrallenebilirli¼gini in-

celemek için birçok yöntem oldu¼gu belirtilmi̧stir. Bu yöntemlerden birkaç¬n¬ayn¬çal¬̧sma

içinde inceleme imkan¬sunan önemli bir yöntem Bell polinomu yaklaş¬m¬d¬r. Bu yak-

laş¬m kapsam¬nda, verilen denklem için e¼ger mümkünse bilineer form, çoklu soliton

çözüm, Bäcklund dönüşümü, Lax çifti, korunum kanunlar¬elde edilmeye çal¬̧s¬l¬r. Bell

polinomu yaklaş¬m¬bilineerleştirilebilir denklemleri karakterize etmek için gayet kul-

lan¬̧sl¬bir araçt¬r. Lambert ve Springael (2008) ve Gilson vd. (1996) Bell polinomlar¬n¬

kullanarak bilineer form, bilineer Bäcklund dönüşümü, Lax çifti, Darboux dönüşümü

elde etmek için Bell polinomu yaklaş¬m¬n¬ilk olarak literatüre kazand¬rm¬̧slard¬r. Ayr¬ca

Lambert ve Springael (2001), Bell polinomu yaklaş¬m¬n¬ lineer olmayan diferensiyel

denklem sistemleri ve diferensiyel denklem sistemine dönüştürülebilen lineer olmayan

diferensiyel denklemler için genelleştirmi̧slerdir. Daha sonra Fan (2011), bu metodu

eş spektrumlu ve de¼gi̧sken katsay¬l¬denklemlerin tam integrallenebilirli¼gini inceleyecek

şekilde genelleştirmi̧s ve verilen lineer olmayan oluşum denklemlerinin sonsuz korunum

kanunlar¬n¬elde etmeye yarayan bir metot ortaya koymuştur. Bu metot, yap¬lan bu

öncül çal¬̧smalardan sonra çeşitli yazarlar taraf¬ndan de¼gi̧sik denklemlere uygulanm¬̧st¬r

(Sun vd., 2014), (Qin vd., 2012), (Wang vd., 2012), (Wang vd., 2011), (Jiang vd., 2013),

(Yi vd., 2011).

3.1 Bell Polinomlar¬ve ·Ikili Bell Polinomlar¬

Bu k¬s¬mda, Bell polinomlar¬için temel bilgiler verilecektir. Daha detayl¬bilgi

için (Bell, 1934), (Lambert vd., 1994, 2001a, 2001 b), (Lambert ve Springael, 1997),

(Luo, 2011), (Jiang vd., 2010) çal¬̧smalar¬na bak¬labilir. C1 da, f = f(x1; x2; :::; xl)

çok de¼gi̧skenli fonksiyonu verilsin. Çok boyutlu Bell polinomlar¬

Yn1x1;:::;nlxl(f) = Yn1;:::;nl(fr1x1;:::;rlxl)

= e�f@n1x1 :::@
nl
xl
ef ; (24)
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şeklinde tan¬mlan¬r. Burada

fr1x1;:::;rlxl = @r1x1 :::@
rl
xl
f;

r1 = 0; :::; n1 ; :::; rl = 0; :::; nl:

(25)

olarak verilir. x1; x2; :::xl ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenleri, r1; r2; :::rl ise s¬ras¬yla bu de¼gi̧skenlere

kaŗs¬l¬k gelen k¬smi türevlerin mertebelerini göstermektedir. En basit hal olarak

f = f(x) al¬n¬rsa; tek boyutlu Bell polinomlar¬

Y1 = fx; Y2 = f2x + f 2x ;

Y3 = f3x + 3fxf2x + f 3x ; (26)
... (27)

olarak tan¬mlan¬r. Benzer şekilde, e¼ger fonksiyon f = f(x; t) şeklinde iki ba¼g¬ms¬z

de¼gi̧skene sahipse; buna kaŗs¬l¬k gelen iki boyutlu Bell polinomlar¬da

Yx;t = fx;t + fxft;

Y2x;t = f2x;t + f2xft + 2fx;tfx + f 2xft; (28)

Y3x;t = f3x;t + 3f2x;tfx + f3xft + 3fx;tf2x + f 3xft; (29)
... (30)

ile verilir. Di¼ger yandan çok de¼gi̧skenli ikili Bell polinomlar¬

Yn1x1;:::;nlxl(v; w) = Yn1;:::;nl(f) (31)

olmak üzere,

fr1x1;:::;rlxl =

8<: vr1x1;:::;rlxl ; r1 + :::+ rl tek ise

wr1x1;:::;rlxl ; r1 + :::+ rl çift ise
(32)

olarak tan¬mlan¬r. En düşük mertebeden birkaç ikili Bell polinomlar¬

Yx(v) = vx; Y2x(v; w) = w2x + v2x;

Yx;t(v; w) = wx;t + vxvt;

Y3x(v; w) = v3x + 3vxw2x + v3x;

Y4x(v; w) = w4x + 3w
2
2x + 4vxv3x + 6v

2
xw2x + v4x;

...

(33)

şeklinde verilebilir.
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·Ikili Bell polinomlar¬n¬n özel bir hali P -polinomlar¬d¬r ve

Yn1x1;:::;nlxl(v = 0; w) = Pn1x1;:::;nlxl(w) eşitli¼gi ile verilir. (33) yard¬m¬yla

P2x(w) = w2x; Px;t(w) = wx;t;

P4x(w) = w4x + w22x; P3x;y(w) = w3x;y + 3wx;yw2x;

P6x(w) = w6x + 15w2xw4x + 15w
3
2x;

...

(34)

eşitlikleri kolayca elde edilebilir.

Y-polinomlar¬ve Dn1
x1
:::Dnl

xl
F:G Hirota bilineer formülü aras¬ndaki ili̧ski

Yn1x1;:::;nlxl(v = lnF=G;w = lnFG) = (FG)
�1Dn1

x1
:::Dnl

xl
F:G; (35)

eşitli¼gi ile verilir. Burada n1 + n2 + ::: + nl � 1 dir ve Dx1 ; :::; Dxl türev operatörleri

klasik Hirota bilineer türev operatörleridir ve

Dn1
x1
:::Dnl

xl
F:G =

�
@x1 � @x01

�n1 ::: �@xl � @x0l
�nl F (x1; :::; xl)�G(x01; :::; x

0
l) jx01=x1;:::;x0l=xl

(36)

ile tan¬mlan¬r. Bu formül lineer olmayan oluşum denklemlerinin, bilineer Bäcklund

dönüşümünü elde etmek için kullan¬l¬r. E¼ger lineer olmayan bir oluşum denklemi Y-

polinomlar¬n¬n lineer toplam¬şeklinde yaz¬labilirse, (36) eşitli¼gi sayesinde verilen den-

klemin bilineer Bäcklund dönüşümü elde edilebilir.

Ayr¬ca v = ln Hopf-Cole dönüşümü yard¬m¬yla, verilen denklemin ikili Bell

polinomlar¬ve Lax çifti aras¬nda bir geçi̧s yapmak mümkündür. Bunu gerçekleştiren

eşitlik

Yn1x1;n2x2(v = ln ;w = v +Q) =  �1
n1X
r=0

n2X
s=0

�
n1
r

��
n2
s

�
Yrx1;sx2 (0; Q) @n1�rx1

@n2�sx2
 

(37)

dir. Burada  ve Q, x1 ve x2 de¼gi̧skenlerinin fonksiyonlar¬d¬r:

(35) eşitli¼ginde özel olarak F = G al¬n¬rsa Hirota türevleriyle P -polinomlar¬

aras¬ndaki ili̧skiyi veren

F�2Dn1
x1
:::Dnl

xl
F:F = Yn1x1;:::;nlxl(0; w = 2 lnF ) =

8<: 0; n1 + :::+ nl tek

Pn1x1;:::;nlxl(w); n1 + :::+ nl çift,
(38)
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ifadesi elde edilir. Bu eşitlikten de anlaş¬laca¼g¬gibi P -polinomlar¬, Y-polinomlar¬nda

v de¼gi̧skenlerinin s¬f¬r al¬nmas¬yla geriye kalan terimlerden oluşan yeni polinomlard¬r.

Bu formül, lineer olmayan oluşum denklemleri ile bunlara kaŗs¬l¬k gelen bilineer denk-

lemleri elde etmek için kullan¬l¬r. Yani, e¼ger lineer olmayan bir oluşum denklemi Y-

polinomlar¬n¬n lineer toplam¬şeklinde yaz¬labilirse, (38) eşitli¼gi sayesinde verilen denk-

leme kaŗs¬l¬k gelen bilineer denklem bulunabilir.

Bell polinomlar¬teorisinde, kullan¬lan bir di¼ger kolayl¬k ise Yn1x1;:::;nlxl(v; w) poli-

nomlar¬n¬n P -polinomlar¬ve Y -polinomlar¬cinsinden yaz¬labilece¼gidir. Bu ise aşa¼g¬daki

(FG)�1Dn1
x1
:::Dnl

xl
F:G = Yn1x1;:::;nlxl(v; w) jv=lnF=G;w=lnFG

= Yn1x1;:::;nlxl(v; v + q) jv=lnF=G;q=2 lnG

=
X

n1+:::+nl=even

n1X
r1=0

:::

nlX
rl=0

lY
i=1

�
ni
li

�
Pr1x1;:::;rlxl(q) (39)

�Y(n1�r1)x1;:::;(nl�rl)xl (v) :

eşitli¼giyle gerçekleştirilir. v = ln Hopf-Cole dönüşümü alt¬nda  = F=G olmak üzere

çok boyutlu Bell polinomlar¬Yn1x1;:::;nlxl(v)

Yn1x1;:::;nlxl(v) jv=ln =
 n1x1;:::;nlxl

 
(40)

eşitli¼giyle lineerleştirilebilir. (39) ve (40) beraber düşünüldü¼günde Yn1x1;:::;nlxl(v; w) poli-

nomlar¬n¬n da lineerleştirilebilece¼gi görülebilir ve bu da verilen lineer olmayan oluşum

denkleminin Lax çiftinin elde edilmesinde etkili bir yöntem oluşturur.

3.2 Bell Polinomu Yaklaş¬m¬ve (2+1) Boyutlu BKP Denklemi

Bu k¬s¬mda daha önce Hirota (2004) taraf¬ndan incelenmi̧s (2+1) boyutlu

uxxxy + 3uyuxx � 3uxx + 3uxuxy + 2uyt = 0 (41)

BKP denkleminin Bell polinomu yaklaş¬m¬alt¬nda incelemesini yapaca¼g¬z (Bekir, 2005,

2007).

·Ilk olarak bilineer temsili bulmak için x; y; t ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerini içeren q

fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. q fonksiyonu,

u = qx + �(y) (42)
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özelli¼gini sa¼glayan bir fonksiyon ve �, y de¼gi̧skeninin bir fonksiyonudur. (42) eşitli¼gini

(41) de yerine yaz¬p, x de¼gi̧skenine göre integre edilirse ve integral sabitini s¬f¬r kabul

edersek,

E(q) = qxxxy + 3qxyqxx + 3�
0(y)qxx � 3qxx + 2qyt = 0 (43)

elde edilir. (43) eşitli¼gi (34) yard¬m¬yla

E(q) = 2Pyt(q) + Pxxxy(q) + (3�
0(y)� 3)Pxx(q) = 0 (44)

şeklinde ifade edilebilir. Bu eşitlik, (43) eşitli¼ginin P -polinomu formudur.

q = 2 lnF () u = qx + �(y) = 2 (lnF )x + �(y);

al¬n¬rsa, (38) yard¬m¬yla (41) denkleminin bilineer temsili

�
2DyDt +D3

xDy + (3�
0(y)� 3)D2

x

�
F:F = 0 (45)

şeklinde elde edilir. Elde edilen bu bilineer denklem, Hirota�n¬n bilineer metodu ile

aşa¼g¬da anlat¬ld¬¼g¬gibi çözülerek çoklu soliton çözümleri bulunabilir.

F (x; y; t) fonksiyonu fi = fi(x; y; t); i = 1; 2; ::: olmak üzere

F = 1 + �f1 + �2f2 + ::: (46)

formunda bir fonksiyon olsun.

(46) fonsiyonunu (45) denkleminde yerine yazarak ve elde edilen ifadeyi � nun

kuvvetlerine göre toplayarak, herbir katsay¬n¬n s¬f¬ra eşitlenmesiyle elde edilen denk-

lemlerin çözülmesi ile soliton çözümler elde edilir:

(i) Bir-soliton çözüm

F = 1 + f1; f1 = e�1 ; �1 = �1x+ l1y + w1t+ �01

w1 = (3� 3�0(y)) �
2
1

2l1
� �31

2
; fi = 0; i = 2; 3; :::

(47)

olmak üzere gerekli i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda bir-soliton çözüm

u = qx + �(y) = 2

"
ln

 
1 + e

�1x+l1y+

�
(3�3�0(y)) �

2
1

2l1
��31

2

�
t+�01

!#
x

+ �(y) (48)



17

şeklinde elde edilir. �(y) fonksiyonunun seçimine ba¼gl¬olarak elde çözüm gra�kleri Şekil

3.1-3.3 de gösterilmi̧stir.

(ii) ·Iki-soliton çözüm

F = 1 + f1 + f2; f1 = e�1 + e�2 ; f2 = e�1+�2+A12 ;

eA12 = (�0(y)(�2�22l2l1 � 2�21l2l1 + l21�
2
2 + �21l

2
2 + 2l2l1�1�2) + (2�

2
2 + 2�

2
1 � 2�1�2)l2l1

+(�21�2l2 � �22 � �1�
2
2l2)l

2
1 + (�1�

2
2l1 � �21�2l1 � �21)l

2
2)=((�

2
1�2l1 + �1�

2
2l1 � �21)l

2
2

+(�21�2l2 + �1�
2
2l2 � �22)l

2
1 + 2l2l1�1�2 + (l

2
1�
2
2 + �21l

2
2 � 2l2l1�1�2)�0(y))

�i = �ix+ liy + wit+ �0i ; wi = (3� 3�0(y))
�2i
2li
� �3i

2
; fi = 0; i = 3; 4; :::

(49)

olmak üzere, kaŗs¬l¬k gelen iki-soliton çözüm

u = qx + �(y) = 2 [ln (1 + f1 + f2)]x + �(y) (50)

dir. Aşa¼g¬daki şekiller yukar¬da bulunan soliton çözümlere kaŗs¬l¬k gelen gra�klerdir.

�(y) fonksiyonunun seçimine ba¼gl¬olarak gra�kler çeşitli formlarda elde edilmi̧stir. Şekil

3.1-3.3, bir soliton çözümlere kaŗs¬l¬k gelen Bell, Kink ve periyodik dalgalar¬ göster-

mektedir ve s¬ras¬yla �(y) fonksiyonunun sech(y), tanh(y/4), sin(y) seçilmesiyle elde

edilmi̧stir. Şekil 3.4-3.6, iki soliton çözümlere kaŗs¬l¬k gelen gra�klerdir ve Bell, Kink,

periyodik dalgalar¬n etkileşimini göstermektedir.

Şekil 3.1. Bell formlu soliter dalga

t = 0; �1= �0:1; l1= 0:2; �01= 0:4; �(y) = sech(y):
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Şekil 3.2. Kink formlu soliter dalga

t = 0; �1= 0:1; l1= �0:1; �01= 0:2; �(y) = tanh(y=4):

Şekil 3.3. Soliter periyodik dalga

t = 0; �1= 0:1; l1= 0:3; �
0
1= 0:6; �(y) = sin (y):

Şekil 3.4. ·Iki Bell formlu dalgan¬n etkileşimi

t = 0; �1= 0:3; �2= 0:2; l1= �0:5; l2= 0:9; �01= 0:1; �02= 0:2; �(y) = sech(y):
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Şekil 3.5. ·Iki Kink formlu dalgan¬n etkileşimi

t = 0; �1= 0:3; �2= �0:1; l1= 0:1; l2= 0:6; �01= 0:2; �02= 0:3; �(y) = tanh(y=4):

Şekil 3.6. ·Iki soliter periyodik dalgan¬n etkileşimi

t = 0; �1= 0:5; �2= 0:2; l1= 0:3; l2= �0:1; �01= 0:1; �02= 0:2; �(y) = sin (y):

3.3 (2+1) Boyutlu BKP Denklemi ·Için Bäcklund Dönüşümü ve Lax Çifti

Bu k¬s¬mda, (41) denkleminin bilineer Bäcklund dönüşümünü ve Lax çiftini elde

edece¼giz.
�
q = 2 lnF ve q = 2 lnG; (43) denkleminin iki farkl¬çözümü olsun. Böylelikle,

bu iki çözümü kullanarak

E(
�
q)�E(q) =

�
�
q � q

�
xxxy

+3
�
qxy

�
qxx�3qxyqxx+(3�0(y)� 3)

�
�
q � q

�
xx
+2
�
�
q � q

�
yt
= 0

(51)

eşitli¼gi yaz¬labilir. Bu eşitlik, verilen denklemin Bäcklund dönüşümünü bulmak için

uygulanan metodun ilk basama¼g¬olarak düşünülebilir. Bunun üzerine
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v =
�
�
q � q

�
=2 = ln (F=G)

w =
�
�
q + q

�
=2 = ln (FG) :

(52)

şeklinde yeni iki de¼gi̧sken tan¬mlayal¬m. Bu yeni de¼gi̧skenler yard¬m¬yla (51) eşitli¼gi

@y [2Yt(v) + Yxxx(v; w)] +R(v; w) = 0 (53)

şeklinde ifade edilebilir. Burada

R(v; w) = �3v2x � 3vxwxxy + 3wxyvxx + (3�0(y)� 3) vxx: (54)

art¬k terim olarak düşünülebilir. Amac¬m¬z bu at¬k terimi ya baz¬Y-polinomlar¬n¬n

y de¼gi̧skenine göre türevi şeklinde şeklinde ifade etmek yada s¬f¬ra götürmek. Bu

amac¬m¬za ulaşmak için izleyece¼gimiz yoldaki di¼ger amac¬m¬z, (51) eşitli¼ginden bir çift

elde etmek. Dolay¬s¬yla bir k¬s¬tlamaya ihtiyac¬m¬z var.

Yxy(v; w) + �0(y)� 1 = 0 (55)

k¬s¬tlamas¬n¬alal¬m. Gerekli i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

R(v; w) = 0

elde edilir. (53) ve (55) birlikte düşünüldü¼günde, Y-polinomlar¬n¬n bir sistemi olan

Yxy(v; w) + �0(y)� 1 = 0 (56)

2Yt(v) + Yxxx(v; w) = 0 (57)

eşitlikleri verilir. (36), (56) ve (57) beraber ele al¬nd¬¼g¬nda bilineer Bäcklund dönüşümü

(2Dt +D3
x)F:G = 0

(DxDy + �0(y)� 1)F:G = 0
(58)

şeklinde elde edilir. v = ln Hopf-Cole dönüşümü yard¬m¬yla ve (39)-(40) kullan¬larak

Yt(v) =  t= ;

Yx;y(v; w) = qxy +  xy= ;

Y3x(v; w) = 3q2x x= +  3x= 

(59)

eşitlikleri üretilebilir. (59) eşitlikleri kullan¬larak (56)-(57) sistemi Lax çifti formunda

L1 = 2 t +  3x + 3q2x x = 0

L2 =  xy + (qxy + �0(y)� 1) = 0
(60)
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şeklinde veya

L1 = 2 t +  3x + 3ux x = 0

L2 =  xy + (uy � 1) = 0
(61)

veya bunlara denk olan

L1 = 2@t + @3x + 3ux@x

L2 = @x@y + uy � 1
(62)

şeklinde ifade edilebilir. Verilen Lax çiftinin

[L1; L2] = 0

integrallenebilirlik şart¬n¬ sa¼glad¬¼g¬ kolayca gösterilebilir. ·Ileri çal¬̧smalarda e¼ger is-

tenirse, (62) Lax çifti kullan¬larak, (41) denkleminin Darboux ve ters saç¬n¬m dönüşümü

elde dilebilir.

3.4 (2+1) Boyutlu BKP Denklemi ·Için Korunum Kanunlar¬

Bu k¬s¬mda, (41) denkleminin sonsuz korunum kanunlar¬n¬ikili Bell polinomlar¬

yard¬m¬yla elde edece¼giz. Bunun için ilk olarak (53) eşitli¼gini Y-polinomlar¬n¬n lineer

toplam¬n¬n x ve y de¼gi̧skenlerine göre türevlerine ayr¬̧st¬rma i̧slemini gerçekleştirmeliyiz.

Yeni bir

� =
�
�
qy � qy

�
=2 (63)

potansiyel fonksiyonu tan¬mlayal¬m. Bu durumda

vy = �; wy = qy + �: (64)

eşitlikleri yaz¬labilir. (64) eşitlikleri (56) de yerine yaz¬l¬rsa

�@�1y �x + qxy + �x + �0(y)� 1 = 0 (65)

elde edilir.

� = "+

1X
n=1

In (q; qx; :::) "
�n (66)

eşitli¼ginin (65) de yerine yaz¬lmas¬yla 
"+

1X
n=1

In"
�n

!
@�1y

 1X
n=1

In;x"
�n

!
+ qxy +

 1X
n=1

In;x"
�n

!
+ �0(y)� 1 = 0 (67)
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elde edilir. Bu ifade " de¼gi̧skeninin kuvvetlerine göre düzenlenip, katsay¬lar s¬f¬ra

eşitlenirse korunumlu yo¼gunluklar

I1 = �@�1x uyy

I2 = @�1x uyyy

I3 = @�1x (�uyy@�1x uyy � uy@
�1
x uyyy � uyyyy)

...

(68)

şeklinde elde edilir. Di¼ger yandan, (64) eşitlikleri (57) de yerine yaz¬l¬rsa

2@t (�) + @y
��
@�1y �3x

�
+ 3

�
@�1y �x

�
@�1y (qxxy + �xx)

�
+ @x (�xx) = 0 (69)

elde edilir. Benzer şekilde, (66), (69) de yerine yaz¬l¬rsa

@t

�
2"+ 2

1P
n=1

In"
�n
�
+ @x

� 1P
n=1

In;xx"
�n
�

+@y

"�
@�1y

1P
n=1

In;x"
�n
�3
+ 3

�
@�1y

1P
n=1

In;x"
�n
�
@�1y

�
qxxy +

1P
n=1

In;xx"
�n
�#

= 0

(70)

elde edilir. Yine " de¼gi̧skeninin katsay¬lar¬yard¬m¬yla Fn ve Gn ak¬̧slar¬n¬

In;t + Fn;y +Gn;x = 0 (71)

eşitli¼giyle birlikte elde edebiliriz. Burada

Fn =

�
@�1y

1P
n=1

In;x"
�n
�3
+ 3

�
@�1y

1P
n=1

In;x"
�n
�
@�1y

�
qxxy +

1P
n=1

In;xx"
�n
�

Gn =
1P
n=1

In;xx"
�n

(72)

d¬r. " de¼gi̧skeninin ilk birkaç kuvvetinin katsay¬s¬

@t (2I1) + @y
��
3@�1y I1;x

� �
@�1y qxxy

��
+ @x (I1;xx) = 0

@t (2I2) + @y
��
3@�1y I1;x

� �
@�1y I1;xx

�
+ 3

�
@�1y I2;x

� �
@�1y qxxy

��
+ @x (I2;xx) = 0
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@y

h�
@�1y I1;x

�3
+ 3

�
@�1y I1;x

� �
@�1y I2;xx

�
+ 3

�
@�1y I2;x

� �
@�1y I1;xx

�
+ 3

�
@�1y I3;x

� �
@�1y qxxy

�i

+@t (2I3) + @x (I3;xx) = 0
...

(73)

şeklindedir.

3.5 Bell Polinomu Yaklaş¬m¬ve (2+1) Boyutlu Burgers Denklem Sistemi

Ming ve Ming (2011) in yapt¬klar¬çal¬̧smalar¬nda, (1+1) boyutlu Burgers denk-

lem sistemi Hirota bilineer metodu yard¬m¬ile incelenmi̧s olup, çoklu kink çözümleri

ve çoklu tekil singüler kink çözümleri bulunmuştur. Bu k¬s¬mda bizim inceleyece¼gimiz

denklem (2+1) boyutlu Burgers denklem sistemidir (Wang vd., 2014). (2+1) boyutlu

Burgers denklem sistemi literatürde

ut � 2uux � vxx = 0

vyt � uxxy � 2uvxy � 2uxvy = 0
(74)

şeklinde verilir (Ünsal ve Taşcan, 2015). Bu denklem sistemi, hidrodinamikte ve akustikte

dalga hareketlerini temsil eder. (74) denklem sisteminin Wang vd. (2014) taraf¬ndan

sonsuz çoklukta genelleştirilmi̧s simetrisi elde edilmi̧stir. p ve q; x; y ve t de¼gi̧skenlerinin

fonksiyonu olmak üzere,

u = px ; v = qx (75)

dönüşümü yap¬l¬p elde edilen ifadenin x de¼gi̧skenine göre integrali al¬n¬rsa, (74) sistemi-

nin ilk denklemi

pt � p2x � qxx = 0 (76)

halini al¬r. (75) dönüşümü ve (76), (74) sisteminin ikinci denkleminde kullan¬l¬r, x

de¼gi̧skenine göre integrali al¬n¬rsa,

qyt + pypt � py
�
p2x + qxx

�
� pxxy � 2pxqxy = 0 (77)
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elde edilir. (76) ve (77) eşitlikleri yard¬m¬yla (74) denklem sisteminin ikili Bell polinomu

formu

Yt(p; q)� Yxx(p; q) = 0 (78)

Yyt(p; q)� Yxxy(p; q) = 0 (79)

şeklinde ifade edilebilir. p = ln (f=g) ; q = ln (fg) al¬n¬r ve (35) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa (74)

denklem sisteminin bilineer formu

(Dt �D2
x) f:g = 0

(DyDt �D2
xDy) f:g = 0

(80)

şeklinde elde edilir. Burada f ve g; x; y and t de¼gi̧skenlerinin fonksiyonudur:

(80) denklem sisteminin, Hirota bilineer metot yard¬m¬yla çoklu soliton çözümleri

elde edilebilir.

f ve g

f = �f1 + �2f2 + :::

g = 1 + �g1 + �2g2 + :::: (81)

formunda fonksiyonlar olmak üzere, (81) de¼gerlerini (80) de yerine yaz¬p elde edilen

ifade � nun katsay¬lar¬na göre düzenlenirse;

�1 :
�
Dt �D2

x

�
(f1:1) = 0 (82)

�
DyDt �D2

xDy

�
(f1:1) = 0 (83)

�2 :
�
Dt �D2

x

�
(f1:g1 + f2:1) = 0 (84)�

DyDt �D2
xDy

�
(f1:g1 + f2:1) = 0 (85)

�3 :
�
Dt �D2

x

�
(f1:g2 + f2:g1 + f3:1) = 0 (86)�

DyDt �D2
xDy

�
(f1:g2 + f2:g1 + f3:1) = 0 (87)

...

denklemlerini elde ederiz.

(i) 1-Soliton Çözüm
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1-soliton çözüm bulmak için, f1 ve g1 fonksiyonlar¬n¬

f1 = ae�; g1 = be�; � = kx+my + wt;

fi(x; y; t) = 0; gi(x; y; t) = 0; i = 2; 3; 4; :::

(88)

şeklinde seçelim. Burada a; b; k ve m s¬f¬rdan farkl¬reel sabitlerdir. (82)-(87) eşitlikleri

çözülerek w = k2 elde edilir. Bu eşitlik kullan¬larak 1-soliton çözüm

u =
k

1 + bekx+my+k2t
(89)

v =
k
�
1 + 2bekx+my+k

2t
�

1 + bekx+my+k2t
(90)

şeklinde elde edilir.

(ii) ·Iki-Soliton Çözüm

Benzer şekilde, f ve g fonksiyonlar¬s¬ras¬yla f2 ve g2 fonksiyonlar¬nda kesilirse,

f1 = a1e
�1 + a2e

�2 ; g1 = b1e
�1 + b2e

�2 ;

f2 = a3e
�1+�2 ; g2 = b3e

�1+�2 ; �i = kix+miy + wit; i = 1; 2

(91)

seçimleriyle birlikte a1; a2; a3; b1; b2; b3; k1; k2 s¬f¬rdan farkl¬key� sabitler olmak üzere,

kaŗs¬l¬k gelen 2-soliton çözüm

u =

�
ln

�
a1e

�1 + a2e
�2 + a3e

�1+�2

1 + b1e�1 + b2e�2 + b3e�1+�2

��
x

(92)

v =
�
ln
��
a1e

�1 + a2e
�2 + a3e

�1+�2
� �
1 + b1e

�1 + b2e
�2 + b3e

�1+�2
���

x
(93)

şeklinde elde edilir. Burada

a1 =
m1k1a3

b2(k1 � k2) (m1 �m2)
; b1 =

m2k2a3
a2(k1 � k2) (m1 �m2)

; wi = k2i (94)

dir. Yukar¬da bulunan soliton çözümlere ili̧skin gra�kler aşa¼g¬da aç¬klamalar¬ile birlikte

verilmi̧stir. Şekil 3.7-3.8 ve 3.9-3.12 s¬ras¬yla (89)-(90) ve (92)-(93) e kaŗs¬l¬k gelmek-

tedir. Şekil 3.7 ve 3.8 şok dalga hareketlerini göstermektedir. Şekil 3.9 iki kink soliter

dalgan¬n kafa kafaya çarp¬̧smas¬n¬temsil eder. Çarp¬̧sma elastik de¼gildir zira dalgalar¬n

şekli çarp¬̧smadan sonra de¼gi̧smektedir. Şekil 3.11 iki Bell formlu dalgan¬n etkileşimini

gösterir. Dalgalar çarp¬̧smadan sonra birleşip tek bir dalga şeklinde hareket ederler. Bu
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yüzden çarp¬̧sma elastik de¼gildir. Şekil 3.10 ve 3.12 iki kink soliter dalgan¬n etkileşimini

göstermektedir. Dalgalar etkileşimden sonra şekillerini ve yönlerini korumaktad¬rlar,

bu yüzden çarp¬̧sma elastiktir.

Şekil 3.7. Şok dalga

u : t = 0; k = -0:6;m = 0:2; b = 0:4

Şekil 3.8. Şok dalga

v : t = 0; k = -0:1;m = 1:5; b = 0:1

Şekil 3.9. ·Iki kink soliter dalgan¬n etkileşimi

u : t = 0; k1 = -3; k2 = 2;

m1 = 0:5;m2 = -2; a2 = -0:2; a3 = -0:2;

b2 = 0:3; b3 = 1

Şekil 3.10. ·Iki kink soliter dalgan¬n etkileşimi

v : t = 0; k1 = -3; k2 = 2;

m1 = 0:5;m2 = -2; a2 = -0:2; a3 = -0:2;

b2 = 0:3; b3 = 1
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Şekil 3.11. ·Iki Bell formlu dalgan¬n etkileşimi

u : t = 0; k1 = -0:1; k2 = 0:8;

m1 = 1:2;m2 = -0:3; a2 = -0:2; a3 = -0:2;

b2 = 0:1; b3 = 1

Şekil 3.12. ·Iki kink soliter dalgan¬n etkileşimi

v : t = 0; k1 = -0:1; k2 = 0:8;

m1 = 1:2;m2 = -0:3; a2 = -0:2; a3 = -0:2;

b2 = 0:1; b3 = 1

3.6 (2+1) Boyutlu Burgers Denklem Sistemi ·Için Bäcklund Dönüşümü ve

Lax Çifti

Bu k¬s¬mda, (74) Burgers denklem sisteminin hem ikili formda hem de ikili Bell

polinomu formunda bilineer Bäcklund dönüşümü ile Lax çifti araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

P1 =
h
Yt(

�
p;
�
q)� Yxx(

�
p;
�
q)
i
� [Yt(p; q)� Yxx(p; q)] (95)

P2 =
h
Yyt(

�
p;
�
q)� Yxxy(

�
p;
�
q)
i
� [Yyt(p; q)� Yxxy(p; q)] (96)

alarak başlayal¬m. Burada (
�
p;
�
q) ve (p; q) . (78,79) eşitliklerini sa¼glayan fonksiyonlard¬r.

�
p = ln (f 0=g0) ve

�
q = ln (f 0g0) olsun.

v1 = ln
�
�
g=g
�
; v2 = ln

��
f=f

�
; v3 = ln

��
f=g
�
; v4 = ln

�
�
g=f

�
;

w1 = ln
�
�
gg
�
; w2 = ln

��
ff
�
; w3 = ln

��
fg
�
; w4 = ln

�
�
gf
�
;

(97)

�
p � p = v2 � v1 = w3 � w4

�
p + p = v3 � v4 = w2 � w1

�
q � q = v1 + v2 = v3 + v4

�
q + q = w1 + w2 = w3 + w4

(98)

eşitlikleri kullan¬larak (74) Burgers denklem sisteminin ikili Bell polinomu formunda
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Bäcklund dönüşümü

Yt(v1; w1) + Yxx(v1; w1) = 0

Yt(v2; w2) + Yxx(v2; w2) = 0

Yx(v3; w3)� �ev1�v2 = 0

Yxy(v3; w3)� dYx(v3; w3) + �ev1�v2Yy(v4; w4) = 0

(99)

şeklinde elde edilir. Burada � ve d key�reel sabitlerdir. Aşa¼g¬da (99) eşitliklerinin nas¬l

elde edildi¼gi gösterilmi̧stir. (95) eşitli¼gi

P1 =
�
�
p � p

�
t
+ p2x �

�
�
px

�2
�
�
�
q � q

�
xx

=
�
�
p � p

�
t
+
�
p� �

p
�
x

�
p+

�
p
�
x
�
�
�
q � q

�
xx

(100)

= (v2 � v1)t + (v1 � v2)x (v3 � v4)x � (v1 + v2)xx

= (v2 � v1)t + (v1 � v2)x (2v3 � v1 � v2)x � (w1 � w2 + 2v3)xx = 0

şeklinde ifade edilebilir. (100) eşitli¼ginden

Yt(v1; w1) + Yxx(v1; w1) = 0

(101)

Yt(v2; w2) + Yxx(v2; w2) = 0;

eşitlikleri elde edildikten sonra kalan terimler düzenlendikten sonra

v3;xx + v3;x (v2;x � v1;x) = 0: (102)

şeklindedir. (102) denkleminin her iki taraf¬n¬R = ev2�v1 integral çarpan¬ile çarparak

gerekli i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

v3;xe
v2�v1 = � =) v3;x = �ev1�v2

eşitli¼gi elde edilir.
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Di¼ger yandan, (96) eşitli¼gi

P2 =
�
�
q-q
�
yt
-
�
�
p-p
�
xxy
-2
�
�
px
�
qxy-pxqxy

�

=
�
�
q-q
�
yt
-
�
�
p-p
�
xxy
-
��

�
p-p
�
x

�
�
q+q

�
xy
+
�
�
p+p

�
x

�
�
q-q
�
xy

�

= (v1+v2)yt - (v2-v1)xxy -
�
(v2-v1)x (w1+w2)xy+ (v3-v4)x (v1+v2)xy

�
(103)

şeklinde ifade edilebilir.

v1;yt = �2v1;xv1;xy � w1;xxy

v2;yt = �2v2;xv2;xy � w2;xxy

eşitlikleri (103) de yerine yaz¬larak

P2 = �2v1;xv1;xy � w1;xxy � 2v2;xv2;xy � w2;xxy � (2w3 � w1 � w2)xxy

� (v2 � v1)x (2w3 � v2 + v1)xy � (2v3 � v1 � v2)x (v1 + v2)xy

= w3;xxy + w3;xy (v2;x � v1;x) + v3;x (v1;xy + v2;xy) = 0

v3;x

�
w3;xy
v3;x

�
x

= �v3;x (v3 + v4)xy

w3;xy
v3;x

+ (v3 + v4)y = d

w3;xy + v3;xv3;y + v3;xv4;y � dv3;x = 0

Yxy(v3; w3)� dYx(v3; w3) + �ev1�v2Yy(v4; w4) = 0

elde edilir. (35) yard¬m¬yla, bilineer formda Bäcklund dönüşümü

(Dt +D2
x)
�
g:g = 0

(Dt +D2
x)

�
f:f = 0

Dx

�
f:g � �

�
gf = 0

(DxDy � dDx)
�
f:g + �Dy

�
g:f = 0:

(104)
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eşitlikleriyle verilebilir. (97)-(98) eşitliklerinin sonucu olarak

v2 = v3 � p; w2 = w3 + p; v4 = v1 � p; w4 = w1 + p (105)

eşitlikleri elde edilebilir (Lambert ve Springael, 2011).

wi = vi +Qi; vi = ln i; (i = 1; 3) (106)

al¬narak

Q = w1 � v1 = w3 � v3 = Q1 = Q3 (107)

eşitlikleri kullan¬l¬rsa, (74) Burgers denklem sisteminin Lax çifti

 1;y =
d
2
 1 �

e�p(qxy�pxy)
2�

 3

 1;t = (pxx � qxx) 1 �  1;xx

 3;x = �ep 1

 3;t = �pxe
p 1 � �ep 1;x:

(108)

şeklinde elde edilir. Burada  1;yt =  1;ty ;  3;xt =  3;tx ba¼gdaşabilirlik şartlar¬n¬n

sa¼gland¬¼g¬kolayca gösterilebilir.

Şimdi bu Lax çiftini elde edelim.

v3;x = �ev1�v2

 3;x
 3

= �ev1�v2 = �
 1
 2

(109)

yaz¬labilir.
 3
 2
= ep;

eşitli¼gi kullan¬l¬rsa, (109),

 3;x = �ep 1 (110)

şeklinde elde edilir.
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Benzer şekilde

v1;t = �v21;x � w1;xx

 1;t
 1

= �
�
 1;x
 1

�2
� (q � p+ v1)xx

 1;t
 1

= �
�
 1;x
 1

�2
� (qxx � pxx)�

 1;xx 1 �  21;x

 21

 1;t = (pxx � qxx) 1 �  1;xx:

elde edilebilir.

v2;t + v22;x + w2;xx = 0

eşitli¼gi için (105) kullan¬l¬rsa,

v3;t � pt + v23;x + p2x � 2v3;xpx + w3;xx + pxx = 0

 3;t
 3

= pt � p2x � pxx �
�
 3;x
 3

�2
+ 2

 3;x
 3

px � (q � p+ v3)xx ;

 3;t
 3

= pt � p2x � pxx �
�
 3;x
 3

�2
+ 2

 3;x
 3

px � qxx + pxx �
 3;xx 3 �  23;x

 23
;

 3;t
 3

=

0@pt � p2x � pxx| {z }
0

1A+ 2 3;x
 3

px �
 3;xx
 3

;

 3;t = 2 3;xpx �  3;xx;

ve (110) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa,

 3;t = �pxe
p 1 � �ep 1;x:

bulunur.
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Benzer şekilde

v3;xv3;y + w3;xy � dv3;x + �ev1�v2v4;y = 0

 3;x
 3

 3;y
 3
+ (q � p+ v3)xy + v3;xv4;y � dv3;x = 0

 3;x
 3

 3;y
 3
+ qxy � pxy +

�
 3;xy 3� 3;y 3;x

 23

�
+

 3;x
 3

�
 1;y
 1
� py

�
� d

 3;x
 3
= 0

 3;xy
 3

+ qxy � pxy +
 3;x
 3

 1;y
 1
�  3;x

 3
py � d

 3;x
 3
= 0

 1;y
 1
+

 3;xy
 3;x

+ (qxy � pxy)
 3
 3;x

� py � d = 0

(110) eşitli¼gi kullan¬larak

 1;y =
d

2
 1 �

e�p (qxy � pxy) 3
2�

elde edilebilir.
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4. GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ B·IL·INEER D·IFERENS·IYEL DENKLEMLER

Matematiksel �zikteki birçok denklem ba¼g¬ml¬de¼gi̧sken dönüşümü yard¬m¬yla Hi-

rota bilineer formunda yaz¬labilir. Hirota bilineer metodu, matematiksel �zikteki lineer

olmayan diferensiyel denklemleri Hirota bilineer formuna indirgeyerek çözmek için gayet

etkili ve kullan¬̧sl¬bir yoldur (Hirota, 2004).

Örne¼gin; KdV denklemi

ut + 6uux + uxxx = 0; (111)

Boussinesq denklemi

utt + (u
2)xx + uxxxx = 0 (112)

ve KP denklemi

(ut + 6uux + uxxx)x + uyy = 0 (113)

olmak üzere, bu denklemlerin bilineer formlar¬s¬ras¬yla u = 2(ln f)xx dönüşümü yard¬m¬yla

(DxDt +D4
x)f � f = 0; (114)

u = 6(ln f)xx dönüşümü yard¬m¬yla

(D2
t +D4

x)f � f = 0; (115)

u = 2(ln f)xx dönüşümü yard¬m¬yla

(DtDx +D4
x +D2

y)f � f = 0 (116)

şeklinde elde edilir.

Genelleştirilmi̧s bilineer denklemleri elde etmekte kullan¬lan türevler Hirota türev-

lerinin daha genel halidir ve

�
Dn
p;xf � g

�
(x) = (@x + �@x0)

n f(x)g(x0)jx0=x =
nX
i=0

�
n

i

�
�i
�
@n�ix f

�
(x)
�
@ixg
�
(x) ; n � 1;

(117)

ile tan¬mlan¬r (Ma, 2011, 2013 a).
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E¼ger p = 2k (k 2 N) ise genelleştirilmi̧s diferensiyel operatörler Hirota türevlerini

ifade eder. E¼ger p = 3 ise � de¼gi̧skeninin kuvvetleri

� = �1; �2 = �3 = 1; �4 = �1; �5 = �6 = 1; :::; (118)

şeklinde elde edilir. Buna göre i̧saretlerin kural¬

�;+;+;�+;+; ::: (p = 3); (119)

e¼ger p = 5 ise

� = �1; �2 = 1; �3 = �1; �4 = �5 = 1;

�6 = �1; �7 = 1; �8 = �1; �9 = �10 = 1; :::;
(120)

olmak üzere i̧saretler aras¬ndaki ili̧ski

�;+;�;+;+;�;+;�;+;+; ::: (p = 5) (121)

dir. Di¼ger yandan Hirota türevleri için ili̧ski

�;+;�;+;�;+; ::: (p = 2) (122)

iken p = 7 için

�;+;�;+;�;+;+;�;+;�;+;�;+;+; ::: (p = 7) (123)

dir. Verilen bu yeni türevler yard¬m¬yla yeni bilineer denklemler, (117) de p de¼gerlerinin

seçimine ba¼gl¬olarak aşa¼g¬daki gibi elde edilebilir:

D3;xf � g = fxg � fgx;

D3;xD3;tf � g = fxtg � fxgt � ftgx + fgxt;

D3
3;xf � g = fxxxg � 3fxxgx + 3fxgxx + fgxxx;

D2
3;xD3;tf � g = fxxtg � fxxgt � 2fxtgx + 2fxgxt + ftgxx + fgxxt;

D3
3;xD3;tf � g = fxxxtg � fxxxgt � 3fxxtgx + 3fxtgxx + 3fxxgxt + 3fxgxxt + ftgxxx � fgxxxt;

D4
3;xf � g = fxxxxg � 4fxxxgx + 6fxxgxx + 4fxgxxx � fgxxxx;

D5
3;xf � g = fxxxxxg � 5fxxxxgx + 10fxxxgxx + 10fxxgxxx � 5fxgxxxx + fgxxxxx;

ve
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D5;xf � g = fxg � fgx;

D5;xD5;tf � g = fxtg � fxgt � ftgx + fgxt;

D3
5;xf � g = fxxxg � 3fxxgx + 3fxgxx � fgxxx;

D2
5;xD5;tf � g = fxxtg � fxxgt � 2fxtgx + 2fxgxt + ftgxx � fgxxt;

D3
5;xD5;tf � g = fxxxtg � fxxxgt � 3fxxtgx + 3fxtgxx + 3fxxgxt � 3fxgxxt � ftgxxx + fgxxxt;

D4
5;xf � g = fxxxxg � 4fxxxgx + 6fxxgxx � 4fxgxxx + fgxxxx;

D5
5;xf � g = fxxxxxg � 5fxxxxgx + 10fxxxgxx � 10fxxgxxx + 5fxgxxxx + fgxxxxx:

Bu türevler daha sonra yine Ma taraf¬ndan bir kez daha genelleştirilerek

(Dn_
p;x
f � g) (x) = (Dn

hp;�pixf � g) (x) =
nX
i=0

�
n

i

�
�n�ip �i�

p

�
@n�ix f

�
(x)
�
@ixg
�
(x) ; n � 1;

(124)

türevleri elde edilmi̧stir (Ma, 2013 b).

Kolayca görülebilir ki

p =
�
p = 1

durumu bilinen normal türevlere kaŗs¬l¬k gelir.

p = 1;
�
p = 2k; k 2 N

durumu da Hirota bilineer operatörlere kaŗs¬l¬k gelir.

p = 1;
�
p = 2k; k 2 N

ise bir önceki bahsedilen genelleştirilmi̧s bilineer operatörlere kaŗs¬l¬k gelir.

m = 0; 1; 2; ::: olmak üzere, terimlerin i̧saretlerini oluşturan �ms ifadesini inceleye-

lim.

s = 2k; k 2 N : +;�+;�; :::

s = 1 : +;+;+;+; :::

s = 3 : +;�;+;+;�;+; :::

s = 5 : +;�;+;�;+;+;�;+;�;+; :::
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s = 7 : +;�;+;�;+;�;+;+;�;+;�;+;�;+; :::

şeklinde ifade edilebilir. Bu kural yard¬m¬yla genelleştirilmi̧s türevlerle yaz¬labilen baz¬

bilineer denklemler

D3
h1;3ixf � g = f3xg � 3f2xgx + 3fxg2x + fg3x;

D5
h2;5ixf � g = �f5x � 5f4xgx � 10f3xg2x � 10f2xg3x � 5fxg4x + fg5x

D7
h3;7ixf � g = �f7xg�7f6xgx+21f5xg2x+35f4xg3x+35f3xg4x�21f2xg5x�7fxg6x+ fg7x

formundad¬r.

4.1 I. Tür Üst Üste Bindirme Kural¬

Genelleştirilmi̧s türevlerle yaz¬lan bir bilineer denklem olan

P (Dp;x1 ; Dp;x2 ; :::; Dp;xM ) f � f = 0 (125)

verilsin. Burada P; Dp;xi ; 1 � i � M; türevlerinin polinomudur. Dp;xi genelleştir-

ilmi̧s türev operatörleri (117) eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r (Ma, 2011, 2013 a). Bu eşitlikte �

de¼gi̧skeninin kuvvetleri

�i = (�1)r(i) ; i = r(i) mod p, 0 � r(i) < p; i � 0 (126)

kural¬ile belirlenir. Şimdi N -dalga de¼gi̧skenlerini tan¬mlayal¬m:

�i = ki � x = k1;ix1 + k2;ix2 + :::+ kM;ixM ; 1 � i � N; (127)

ve üstel dalga fonksiyonlar¬

fi = e�i = ek1;ix1+k2;ix2+:::+kM;ixM ; 1 � i � N (128)

ile verilsin. Burada kj;i ler reel sabitlerdir ve de¼gi̧skenlerin a¼g¬rl¬klar¬na göre özel seçimler

yap¬labilir. Dalga ili̧ski(katsay¬) vektörü ki ve ba¼g¬ml¬de¼gi̧sken vektörü x

ki = (k1;i; k2;i; :::; kM;i) ; 1 � i � N; x =(x1; x2; :::; xM) (129)

şeklindedir.

f = "1f1 + "2f2 + :::+ "NfN =
NX
i=1

"ifi =
NX
i=1

"ie
�i (130)
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lineer toplam¬n¬ele alal¬m. "i, 1 � i � N; sabitlerdir. Ma (2013 a) taraf¬ndan göster-

ilmi̧stir: N üstel dalgan¬n f lineer toplam¬n¬n (125) genelleştirilmi̧s bilineer denklemini

çözmesi için gerek ve yeter şart

P (k1;i + �k1;j; :::; kM;i + �kM;j) + P (k1;j + �k1;i; :::; kM;j + �kM;i) = 0; 1 � i � j � N;

(131)

olmas¬d¬r.

4.2 Hiperbolik Fonksiyon Çözümleri ·Için I. Tür Üst Üste Bindirme Kural¬

(125) denkleminin hiperbolik fonksiyon çözümleri fi = cosh �i =
1
2
(e�i + e��i) ;

1 � i � N; ile verilsin.

f = "1f1 + "2f2 + :::+ "NfN =
NX
i=1

"i cosh �i =
NX
i=1

"i
1

2

�
e�i + e��i

�
(132)

ise hiperbolik fonksiyon çözümlerinin lineer toplam¬ olsun. Genelleştirilmi̧s türevler

alt¬nda

P (Dp;x1 ; :::; Dp;xl) e
�i � e�j = P (k1;i + �k1;j; :::; kM;i + �kM;j) e

�i+�j ; 1 � i; j � N:

(133)

eşitli¼ginin üstel fonksiyonlar için sa¼glad¬¼g¬Ma (2013 a) taraf¬ndan gösterilmi̧stir.

Teorem 4.1. kj;i ler reel sabitler olmak üzere P (x1; x2; :::; xM) bir polinom ve N

dalga de¼gi̧skeni �i = ki � x = k1;ix1 + k2;ix2 + ::: + kM;ixM ; 1 � i � N; ile tan¬mlans¬n.

fi = ch�i =
1
2
(e�i + e��i) ; 1 � i � N; hiperbolik fonksiyonlar¬n¬n herhangi bir lineer

toplam¬n¬n (125) genelleştirilmi̧s bilineer denkleminin bir çözümü olmas¬için gerek ve

yeter şart

P (k1;i+�k1;j; :::; kM;i+�kM;j)+P (�k1;i+k1;j; :::; �kM;i+kM;j) = 0;

1 � i � j � N;

P (k1;i-�k1;j; :::; kM;i-�kM;j)+P (�k1;i-k1;j; :::; �kM;i-kM;j) = 0;

1 � i � j � N;
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P (-k1;i+�k1;j; :::; -kM;i+�kM;j)+P (-�k1;i+k1;j; :::; -�kM;i+kM;j) = 0;

1 � i < j � N;

P (-k1;i-�k1;j; :::; -kM;i-�kM;j)+P (-�k1;i-k1;j; :::; -�kM;i-kM;j) = 0;

1 � i � j � N;

(134)

şartlar¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r.

·Ispat. (133) eşitli¼gini kullanarak aşa¼g¬daki hesaplamalar¬yapabiliriz:

P (Dp;x1 ; :::; Dp;xM ) f � f

= P (Dp;x1 ; :::; Dp;xM )

NX
i=1

"icosh �i�
NX
j=1

"jcosh �j

=
NX

i;j=1

"i"jP (Dp;x1 ; :::; Dp;xM )
1

2

�
e�i + e��i

�
�1
2

�
e�j + e��j

�

=
1

4

NX
i;j=1

"i"jP (Dp;x1 ; :::; Dp;xM )
�
e�i � e�j + e�i � e��j + e��i � e�j + e��i � e��j

�

=
1

4

NX
1�i<j�N

"i"j[P (k1;i+�k1;j; :::; kM;i+�kM;j) e
�i+�j+P (k1;i-�k1;j; :::; kM;i-�kM;j)e

�i��j

+P (-k1;i+�k1;j; :::; -kM;i+�kM;j)e
��i+�j+P (-k1;i-�k1;j; :::; -kM;i-�kM;j)e

��i��j ]

+
1

4

NX
1�i>j�N

"i"j[P (k1;i+�k1;j; :::; kM;i+�kM;j) e
�i+�j+P (k1;i-�k1;j; :::; kM;i-�kM;j)e

�i��j

+P (-k1;i+�k1;j; :::; -kM;i+�kM;j)e
��i+�j+P (-k1;i-�k1;j; :::; -kM;i-�kM;j)e

��i��j ]

+
1

4

NX
1�i=j�N

"i"j[P (k1;i+�k1;j; :::; kM;i+�kM;j) e
�i+�j+P (k1;i-�k1;j; :::; kM;i-�kM;j)e

�i��j

+P (-k1;i+�k1;j; :::; -kM;i+�kM;j)e
��i+�j+P (-k1;i-�k1;j; :::; -kM;i-�kM;j)e

��i��j ]

=
1

4

NX
1�i<j�N

"i"j[(P (k1;i+�k1;j; :::; kM;i+�kM;j)+P (�k1;i+k1;j; :::; �kM;i+kM;j)) e
�i+�j

+ (P (k1;i-�k1;j; :::; kM;i-�kM;j)+P (�k1;i-k1;j; :::; �kM;i-kM;j)) e
�i��j

+ (P (-k1;i+�k1;j; :::; -kM;i+�kM;j)+P (-�k1;i+k1;j; :::; -�kM;i+kM;j)) e
��i+�j

+ (P (-k1;i-�k1;j; :::; -kM;i-�kM;j)+P (-�k1;i-k1;j; :::; -�kM;i-kM;j)) e
��i��j ]
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+
1

4

NX
1�i�N

"2i [P (k1;i+�k1;i; :::; kM;i+�kM;i) e
2�i+P (k1;i-�k1;i; :::; kM;i-�kM;i)

+P (-k1;i+�k1;i; :::; -kM;i+�kM;i)+P (-k1;i-�k1;i; :::; -kM;i-�kM;i)e
�2�i ]:

(135)

Buradan, "N adet fi = cosh �i =
1
2
(e�i + e��i) ; 1 � i � N; hiperbolik fonksiyon

çözümünün f lineer toplam¬n¬n (125) genelleştirilmi̧s bilineer denklemini çözmesi için

gerek ve yeter şart (134) eşitliklerinin sa¼glanmas¬d¬r" sonucu ç¬kar¬labilir.

Bu teorem bize, verilen genelleştirilmi̧s bir bilineer denklem için hiperbolik fonksi-

yon çözümlerinin bir lineer toplam¬n¬n da ne zaman bir çözüm olaca¼g¬n¬ifade eder. Bu

teorem ayn¬zamanda verilen genelleştirilmi̧s bilineer denklemlere N�dalga çözüm oluş-

turmak için bir metot geli̧stirmi̧s olur. (134) sistemi çözümün sa¼glamas¬gereken şartt¬r.

Daha aç¬k bir deyi̧sle, e¼ger (134) sistemi çözülebilirse, verilen genellleştirilmi̧s bilineer

denklem için (132) N -dalga çözümü elde edilmi̧s olur.

4.3 Trigonometrik Fonksiyon Çözümleri ·Için I. Tür Üst Üste Bindirme

Kural¬

(125) denkleminin trigonometrik fonksiyon çözümleri olmak üzere fi = cos �i =
1
2

�
eI�i + e�I�i

�
; 1 � i � N; verilsin. Burada �i = ki � x; 1 � i � N; I =

p
�1; dir.

f = "1f1 + "2f2 + :::+ "NfN =
NX
i=1

"i cos �i =
NX
i=1

"i
1

2

�
eI�i + e�I�i

�
(136)

ise trigonometrik fonksiyon çözümlerinin lineer toplam¬olsun. Benzer şekilde, N adet

trigonometrik fonksiyon çözümünün f lineer toplam¬n¬n (125) genelleştirilmi̧s bilineer

denkleminin çözümü olmas¬için gerek ve yeter şart

P (Ik1;i+�Ik1;j; :::; IkM;i+�IkM;j) +P (�Ik1;i+Ik1;j; :::; �IkM;i+IkM;j)=0;

1 � i � j � N;

P (Ik1;i-�Ik1;j; :::; IkM;i-�IkM;j) +P (�Ik1;i-Ik1;j; :::; �IkM;i-IkM;j)=0;

1 � i � j � N;
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P (-Ik1;i+�Ik1;j; :::; -IkM;i+�IkM;j) +P (-�Ik1;i+Ik1;j; :::; -�IkM;i+IkM;j)=0;

1 � i < j � N;

P (-Ik1;i-�Ik1;j; :::; -IkM;i-�IkM;j) +P (-�Ik1;i-Ik1;j; :::; -�IkM;i-IkM;j)=0;

1 � i � j � N;

(137)

denklemlerinin sa¼glanmas¬d¬r.

Teorem 4.2. kj;i ler reel sabitler olmak üzere P (x1; x2; :::; xM) bir polinom ve N

dalga de¼gi̧skeni �i = ki � x = k1;ix1 + k2;ix2 + ::: + kM;ixM ; 1 � i � N; ile tan¬mlans¬n.

fi = cos �i; 1 � i � N; trigonometrik fonksiyonlar¬n¬n herhangi bir lineer toplam¬n¬n

(125) genelleştirilmi̧s bilineer denkleminin bir çözümü olmas¬ için gerek ve yeter şart

(137) denklemlerinin sa¼glanmas¬d¬r.

Bu teorem bize, verilen genelleştirilmi̧s bir bilineer denklem için trigonometrik

fonksiyon çözümlerinin bir lineer toplam¬n¬n da ne zaman bir çözüm olaca¼g¬n¬ifade eder.

Bu teorem ayn¬zamanda verilen genelleştirilmi̧s bilineer denklemlere N�dalga çözüm

oluşturmak için bir metot geli̧stirmi̧s olur. (137) sistemi çözümün sa¼glamas¬gereken

şartt¬r. Daha aç¬k bir deyi̧sle, e¼ger (137) sistemi çözülebilirse, verilen genellleştirilmi̧s

bilineer denklem için (136) N -dalga çözümü elde edilmi̧s olur.

4.4 Uygulamalar

Örnek 1.

(129) daki kj;i lerin seçimlerini gösteren ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerin a¼g¬rl¬klar¬n¬

(w(x); w(y); w(z); w(t)) = (1; 2; 3; 4) (138)

şeklinde alal¬m. c1; c2; c3; c4; c5; c6 sabitler olmak üzere 7: dereceden a¼g¬rl¬¼ga göre homo-

jen olan

P = c1xy
3 + c2xz

2 + c3x
3t+ c4y

2z + c5xyt+ c6x
2yz; (139)

polinomunu ele alal¬m. ki; 1 � i � N; sabitler olmak üzere dalga de¼gi̧skenleri

�i = kix+ b1k
2
i y + b2k

3
i z + b3k

4
i t; 1 � i � N (140)
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şeklinde olsun. b1; b2 ve b3 belirlenecek sabitlerdir.

(139) polinomunun kaŗs¬l¬k geldi¼gi genelleştirilmi̧s bilineer denklem

S = P (D3;x; D3;y; D3;z; D3;t) f � f olmak üzere

S = 6c1fyyfyx + 2c2fxzzf + 6c3fxxfxt + 2c4fyyzf

+2c5fxytf + 2c6fxxfyz + 4c6fxyfxz = 0

(141)

formundad¬r. b1; "i ve ki ler key� sabitler olmak üzere,

b2 = �3b21c1
2c6

; b3 =
b31c1
2c3

(142)

ve

9c1c2c3 = 2c6 (3c4c3 � c5c6) (143)

eşitlikleri sa¼gland¬¼g¬takdirde (141) denkleminin çözümü aşa¼g¬daki

f =
NX
i=1

"ifi =
NX
i=1

"ich�i =
NX
i=1

"ich
�
kix+ b1k

2
i y + b2k

3
i z + b3k

4
i t
�
; (144)

yada

f =
NX
i=1

"ifi =
NX
i=1

"i cos �i =
NX
i=1

"i cos
�
kix+ b1k

2
i y + b2k

3
i z + b3k

4
i t
�
; (145)

ile tan¬mlanan N -dalga çözümlerinin lineer alt uzaylar¬n¬içerir.

Örnek 2.

(129) daki kj;i lerin seçimlerini gösteren ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerin a¼g¬rl¬klar¬n¬

(w(x); w(y); w(z); w(t)) = (1; 3; 5; 7) ; (146)

ile verelim. c1; c2; c3; c4; c5 sabitler olmak üzere 8: dereceden a¼g¬rl¬¼ga göre homojen olan

P = c1x
8 + c2x

5y + c3x
3z + c4yz + c5xt (147)

polinomunu ele alal¬m. ki; 1 � i � N; sabitler olmak üzere dalga de¼gi̧skenleri

�i = kix+ b1k
3
i y + b2k

5
i z + b3k

7
i t; 1 � i � N; (148)
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olsun. b1; b2 ve b3 belirlenecek sabitlerdir.

(147) polinomuna kaŗs¬l¬k gelen genelleştirilmi̧s bilineer denklem

S = P (D5;x; D5;y; D5;z; D5;t) f � f olmak üzere

S = 70c1f
2
xxxx + 20c2fxxfxxxy + 10c2fxyfxxxx � 20c2fxxxfxxy

+2c3ffxxxz � 2c3fzfxxx � 6c3fxfxxz + 6c3fxxfxz + 2c4ffyz

�2c4fyfz + 2c5ffxt � 2c5fxft = 0

(149)

d¬r. "i ler ve ki ler key� sabitler olmak üzere,

b1 = �7c1
c2
; b2 =

70c1
3c3

; b3 = �70c1
c5

(150)

ve

7c1c4 = �2c3c2: (151)

eşitlikleri sa¼gland¬¼g¬takdirde (149) denkleminin çözümü

f =
NX
i=1

"ifi =
NX
i=1

"ich�i =
NX
i=1

"ich
�
kix+ b1k

3
i y + b2k

5
i z + b3k

7
i t
�
; (152)

ile tan¬mlanan N -dalga çözümlerinin lineer alt uzaylar¬n¬içerir.

Benzer şekilde,

b1 =
7c1
c2
; b2 =

70c1
3c3

; b3 =
70c1
c5

(153)

ve

7c1c4 = �2c3c2 (154)

eşitlikleri sa¼gland¬¼g¬takdirde (149) denkleminin çözümü

f =
NX
i=1

"ifi =
NX
i=1

"i cos �i =
NX
i=1

"i cos
�
kix+ b1k

3
i y + b2k

5
i z + b3k

7
i t
�
; (155)

ile tan¬mlanan N -dalga çözümlerinin lineer alt uzaylar¬n¬içerir.

Örnek 3.

(w(x); w(y); w(z); w(t)) = (1; 3;�1;�3) ;
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(129) daki kj;i lerin seçimlerini gösteren ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerin a¼g¬rl¬klar¬ve c1; c2; c3; c4

sabitler olmak üzere 4: dereceden a¼g¬rl¬¼ga göre homojen olan

P = c1x
4 + c2xy + c3x

5z + c4x
7t (156)

polinomunu inceleyelim. Bu örnek negatif a¼g¬rl¬k içeren bir örnektir. ki; 1 � i � N;

sabitler olmak üzere dalga de¼gi̧skenlerini

�i = kix+ b1k
3
i y + b2k

�1
i z + b3k

�3
i t; 1 � i � N (157)

ile verelim. b1; b2 ve b3 belirlenecek sabitlerdir.

(156) polinomunun ifade etti¼gi genelleştirilmi̧s bilineer denklem

S = P (D5;x; D5;y; D5;z; D5;t) f � f olmak üzere

S = 2c1ffxxxx � 8c1fxxxfx + 6c1f 2xx + 2c2ffxy � 2c2fxfy

+20c3fxxfxxxz + 10c3fxzfxxxx � 20c3fxxxfxxz + 70c4fxxxxfxxxt

= 0

(158)

d¬r. "i ler ve ki ler key� sabitler olmak üzere,

b1 = � c1
c2
; b2 = � 3c1

10c3
; b3 =

3c1
70c4

: (159)

eşitliklerinin sa¼glanmas¬halinde (158) denkleminin çözümü

f =
NX
i=1

"ifi =
NX
i=1

"ich�i =
NX
i=1

"ich
�
kix+ b1k

3
i y + b2k

�1
i z + b3k

�3
i t
�
; (160)

ile tan¬mlanan N -dalga çözümlerinin lineer alt uzaylar¬n¬içerir.

Benzer yoldan,

b1 =
c1
c2
; b2 =

3c1
10c3

; b3 =
3c1
70c4

: (161)

eşitliklerinin sa¼glanmas¬halinde, (158) denkleminin çözümü

f =
NX
i=1

"ifi =
NX
i=1

"i cos �i =
NX
i=1

"i cos
�
kix+ b1k

3
i y + b2k

�1
i z + b3k

�3
i t
�
;

ile tan¬mlanan N -dalga çözümlerinin lineer alt uzaylar¬n¬içerir.
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4.5 II. Tür Üst Üste Bindirme Kural¬

Genelleştirilmi̧s bilineer türevlerle ifade edilen

P
�
D _
p1;x1

; :::; D _
pm;x1

; :::;D _
p1;xM

; :::; D _
pm;xM

�
f � f = 0 (162)

bilineer denklemini ele alal¬m. Burada P ; D_
pi;xj

; 1 � i � m; 1 � j � M türevlerinin

bir polinomudur. Bu türevler (124) ile tan¬mlan¬r ve �s de¼gerlerini belirlemek için

kullan¬lan kural

�ls = (�1)
rs(l) ; l = rs(l) mod s, 0 � rs(l) < s; s � 1; l � 0 (163)

şeklindedir (Ma, 2013 b): Bu türevler, Ma (Ma, 2011, 2013 a) da verilen genelleştirilmi̧s

türevlerin bir ad¬m daha genelleştirilmesiyle elde edilen. N -dalga de¼gi̧skenleri

�i = ki � x = k1;ix1 + k2;ix2 + :::+ kM;ixM ; 1 � i � N (164)

şeklinde ve üstel dalga fonksiyonlar¬

fi = e�i = ek1;ix1+k2;ix2+:::+kM;ixM ; 1 � i � N (165)

olarak tan¬mlans¬n. Burada kj;i ler reel sabitlerdir ve de¼gi̧skenlerin a¼g¬rl¬klar¬na göre özel

seçimler yap¬labilir. Dalga katsay¬vektörü ki ve ba¼g¬ml¬de¼gi̧sken vektörü x; s¬ras¬yla

ki = (k1;i; k2;i; :::; kM;i) ; 1 � i � N; x =(x1; x2; :::; xM) (166)

şeklinde olsun.

f = "1f1 + "2f2 + :::+ "NfN =
NX
i=1

"ifi =

NX
i=1

"ie
�i ; (167)

lineer toplam¬n¬alal¬m. "i, 1 � i � N ler key� sabitlerdir. (Ma, 2013 b) den N üstel

dalgan¬n f lineer toplam¬n¬n (162) genelleştirilmi̧s bilineer denkleminin çözümü olmas¬

için gerek ve yeter şart

P
�
�1;1(i; j); :::; �1;m(i; j); :::; �M;1(i; j); :::; �M;m(i; j)

�
+P

�
�1;1(j; i); :::; �1;m(j; i); :::; �M;1(j; i); :::; �M;m(j; i)

�
= 0;

1 � i � j � N;

(168)
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eşitli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r. �r;s(i; j) ler

�r;s(i; j) = �pskr;i + �p0skr;j (169)

ile tan¬mlan¬r.

4.6 Hiperbolik Fonksiyon Çözümleri ·Için II. Tür Üst Üste Bindirme Kural¬

(162) denkleminin fi = ch�i =
1
2
(e�i + e��i) ; 1 � i � N hiperbolik fonksiyon

çözümlerini alal¬m. Hiperbolik fonksiyonlar¬n key� bir lineer toplam¬olan

f = "1f1 + "2f2 + :::+ "NfN =
NX
i=1

"ich�i =
NX
i=1

"i
1

2

�
e�i + e��i

�
(170)

ifadesini ele alal¬m. Yukar¬da tan¬mlanan genelleştirilmi̧s türevler alt¬nda üstel fonksi-

yonlar¬n

P
�
D _
p1;x1

; :::; D _
pm;x1

; :::;D _
p1;xM

; :::; D _
pm;xM

�
e�i � e�j

= P
�
�1;1(i; j); :::; �1;m(i; j); :::; �M;1(i; j); :::; �M;m(i; j)

�
e�i+�j ;

1 � i; j � N:

(171)

eşitli¼gini sa¼glad¬¼g¬Ma taraf¬ndan (Ma, 2013 b) de gösterilmi̧stir.

Teorem 4.3. kj;i ler reel sabitler olmak üzere P (x1;1; :::; xm;1; :::;x1;M ; :::; xm;M) bir

polinom ve N dalga de¼gi̧skeni �i = ki � x = k1;ix1 + k2;ix2 + ::: + kM;ixM ; 1 � i � N;

ile tan¬mlans¬n. fi = ch�i =
1
2
(e�i + e��i) ; 1 � i � N; hiperbolik fonksiyonlar¬n¬n

herhangi bir lineer toplam¬n¬n (162) genelleştirilmi̧s bilineer denkleminin bir çözümü

olmas¬için gerek ve yeter şart

P
�
�1;1(i; j); :::; �1;m(i; j); :::; �M;1(i; j); :::; �M;m(i; j)

�
+P

�
�1;1(j; i); :::; �1;m(j; i); :::; �M;1(j; i); :::; �M;m(j; i)

�
= 0; 1 � i � j � N;

P
�
�1;1(i;�j); :::; �1;m(i;�j); :::; �M;1(i;�j); :::; �M;m(i;�j)

�
+P

�
�1;1(�j; i); :::; �1;m(�j; i); :::; �M;1(�j; i); :::; �M;m(�j; i)

�
= 0; 1 � i; j � N;
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P
�
�1;1(�i;�j); :::; �1;m(�i;�j); :::; �M;1(�i;�j); :::; �M;m(�i;�j)

�
+P

�
�1;1(-j; -i); :::; �1;m(-j; -i); :::; �M;1(-j; -i); :::; �M;m(-j; -i)

�
= 0; 1 � i � j � N;

(172)

şartlar¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r.

·Ispat. (171) kullan¬larak

P
�
D _
p1;x1

; :::; D _
pm;x1

; :::;D _
p1;xM

; :::; D _
pm;xM

�
f � f

= P
�
D _
p1;x1

; :::; D _
pm;x1

; :::;D _
p1;xM

; :::; D _
pm;xM

� NX
i=1

"ich�i�
NX
j=1

"jch�j

=
NX

i;j=1

"i"jP
�
D _
p1;x1

; :::; D _
pm;x1

; :::;D _
p1;xM

; :::; D _
pm;xM

� 1
2

�
e�i+e��i

�
�1
2

�
e�j+e��j

�

=
1

4

NX
i;j=1

"i"jP
�
D _
p1;x1

; :::; D _
pm;x1

; :::;D _
p1;xM

; :::; D _
pm;xM

�

� (e�i�e�j+e�i�e-�j+e-�i�e�j+e-�i�e-�j)

=
1

4

NX
1�i<j�N

"i"j

�
P
�
�1;1(i; j); :::; �1;m(i; j); :::; �M;1(i; j); :::; �M;m(i; j)

�
e
�i+�j

+P
�
�1;1(i;-j); :::; �1;m(i;-j); :::; �M;1(i;-j); :::; �M;m(i;-j)

�
e�i-�j

+ P
�
�1;1(-i; j); :::; �1;m(-i; j); :::; �M;1(-i; j); :::; �M;m(-i; j)

�
e-�i+�j

+P
�
�1;1(-i;-j); :::; �1;m(-i;-j); :::; �M;1(-i;-j); :::; �M;m(-i;-j)

�
e
-�i-�j

i
+
1

4

NX
1�i>j�N

"i"j

h
P
�
�1;1(i; j); :::; �1;m(i; j); :::; �M;1(i; j); :::; �M;m(i; j)

�
e�i+�j

+P
�
�1;1(i;�j); :::; �1;m(i;�j); :::; �M;1(i;�j); :::; �M;m(i;�j)

�
e�i��j

+ P
�
�1;1(�i; j); :::; �1;m(�i; j); :::; �M;1(�i; j); :::; �M;m(�i; j)

�
e��i+�j

+P
�
�1;1(�i;�j); :::; �1;m(�i;�j); :::; �M;1(�i;�j); :::; �M;m(�i;�j)

�
e��i��j

i
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+
1

4

NX
1�i=j�N

"i"j

h
P
�
�1;1(i; j); :::; �1;m(i; j); :::; �M;1(i; j); :::; �M;m(i; j)

�
e�i+�j

+P
�
�1;1(i;-j); :::; �1;m(i;-j); :::; �M;1(i;-j); :::; �M;m(i;-j)

�
e�i-�j

+ P
�
�1;1(-i; j); :::; �1;m(-i; j); :::; �M;1(-i; j); :::; �M;m(-i; j)

�
e-�i+�j

+P
�
�1;1(-i;-j); :::; �1;m(-i;-j); :::; �M;1(-i;-j); :::; �M;m(-i;-j)

�
e-�i-�j

i

=
1

4

NX
1�i<j�N

"i"j

h�
P
�
�1;1(i; j); :::; �1;m(i; j); :::; �M;1(i; j); :::; �M;m(i; j)

�
+P
�
�1;1(j; i); :::; �1;m(j; i); :::; �M;1(j; i); :::; �M;m(j; i)

��
e�i+�j

+
�
P
�
�1;1(i;�j); :::; �1;m(i;�j); :::; �M;1(i;�j); :::; �M;m(i;�j)

�
+P
�
�1;1(�j; i); :::; �1;m(�j; i); :::; �M;1(�j; i); :::; �M;m(�j; i)

��
e�i��j

+
�
P
�
�1;1(�i; j); :::; �1;m(�i; j); :::; �M;1(�i; j); :::; �M;m(�i; j)

�
+P
�
�1;1(j;�i); :::; �1;m(j;�i); :::; �M;1(j;�i); :::; �M;m(j;�i)

��
e��i+�j

+
�
P
�
�1;1(�i;�j); :::; �1;m(�i;�j); :::; �M;1(�i;�j); :::; �M;m(�i;�j)

�
+P
�
�1;1(�j;�i); :::; �1;m(�j;�i); :::; �M;1(�j;�i); :::; �M;m(�j;�i)

��
e��i��j

i

+
1

4

NX
1�i�N

"2i

h
P
�
�1;1(i; i); :::; �1;m(i; i); :::; �M;1(i; i); :::; �M;m(i; i)

�
e2�i

+P
�
�1;1(i;-i); :::; �1;m(i;-i); :::; �M;1(i;-i); :::; �M;m(i;-i)

�
+P

�
�1;1(-i; i); :::; �1;m(-i; i); :::; �M;1(-i; i); :::; �M;m(-i; i)

�
+P

�
�1;1(-i;-i); :::; �1;m(-i;-i); :::; �M;1(-i;-i); :::; �M;m(-i;-i)

�
e-2�i

i
: (173)

i̧slemleri yap¬l¬r ve burada

�r;s(i; j) = �pskr;i + �p0skr;j;

�r;s(i;�j) = �pskr;i � �p0skr;j;

�r;s(�i; j) = ��pskr;i + �p0skr;j;

�r;s(�i;�j) = ��pskr;i � �p0skr;j

(174)

eşitlikleri kullan¬l¬rsa, (173) dan, "N adet fi = ch�i =
1
2
(e�i + e��i) ; 1 � i � N hiper-

bolik fonksiyonun f lineer toplam¬n¬n (162) genelleştirilmi̧s bilineer denkleminin çözümü

olmas¬için gerek ve yeter şart (172) eşitliklerinin sa¼glanmas¬d¬r" sonucu ç¬kar¬labilir.
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Bu teorem bize, verilen genelleştirilmi̧s bir bilineer denklem için hiperbolik fonksiyon

çözümlerinin bir lineer toplam¬n¬n da ne zaman bir çözüm olaca¼g¬n¬ifade eder. Bu teo-

rem ayn¬zamanda verilen genelleştirilmi̧s bilineer denklemlere N�dalga çözümü oluş-

turmak için bir metot geli̧stirmi̧s olur. (172) sistemi çözümün sa¼glamas¬gereken şartt¬r.

Daha aç¬k bir deyi̧sle, e¼ger (172) sistemi çözülebilirse, verilen genellleştirilmi̧s bilineer

denklem için (170) N -dalga çözümü elde edilmi̧s olur.

4.7 Trigonometrik Fonksiyon Çözümleri ·Için II. Tür Üst Üste Bindirme Ku-

ral¬

�i = ki � x; 1 � i � N; I =
p
�1 olmak üzere, fi = cos �i =

1
2

�
eI�i + e�I�i

�
;

1 � i � N; (162) denkleminin trigonometrik fonksiyon çözümleri olsun. Trigonometrik

fonksiyon çözümlerinin lineer toplam¬olan

f = "1f1 + "2f2 + :::+ "NfN =
NX
i=1

"i cos �i =
NX
i=1

"i
1

2

�
eI�i + e�I�i

�
; (175)

ifadesini ele alal¬m. Benzer mant¬kla, N adet trigonometrik fonksiyon çözümünün f

lineer toplam¬n¬n (162) genelleştirilmi̧s bilineer denkleminin çözümü olmas¬için gerek

ve yeter şart

P
�
�1;1(Ii; Ij); :::; �1;m(Ii; Ij); :::; �M;1(Ii; Ij); :::; �M;m(Ii; Ij)

�
+P

�
�1;1(Ij; Ii); :::; �1;m(Ij; Ii); :::; �M;1(Ij; Ii); :::; �M;m(Ij; Ii)

�
= 0; 1 � i � j � N;

P
�
�1;1(Ii;�Ij); :::; �1;m(Ii;�Ij); :::; �M;1(Ii;�Ij); :::; �M;m(Ii;�Ij)

�
+P

�
�1;1(�Ij; Ii); :::; �1;m(�Ij; Ii); :::; �M;1(�Ij; Ii); :::; �M;m(�Ij; Ii)

�
= 0; 1 � i; j � N;

P
�
�1;1(�Ii;�Ij); :::; �1;m(�Ii;�Ij); :::; �M;1(�Ii;�Ij); :::; �M;m(�Ii;�Ij)

�
+P

�
�1;1(-Ij; -Ii); :::; �1;m(-Ij; -Ii); :::; �M;1(-Ij; -Ii); :::; �M;m(-Ij; -Ii)

�
= 0; 1 � i � j � N;

(176)
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denklemlerinin sa¼glanmas¬d¬r. Burada

�r;s(Ii; Ij) = �psIkr;i + �p0sIkr;j;

�r;s(Ii;�Ij) = �psIkr;i � �p0sIkr;j;

�r;s(�Ii; Ij) = ��psIkr;i + �p0sIkr;j;

�r;s(�Ii;�Ij) = ��psIkr;i � �p0sIkr;j; ve I =
p
�1

(177)

kullan¬l¬r. Bunun üzerine aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 4.4. kj;i ler reel sabitler olmak üzere P (x1;1; :::; xm;1; :::;x1;M ; :::; xm;M) bir

polinom ve N dalga de¼gi̧skeni �i = ki � x = k1;ix1 + k2;ix2 + ::: + kM;ixM ; 1 � i � N;

ile tan¬mlans¬n. fi = cos �i; 1 � i � N; hiperbolik fonksiyonlar¬n¬n herhangi bir lineer

toplam¬n¬n (162) genelleştirilmi̧s bilineer denkleminin bir çözümü olmas¬için gerek ve

yeter şart (176) denklemlerinin sa¼glanmas¬d¬r.

Bu teorem bize, verilen genelleştirilmi̧s bir bilineer denklem için trigonometrik

fonksiyon çözümlerinin bir lineer toplam¬n¬n da ne zaman bir çözüm olaca¼g¬n¬ifade eder.

Bu teorem ayn¬zamanda verilen genelleştirilmi̧s bilineer denklemlere N�dalga çözümü

oluşturmak için bir metot geli̧stirmi̧s olur. (176) sistemi çözümün sa¼glamas¬gereken

şartt¬r. Daha aç¬k bir deyi̧sle, e¼ger (176) sistemi çözülebilirse, verilen genelleştirilmi̧s

bilineer denklem için (175) N -dalga çözümü elde edilmi̧s olur.

4.8 Uygulamalar

Örnek 1.

(166) deki kj;i lerin seçimlerini gösteren ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerin a¼g¬rl¬klar¬n¬

(w(x); w(y); w(z); w(t)) = (1; 3; 5; 7) (178)

olarak seçelim. c1; c2; c3; c4; c5 sabitler olmak üzere 8: dereceden a¼g¬rl¬¼ga göre homojen

olan

P = c1x
8 + c2x

5y + c3x
3z + c4xt+ c5yz (179)

polinomunu ele alal¬m. ki; 1 � i � N; b1; b2 ve b3 sabitler olmak üzere, dalga de¼gi̧sken-

lerini

�i = kix+ b1k
3
i y + b2k

5
i z + b3k

7
i t; 1 � i � N; (180)
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olarak seçelim.

Bu durumda (179) polinomunun kaŗs¬l¬k geldi¼gi genelleştirilmi̧s bilineer denklem

S = P
�
Dh2;5ix; Dh2;5iy; Dh2;5iz; Dh2;5it

�
f � f olmak üzere

S = 70c1f
2
xxxx + 20c2fxxfxxxy + 10c2fxyfxxxx + 20c2fxxxfxxy

+2c3ffxxxz + 2c3fzfxxx + 6c3fxfxxz + 6c3fxxfxz + 2c4ffyz

+2c4fyfz + 2c5ffxt + 2c5fxft = 0

(181)

d¬r. "i ve ki ler key� sabitler olmak üzere;

b1 =
2c3
c5
; b2 = �20c2

3c5
; b3 =

20c3c2
c5c4

; (182)

ve

7c1c5 = �2c3c2 (183)

eşitlikleri sa¼gland¬¼g¬takdirde (181) denkleminin çözümü

f =
NX
i=1

"ifi =
NX
i=1

"ich�i =
NX
i=1

"ich
�
kix+ b1k

3
i y + b2k

5
i z + b3k

7
i t
�
; (184)

ile tan¬mlanan N -dalga çözümlerinin lineer alt uzaylar¬n¬içerir.

Benzer şekilde,

b1 = �2c3
c5
; b2 = �20c2

3c5
; b3 = �20c3c2

c5c4
(185)

ve

7c1c5 = �2c3c2 (186)

eşitlikleri sa¼gland¬¼g¬zaman (181) denkleminin çözümü

f =
NX
i=1

"ifi =
NX
i=1

"i cos �i =
NX
i=1

"i cos
�
kix+ b1k

3
i y + b2k

5
i z + b3k

7
i t
�
; (187)

ile tan¬mlanan N -dalga çözümlerinin lineer alt uzaylar¬n¬içerir.

Örnek 2.

(166) deki kj;i lerin seçimlerini gösteren ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerin a¼g¬rl¬klar¬
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(w(x); w(y); w(z); w(t)) = (1;�1; 3; 5) (188)

olsun. c1; c2; c3; c4; c5; c6; c7 sabitler olmak üzere 4:dereceden a¼g¬rl¬¼ga göre homojen olan:

P = c1x
4 + c2x

5y + c3xz + c4yt+ c5y
2z2 + c6x

2yz + c7xty
2 (189)

polinomunu seçelim. ki; 1 � i � N; b1; b2 ve b3 sabitler olmak üzere, dalga de¼gi̧skenleri

�i = kix+ b1k
�1
i y + b2k

3
i z + b3k

5
i t; 1 � i � N; (190)

şeklinde olsun.

Bu durumda (189) polinomuna kaŗs¬l¬k gelen genelleştirilmi̧s bilineer denklem

S = P
�
Dh3;5ix; Dh3;5iy; Dh3;5iz; Dh3;5it

�
f � f olmak üzere

S = 6c1f
2
xx � 20c2fxxyfxxx � 2c2fyfxxxxx � 10c2fxfxxxxy + 2c3fxzf

+2c3fxfz + 2c4fytf + 2c4fyft + 2c5fyyfzz + 4c5fyzfyz + 2c6fxxfyz

+4c6fxyfxz + 2c7fyyfxt + 4c7fxyfyt=0

(191)

şeklindedir. "i ve ki ler key� sabitler olmak üzere

b1 = � 8c4c3
15c6c4+c7c3

; b2 = �45(15c6c4+c7c3)c1
8(2c7c3�15c6c4)c3 ; b3 =

3c1(15c6c4+c7c3)2

64c24c3(2c7c3�15c6c4)
; (192)

ve

3c1(15c6c4+c7c3)
2 = 64c2c3c4(2c7c3�15c6c4); 675c1c5c24 = �c7c3(2c7c3�15c6c4) (193)

eşitliklerinin sa¼glanmas¬halinde (191) denkleminin çözümü

f =

NX
i=1

"ifi =
NX
i=1

"ich�i =
NX
i=1

"ich
�
kix+ b1k

2
i y + b2k

3
i z + b3k

4
i t
�
; (194)

ile tan¬mlanan N -dalga çözümlerinin lineer alt uzaylar¬n¬içerir.

Benzer yolla,

b1 =
8c4c3

15c6c4+c7c3
; b2 =

45(15c6c4+c7c3)c1
8(2c7c3�15c6c4)c3 ; b3 =

3c1(15c6c4+c7c3)2

64c24c3(2c7c3�15c6c4)
; (195)
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ve

3c1(15c6c4+c7c3)
2 = 64c2c3c4(2c7c3�15c6c4); 675c1c5c24 = �c7c3(2c7c3�15c6c4) (196)

eşitliklerinin sa¼glanmas¬halinde (191) denkleminin çözümü

f =

NX
i=1

"ifi =

NX
i=1

"i cos �i =

NX
i=1

"i cos
�
kix+ b1k

2
i y + b2k

3
i z + b3k

4
i t
�
; (197)

ile tan¬mlanan N -dalga çözümlerinin lineer alt uzaylar¬n¬içerir.

Örnek 3.

(166) deki kj;i lerin seçimlerini gösteren ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerin a¼g¬rl¬klar¬

(w(x); w(y); w(z); w(t)) = (1; 3;�1;�3) (198)

olsun.
_
p1 = h2; 5i;

_
p2 = h3; 5i olmak üzere, c1; c2; c3; c4; c5; c6; c7; c8; c9 sabitlerdir.

4:dereceden a¼g¬rl¬¼ga göre homojen olan:

P = c1x
4_
p1
+ c2x _

p1
y+ c3x

5_
p1
z + c4x

7_
p1
t+ c5y

2z2+ c6x
4_
p2
+ c7x _

p2
y+ c8x

5_
p2
z + c9x

7_
p2
t; (199)

polinomu için ki; 1 � i � N; sabitler olmak üzere dalga de¼gi̧skenleri

�i = kix+ b1k
3
i y + b2k

�1
i z + b3k

�3
i t; 1 � i � N; (200)

olarak tan¬mlans¬n. b1; b2 ve b3 belirlenecek sabitlerdir.

(199) polinomuna kaŗs¬l¬k gelen genelleştirilmi̧s bilineer denklem

S = P
�
Dh2;5ix; Dh3;5ix; Dh2;5iy; Dh2;5iz; Dh2;5it

�
f � f olmak üzere

S = 2c1ffxxxx + 8c1fxxxfx + 6c1f
2
xx + 2c2ffxy + 2c2fxfy

+20c3fxxfxxxz + 10c3fxzfxxxx + 20c3fxxxfxxz + 70c4fxxxxfxxxt

+2c5ffyyzz + 4c5fyfyzz + 4c5fzfzyy + 2c5fyyfzz + 4c5f
2
yz

+6c6f
2
xx + 2c7ffxy + 2c7fxfy � 2c8fxxxxxzf � 2c8fzfxxxxx

�42c9fxxtfxxxxx � 42c9fxxxxxtfxx � 70c9fxxxxtfxxx � 70c9fxxxxfxxxt = 0

(201)
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d¬r. "i ve ki ler key� sabitler olmak üzere

b1 =
57c6c9+17c1c9�30c4c6+10c4c1

(37c9�10c4)(c7+c2) ; b2 = �3(17c6c9+20c1c9�5c4c6�5c4c1)
5c3(37c9�10c4) ; b3 =

3(�c1+c6)
7(37c9�10c4) ;

(202)

ve

15c3c9(�c1 + c6) = c8(17c6c9 + 20c1c9 � 5c4c6 � 5c4c1); c5 = 0 (203)

eşitliklerinin sa¼glanmas¬halinde (201) denkleminin çözümü

f =
NX
i=1

"ifi =

NX
i=1

"ich�i =

NX
i=1

"ich
�
kix+ b1k

3
i y + b2k

�1
i z + b3k

�3
i t
�
; (204)

ile tan¬mlanan N -dalga çözümlerinin lineer alt uzaylar¬n¬içerir.

Benzer i̧slemlerle,

b1 = �57c6c9+17c1c9�30c4c6+10c4c1
(37c9�10c4)(c7+c2) ; b2 =

3(17c6c9+20c1c9�5c4c6�5c4c1)
5c3(37c9�10c4) ; b3 =

3(�c1+c6)
7(37c9�10c4) ;

(205)

ve

15c3c9(�c1 + c6) = c8(17c6c9 + 20c1c9 � 5c4c6 � 5c4c1); c5 = 0 (206)

eşitlikleri sa¼glan¬rsa, (201) denkleminin çözümü

f =
NX
i=1

"ifi =
NX
i=1

"i cos �i =
NX
i=1

"i cos
�
kix+ b1k

3
i y + b2k

�1
i z + b3k

�3
i t
�
; (207)

ile tan¬mlanan N -dalga çözümlerinin lineer alt uzaylar¬n¬içerir.
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5. KOMPLEKS·ITON ÇÖZÜMLER

Son zamanlarda, integrallenebilen denklemlerin tam çözümlerinin s¬n¬�and¬r¬lmas¬nda

yeni terimlerin kullan¬m¬artm¬̧s, bir başka deyi̧sle yeni tam çözüm çeşitleri türetilmeye

başlanm¬̧st¬r. Bunlardan biride, Lax çiftlerinde kullan¬lan � spektral parametresinin

i̧sareti yard¬m¬yla yap¬l¬r (Wazwaz, 2013), (Ma, 2002). Bu çal¬̧smalarda verilen bilgilere

göre negaton çözümler negatif spektral parametre(� < 0) ile ili̧skilendirilir. Negaton

çözümler, solitonlar gibi üstel fonksiyonlar içerirken, trigonometrik fonksiyon içermez.

Positon çözümler ise pozitif spektral parametre(� > 0) ile ili̧skilendirilir. Bu tür çözüm-

ler, soliton ve negaton çözümlerin aksine trigonometrik fonksiyonlar içerirken, üstel

fonksiyonlar içermezler. Kompleksiton çözümler ise buraya kadar bahsedilen çözümlerin

birleşimi gibi düşünülebilir, � spektral parametresinin kompleks de¼gerler almas¬üzerine

ortaya ç¬km¬̧s çözüm türüdür. Kompleksiton çözümler hem üstel hem de trigonometrik

fonksiyon içerir. Spektral parametrenin s¬f¬ra eşit olmas¬durumunda ise, çözüm üstel

fonksiyonlar cinsinden ifade edilen bir solitondur.

Yak¬n zamanda, soliton teorideki integrallenebilen denklemlerin kompleksiton

çözümlerini bulmak için çeşitli metotlar geli̧stirilmi̧stir. Bu metotlar Wronskian for-

mülü (Ma, 2002, 2005 a), Casoratian tekni¼gi (Ma, W.X., 2005 b), Darboux dönüşümü

(Hu vd., 2006, 2010) gibi teknikler içerir. Daha sonra Wazwaz (2013, 2015) taraf¬n-

dan yap¬lan iki çal¬̧sma ile kompleksiton çözüm bulmak için yeni bir yöntem geli̧stir-

mi̧stir. Bu yöntem bilinen Hirota bilineer metodunda kullan¬lan dalga de¼gi̧skenlerinin

reel parametrelerden kompleks parametrelere geçi̧si temeline dayanan bir yöntemdir.

·Izleyen k¬s¬mlarda, bu yöntem kullan¬larak iki farkl¬denklemin kompleksiton çözümleri

elde edilecektir.

5.1 Sawada Kotera Denkleminin Kompleksiton Çözümleri

Bu k¬s¬mda Sawada Kotera denkleminin kompleksiton çözümlerini elde etmek

için Abdul Majid Wazwaz�¬n, Hirota�n¬n bilineer metodunu kullanarak geli̧stirdi¼gi yeni
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yöntem kullan¬lacakt¬r (Wazwaz, 2013, 2015)

ut + 45u
2ux � 15uxu2x � 15uu3x + u5x = 0 (208)

denklemi literatürde Sawada Kotera denklemi olarak bilinir (Yang ve Ruan, 2013).

u = �2(ln f)xx (209)

dönüşümü ile (208) Sawada Kotera denklemi

�
DtDx +D6

x

�
f � f = 0 (210)

bilineer denklemine dönüşür. Burada Dt ve Dx Hirota bilineer türev operatörleridir ve

bu operatörler (36) ile tan¬mlan¬r (Hirota, 2004). Literatürde (208) denkleminin

u = �2
 
ln

 P
�=0;1

exp

 
2NP
j=1

�j�j +
2NP

1�j<l
�j�lAjl

!!!
xx

: (211)

formunda 2N -soliton çözümlerinin oldu¼gu bilinmektedir. (211) çözümüne ili̧skin yay¬lma

ba¼g¬nt¬s¬ve faz kayd¬rmalar¬

�j = k0jx+ w0jt; w
0
j = �k5j ; eAjl = �

(w0j � w0l)(k
0
j � k0l) + (k

0
j � k0l)

6

(w0j + w0l)(k
0
j + k0l) + (k

0
j + k0l)

6
(1 � j < l � 2N)

(212)

şeklindedir. w0j = �k5j yay¬lma ba¼g¬nt¬s¬yard¬m¬yla faz kayd¬rmalar¬

eAjl =
(k0j � k0l)

2(k02l � k0jk
0
l + k02j )

(k0j + k0l)
2(k02l + k0jk

0
l + k02j )

(1 � j < l � 2N) (213)

şeklinde yeniden düzenlenebilir. (208) denkleminin kompleksiton çözümünü bulmak

istedi¼gimiz için k0n (1 � n � 2N) reel parametrelerini karmaş¬k parametrelere çevirilmesi

uygun olur. Bu amac¬m¬za

k02m�1 = km = am + ibm; k
0
2m = k�m = am � ibm (1 � m � N) (214)

atamas¬yla ulaşabiliriz. Burada am ve bm (1 � m � N) reel parametrelerdir.

Genel olarak, eA2m�1;2m > 1; 1 � m � N sa¼gland¬¼g¬durumda (211) tekil olmayan

N -kompleksiton çözüm belirtir. Şayet am; bm özel olarak seçilirse, aşa¼g¬da gösterildi¼gi

gibi tekil olmayan kompleksiton çözüm veya soliton çözüm belirtir:

(i)
��p3bm�� > jamj ve

��p3am�� > jbmj oldu¼gu durumda, (211) tekil olmayan N -

kompleksiton çözüm ifade eder.
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(ii) am 6= 0 ve bm = 0 oldu¼gu durumda (211) N -soliton çözüm ifade eder.

Durum I: (N = 1)


1 = a1x+ (�a51 + 10a31b21 � 5a1b41)t; �1 = b1x+ (�5a41b1 + 10a21b31 � b51)t

olmak üzere

�1 = ��2 = 
1 + i�1 (215)

al¬n¬rsa,

eA12 =
b21 (3b

2
1 � a21)

a21 (3a
2
1 � b21)

(216)

elde edilir. (215) ve (216) kullan¬larak

f = 1 + e�1 + e�2 + eA12e�1+�2 (217)

u = -2[a1eA12e
1(a1 cos �1+b1 sin �1)+(-a1b1 sin �1-b21 cos �1+a
2
1e
A12e
1) (218)

�(
p
eA12 cosh(
1+ ln(

p
eA12)))-(a1 cos �1-b1 sin �1+a1eA12e
1)

�(a1
p
eA12 sinh(
1+ ln(

p
eA12)))-b21]

=(
p
eA12 cosh(
1+ ln(

p
eA12))+ cos �1)2

çözümü elde edilir. (218) çözümü detayl¬incelenirse:

(i)
��p3b1�� > ja1j ve

��p3a1�� > jb1j oldu¼gu durumda, (218) den tekil olmayan 1-

kompleksiton çözüm elde ederiz.

(ii) a1 6= 0 ve b1 = 0 oldu¼gu durumda (218) den 1-soliton çözüm elde ederiz.

Durum II: (N = 2)

�2m�1 = ��2m = 
m + i�m (219)

al¬n¬rsa,


m = amx+(�a5m+10a3mb2m�5amb4m)t; �m = bmx+(�5a4mbm+10a2mb3m�b5m)t(m = 1; 2)

olmak üzere

(eA13)� = eA24 ; (eA14)� = (eA23); eA2m�1;2m =
b2m(3b

2
m � a2m)

a2m(3a
2
m � b2m)

(m = 1; 2):

eA13 =
(-b22+b1b2-b

2
1+a

2
2-a1a2+a

2
1+i(2a2b2-b1a2-a1b2+2a1b1))(a1+b1i-a2-ib2)

2

(-b22-b1b2-b
2
1+a

2
2+a1a2+a

2
1+i(2a2b2+b1a2+a1b2+2a1b1))(a1+b1i+a2+b2i)2

eA14 =
(-b22-b1b2-b

2
1+a

2
2-a1a2+a

2
1+i(a1b2+2a1b1-b1a2-2a2b2))(a1+b1i-a2+b2i)

2

(-b22+b1b2-b
2
1+a

2
2+a1a2+a

2
1+i(b1a2-a1b2+2a1b1-2a2b2))(a1+b1i+a2-ib2)2

(220)
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eşitlikleri yaz¬labilir. (219) ve (220) eşitlikleri kullan¬larak

u = �2(ln(1 + 2e
1 cos �1 + 2e
2 cos �2 + eA12e2
1 + eA34e2
2

+2e
1+
2 [Re(eA13) cos (�1 + �2)� Im(eA13) sin (�1 + �2)

+Re(eA14) cos (�1 � �2)� Im(eA14) sin (�1 � �2)] + 2e
A12e2
1+
2

�[
�
Re(eA13) Re(eA14) + Im(eA13) Im(eA14)

�
cos �2 � (Im(eA13)

�Re(eA14)� Re(eA13) Im(eA14)) sin �2] + 2eA34e
1+2
2

�[
�
Re(eA13) Re(eA14)� Im(eA13) Im(eA14)

�
cos �1

�
�
Re(eA13) Im(eA14) + Im(eA13) Re(eA14)

�
sin �1]

+eA12eA34
��eA13��2 ��eA14��2 e2
1+2
2))xx (221)

çözümü elde edilir. (221) ¬̧s¬¼g¬nda:

(i)
��p3bm�� > jamj ve

��p3am�� > jbmj (m = 1; 2) sa¼gland¬¼g¬nda, (221) den iki-

kompleksiton çözüm elde ederiz.

(ii)
��p3b1�� > ja1j, ��p3a1�� > jb1j ; a2 6= 0 ve b2 = 0; ise (221) den bir soliton ile bir

kompleksitonun etkileşimini içeren soliton-kompleksiton çözüm elde ederiz.

(iii) am 6= 0 ve bm = 0 (m = 1; 2), ise (221) den iki-soliton çözüm elde ederiz.

Durum III: (N = 3) Son olarak

�2m�1 = ��2m = 
m + i�m (222)

ve


m = amx+(�a5m+10a3mb2m�5amb4m)t; �m = bmx+(�5a4mbm+10a2mb3m�b5m)t(m = 1; 2; 3)

al¬n¬rsa

(eA13)� = eA24 ; (eA14)� = (eA23); (eA15)� = eA26 ; (eA16)� = eA25 ;

(eA35)� = eA46 ; (eA36)� = eA45 ; eA2m�1;2m =
b2m(3b

2
m � a2m)

a2m(3a
2
m � b2m)

(m = 1; 2; 3)
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eşitlikleri bulunur. Durum I ve Durum II de kullan¬lan yol kullan¬larak

u = �2 ln[1 + 2e
1 cos �1 + 2e
2 cos �2 + 2e
3 cos �3 + eA12e2
1

+eA34e2
2 + eA56e2
3 + 2e
1+
2 [Re(eA13) cos (�1 + �2)

� Im(eA13) sin (�1 + �2) + Re(e
A14) cos (�1 � �2)� Im(eA14)

� sin (�1 � �2)] + 2e

1+
3 [Re(eA15) cos (�1 + �3)� Im(eA15)

� sin (�1 + �3) + Re(e
A16) cos (�1 � �3)� Im(eA16) sin (�1 � �3)]

+2e
2+
3 [Re(eA35) cos (�2 + �3)� Im(eA35) sin (�2 + �3)

+Re(eA36) cos (�2 � �3)� Im(eA36) sin (�2 � �3)] + 2e
A12e2
1+
2

�[
�
Re(eA13) Re(eA14) + Im(eA13) Im(eA14)

�
cos �2 � (Im(eA13)

�Re(eA14)� Re(eA13) Im(eA14)) sin �2] + 2eA34e2
2+
1

�[(Re(eA13) Re(eA14)� Im(eA13) Im(eA14)) cos �1 � (Im(eA13)

�Re(eA14) + Re(eA13) Im(eA14)) sin �1] + 2eA12e2
1+
3

�[(Re(eA15) Re(eA16) + Im(eA15) Im(eA16)) cos �3 � (Im(eA15)

�Re(eA16)� Re(eA15) Im(eA16)) sin �3] + 2eA56e2
3+
1

�[(Re(eA15) Re(eA16)� Im(eA15) Im(eA16)) cos �1 � (Im(eA15)

�Re(eA16) + Re(eA15) Im(eA16)) sin �1] + 2eA34e2
2+
3

�[(Re(eA35) Re(eA36) + Im(eA35) Im(eA36)) cos �3 � (Im(eA35)

�Re(eA36)� Re(eA35) Im(eA36)) sin �3] + 2eA56e2
3+
2

�[(Re(eA35) Re(eA36)� Im(eA35) Im(eA36)) cos �2 � (Im(eA35)

�Re(eA36) + Re(eA35) Im(eA36)) sin �2] + 2eA34e
1+2
2

�[(Re(eA13) Re(eA14)� Im(eA13) Im(eA14)) cos �1 � (Re(eA13)

� Im(eA14) + Im(eA13) Re(eA14)) sin �1] + :::+ eA12eA34eA56

�
��eA13��2 ��eA14��2 ��eA15��2 ��eA16��2 ��eA35��2 ��eA36��2 e2
1+2
2+2
3 ]xx (223)

çözümü elde edilir. (223) incelenirse:

(i)
��p3bm�� > jamj ve

��p3am�� > jbmj (m = 1; 2; 3) sa¼gland¬¼g¬nda, (223) den üç-

kompleksiton çözüm elde ederiz.

(ii)
��p3bm�� > jamj,

��p3am�� > jbmj (m = 1; 2); a3 6= 0 ve b3 = 0; ise (223) den

bir soliton ile iki kompleksitonun etkileşimini içeren soliton-kompleksiton çözüm elde

ederiz.
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(iii)
��p3b1�� > ja1j,

��p3a1�� > jb1j ; a2 6= 0, b2 = 0; a3 6= 0 ve b3 = 0; ise (223) den

iki soliton ile bir kompleksitonun etkileşimini içeren soliton-kompleksiton çözüm elde

ederiz.

(iv) am 6= 0 ve bm = 0 (m = 1; 2; 3), ise (223) den üç-soliton çözüm elde ederiz.

5.2 Dokuzuncu Mertebeden KdV Denkleminin Kompleksiton Çözümleri

·Ikinci olarak dokuzuncu mertebeden KdV denkleminin kompleksiton çözümleri

elde edilecektir. Bu denklem literatürde

ut + 45uxu6x + 45uu7x + 210u3xu4x + 210u2xu5x + 1575ux(u2x)
2 + 3150uu2xu3x

+1260uuxu4x + 630u
2u5x + 9450u

2uxu2x + 3150u
3u3x + 4725u

4ux + u9x = 0

(224)

şeklinde verilir (Wazwaz, 2008).

u = 2(ln f)xx (225)

dönüşümü kullan¬l¬rsa (224) denklemi

�
DtDx +D10

x

�
f � f = 0 (226)

bilineer denklemine dönüşür. Literatürde (224) denkleminin

u = 2

 
ln

 P
�=0;1

exp

 
2NP
j=1

�j�j +
2NP

1�j<l
�j�lAjl

!!!
xx

: (227)

formunda 2N -soliton çözümlerinin oldu¼gu bilinmektedir. (227) çözümüne ili̧skin yay¬lma

ba¼g¬nt¬s¬ve faz kayd¬rmalar¬

�j = k0jx+w
0
jt; w

0
j = �k9j ; eAjl = �

(w0j � w0l)(k
0
j � k0l) + (k

0
j � k0l)

10

(w0j + w0l)(k
0
j + k0l) + (k

0
j + k0l)

10
(1 � j < l � 2N)

(228)

şeklindedir. w0j = �k5j yay¬lma ba¼g¬nt¬s¬yard¬m¬yla faz kayd¬rmalar¬

eAjl =
(k0j � k0l)

2(3k06j � 9k0ik05j + 19k02i k4j � 23k03i k03j + 19k04i k02j � 9k05i k0j + 3k06i )
(k0j + k0l)

2(3k06j + 9k
0
ik
05
j + 19k

02
i k

4
j + 23k

03
i k

03
j + 19k

04
i k

02
j + 9k

05
i k

0
j + 3k

06
i )
, (229)

(1 � j < l � 2N)

şeklinde yeniden düzenlenebilir. (208) denkleminin kompleksiton çözümünü bulmak

istedi¼gimiz için k0n (1 � n � 2N) reel parametrelerini karmaş¬k parametrelere çevirilmesi
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uygun olur. Bu amac¬m¬za

k02m�1 = km = am + ibm; k
0
2m = k�m = am � ibm (1 � m � N) (230)

atamas¬yla ulaşabiliriz. Burada am ve bm (1 � m � N) reel parametrelerdir.

Genel olarak, eA2m�1;2m > 1; 1 � m � N sa¼gland¬¼g¬durumda (227) tekil olmayan

N -kompleksiton çözüm belirtir. Şayet am; bm özel olarak seçilirse, aşa¼g¬da gösterildi¼gi

gibi tekil olmayan kompleksiton çözüm veya soliton çözüm belirtir:

(i) �3a6m+31a4mb2m� 73a2mb4m+85b6m > 0 ve �3b6m+31b4ma2m� 73b2ma4m+85a6m > 0

eşitsizliklerinin sa¼gland¬¼g¬durumda, (227) tekil olmayan N -kompleksiton çözüm ifade

eder.

(ii) am 6= 0 ve bm = 0 oldu¼gu durumda (227) N -soliton çözüm ifade eder.

Durum I: (N = 1)


1 = a1x+ (�a91 + 36a71b21 � 1265a51b41 + 84a31b61 � 9a1b81)t;

�1 = b1x+ (36a
2
1b
7
1 + 84a

6
1b
3
1 � 126a41b51 � b91 � 9b1a81)t

olmak üzere

�1 = ��2 = 
1 + i�1 (231)

al¬n¬rsa,

eA12 =
b21 (�3a61 + 31a41b21 � 73a21b41 + 85b61)
a21 (�3b61 + 31b41a21 � 73b21a41 + 85a61)

(232)

elde edilir. (231) ve (232) kullan¬larak

f = 1 + e�1 + e�2 + eA12e�1+�2 (233)

u = 2[a1e
A12e
1(a1 cos �1+b1 sin �1)+(-a1b1 sin �1-b21 cos �1+a

2
1e
A12e
1)

�(
p
eA12 cosh(
1+ ln(

p
eA12)))-(a1 cos �1-b1 sin �1+a1eA12e
1)

�(a1
p
eA12 sinh(
1+ ln(

p
eA12)))-b21]

=(
p
eA12 cosh(
1+ ln(

p
eA12))+ cos �1)2 (234)

çözümü elde edilir. (234) çözümü detayl¬incelenirse:

(i) �3a61 + 31a41b21 � 73a21b41 + 85b61 > 0 ve �3b61 + 31b41a21 � 73b21a41 + 85a61 > 0

eşitsizliklerinin sa¼gland¬¼g¬ durumda, (234) den tekil olmayan 1-kompleksiton çözüm

elde ederiz.
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(ii) a1 6= 0 ve b1 = 0 oldu¼gu durumda (234) den 1-soliton çözüm elde ederiz.

�3a61 + 31a41b21� 73a21b41 + 85b61 > 0 ve �3b61 + 31b41a21� 73b21a41 + 85a61 > 0 eşitsiz-

liklerinin çözüm kümesi

Şekil 4:1: Dokuzuncu mertebeden

KdV denklemi için eşitsizliklerin çözüm kümesi

şeklindedir.

Durum II: (N = 2)

�2m�1 = ��2m = 
m + i�m (235)

al¬n¬rsa,


m = amx+ (�a9m + 36a7mb2m � 1265a5mb4m + 84a3mb6m � 9amb8m)t;

�m = bmx+ (36a
2
mb

7
m + 84a

6
mb

3
m � 126a4mb5m � b9m � 9bma8m)t (m = 1; 2)

olmak üzere

(eA13)� = eA24 ; (eA14)� = (eA23);

eA2m�1;2m =
b2m (�3a6m + 31a4mb2m � 73a2mb4m + 85b6m)
a2m (�3b6m + 31b4ma2m � 73b2ma4m + 85a6m)

; (m = 1; 2):

eA13 = (�45a41b21 + 45a21b41 + 3a61 � 3b61 + 3a62 � 9a1a52 � 9a51a2 + 19a41a22

�23a31a32 � 3b62 � 45a1a2b42 + 69a31a2b22 + :::+ 19a21a
4
2 � 76a1b31a22)

�(a1 � a2 + i(b1 � b2))
2=(�45a41b21 + 45a21b41 + 3a61 � 3b61 + 3a62

+9a1a
5
2 + 19a

2
1a
4
2 + 9a

5
1a2 + 19a

4
1a
2
2 + 23a

3
1a
3
2 + 9b1a

5
2 � 23b31a32

+9b51a2 + :::+ 9a51b2 + 9a1b
5
2 � 23a31b32))(a1 + a2 + i(b1 + b2))

2



62

eA14 = (�45a41b21 + 45a21b41 + 3a61 � 3b61 + 3a62 � 9a1a52 + 19a21a42 � 9a51a2

+69a31a
2
2b2 + 45a1a

4
2b2 � 90a1a22b32 + 228a21b21a2b2 + :::+ 60a32b

3
2)

�(a1 + ib1 � a2 + b2i)
2=(�45a41b21 + 45a21b41 + 3a61 � 3b61 + 3a62

�3b62 + 45a1a2b42 � 69a31a2b22 � 114a21a22b22 + 9a1a52 + :::+ 19a21a
4
2

+228a21b
2
1a2b2 � 18a52b2 + 60a32b32 � 18a2b52)(a1 + b1i+ a2 � ib2)

2 (236)

eşitlikleri yaz¬labilir. (235) ve (236) eşitlikleri kullan¬larak

u = 2(ln(1 + 2e
1 cos �1 + 2e

2 cos �2 + eA12e2
1 + eA34e2
2

+2e
1+
2 [Re(eA13) cos (�1 + �2)� Im(eA13) sin (�1 + �2)

+Re(eA14) cos (�1 � �2)� Im(eA14) sin (�1 � �2)] + 2e
A12e2
1+
2

�[
�
Re(eA13) Re(eA14) + Im(eA13) Im(eA14)

�
cos �2 � (Im(eA13)

�Re(eA14)� Re(eA13) Im(eA14)) sin �2] + 2eA34e
1+2
2

�[
�
Re(eA13) Re(eA14)� Im(eA13) Im(eA14)

�
cos �1

�
�
Re(eA13) Im(eA14) + Im(eA13) Re(eA14)

�
sin �1]

+eA12eA34
��eA13��2 ��eA14��2 e2
1+2
2))xx (237)

çözümü elde edilir. (237) ¬̧s¬¼g¬nda:

(i) �3a6m+31a4mb2m� 73a2mb4m+85b6m > 0 ve �3b6m+31b4ma2m� 73b2ma4m+85a6m > 0

eşitsizliklerinin sa¼gland¬¼g¬durumda, (237) iki-kompleksiton çözüm belirtir.

(ii) �3a61 + 31a41b21 � 73a21b41 + 85b61 > 0, �3b61 + 31b41a21 � 73b21a41 + 85a61 > 0; a2 6=

0 ve b2 = 0; ise (237) bir soliton ile bir kompleksitonun etkileşimini içeren soliton-

kompleksiton çözüm belirtir.

(iii) am 6= 0 ve bm = 0 (m = 1; 2) ise(237) iki soliton çözüm belirtir..

Durum III: (N = 3) Son olarak

�2m�1 = ��2m = 
m + i�m (238)

ve


m = amx+ (�a9m + 36a7mb2m � 1265a5mb4m + 84a3mb6m � 9amb8m)t;

�m = bmx+ (36a
2
mb

7
m + 84a

6
mb

3
m � 126a4mb5m � b9m � 9bma8m)t (m = 1; 2; 3)
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al¬n¬rsa

(eA13)� = eA24 ; (eA14)� = (eA23); (eA15)� = eA26 ; (eA16)� = eA25 ; (eA35)� = eA46 ;

(eA36)� = eA45 ; eA2m�1;2m =
b2m (�3a6m + 31a4mb2m � 73a2mb4m + 85b6m)
a2m (�3b6m + 31b4ma2m � 73b2ma4m + 85a6m)

(m = 1; 2; 3)

eşitlikleri bulunur. Durum I ve Durum II deki kullan¬lan yol kullan¬larak

u = 2 ln[1 + 2e
1 cos �1 + 2e

2 cos �2 + 2e


3 cos �3 + eA12e2
1

+eA34e2
2 + eA56e2
3 + 2e
1+
2 [Re(eA13) cos (�1 + �2)

� Im(eA13) sin (�1 + �2) + Re(e
A14) cos (�1 � �2)� Im(eA14)

� sin (�1 � �2)] + 2e

1+
3 [Re(eA15) cos (�1 + �3)� Im(eA15)

� sin (�1 + �3) + Re(e
A16) cos (�1 � �3)� Im(eA16) sin (�1 � �3)]

+2e
2+
3 [Re(eA35) cos (�2 + �3)� Im(eA35) sin (�2 + �3)

+Re(eA36) cos (�2 � �3)� Im(eA36) sin (�2 � �3)] + 2e
A12e2
1+
2

�[
�
Re(eA13) Re(eA14) + Im(eA13) Im(eA14)

�
cos �2 � (Im(eA13)

�Re(eA14)� Re(eA13) Im(eA14)) sin �2] + 2eA34e2
2+
1

�[(Re(eA13) Re(eA14)� Im(eA13) Im(eA14)) cos �1 � (Im(eA13)

�Re(eA14) + Re(eA13) Im(eA14)) sin �1] + 2eA12e2
1+
3

�[(Re(eA15) Re(eA16) + Im(eA15) Im(eA16)) cos �3 � (Im(eA15)

�Re(eA16)� Re(eA15) Im(eA16)) sin �3] + 2eA56e2
3+
1

�[(Re(eA15) Re(eA16)� Im(eA15) Im(eA16)) cos �1 � (Im(eA15)

�Re(eA16) + Re(eA15) Im(eA16)) sin �1] + 2eA34e2
2+
3

�[(Re(eA35) Re(eA36) + Im(eA35) Im(eA36)) cos �3 � (Im(eA35)

�Re(eA36)� Re(eA35) Im(eA36)) sin �3] + 2eA56e2
3+
2
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1+2
2

�[(Re(eA13) Re(eA14)� Im(eA13) Im(eA14)) cos �1 � (Re(eA13)

� Im(eA14) + Im(eA13) Re(eA14)) sin �1] + :::+ eA12eA34eA56

�
��eA13��2 ��eA14��2 ��eA15��2 ��eA16��2 ��eA35��2 ��eA36��2 e2
1+2
2+2
3 ]xx (239)
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çözümü elde edilir. (239) incelenirse:

(i) �3a6m+31a4mb2m� 73a2mb4m+85b6m > 0 ve �3b6m+31b4ma2m� 73b2ma4m+85a6m > 0

eşitsizliklerinin sa¼gland¬¼g¬durumda, (239) üç-kompleksiton çözüm belirtir.

(ii) �3a6m+31a4mb2m�73a2mb4m+85b6m > 0 ve �3b6m+31b4ma2m�73b2ma4m+85a6m > 0,

a3 6= 0 ve b3 = 0; ise (239) bir soliton ile iki kompleksitonun etkileşimini içeren soliton-

kompleksiton çözüm belirtir.

(iii) �3a61+31a41b21�73a21b41+85b61 > 0 ve �3b61+31b41a21�73b21a41+85a61 > 0; a2 6= 0,

b2 = 0; a3 6= 0 ve b3 = 0; ise (239) iki soliton ile bir kompleksitonun etkileşimini içeren

soliton-kompleksiton çözüm belirtir.

(iv) am 6= 0 ve bm = 0 (m = 1; 2; 3), ise (239) üç-soliton çözüm ifade eder.
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6. BULGULAR VE TARTIŞMA

Literatürde integrallenebilirlik konusu üzerine yap¬lm¬̧s birçok çal¬̧sma bulun-

maktad¬r. Bu çal¬̧smalar kapsam¬nda, k¬smi diferensiyel denklemlerin integrallenebilir-

li¼gini incelemek için birçok yöntem türetilmi̧s ve bunlara ili̧skin uygulamalar yap¬lm¬̧st¬r.

Bu tez dahilinde, ilgili denklemin integrallenebilirli¼gini incelemek için kullan¬lan bu yön-

temlerin(kriterlerin) birkaç¬n¬bir arada uygulama imkan¬sunan Bell polinomu yaklaş¬m¬

kullan¬lm¬̧st¬r. Bell polinomu yaklaş¬m¬, yak¬n zamanda integralenebilirlik konusunda

kullan¬lan en etkili ve anlaş¬l¬r metotlardan birisidir. Bell polinomu yaklaş¬m¬ile genel

olarak lineer olmayan k¬smi diferensiyel denklemlerin bilineer formlar¬yard¬m¬yla soli-

ton çözüm, Lax çifti, Bäcklund dönüşümü, korunum kanunlar¬gibi kriterleri çal¬̧s¬larak

integrallenebilirlikleri incelenmi̧s yahut integrallenebilir oldu¼gu görüşünü kuvvetlenire-

cek çal¬̧smalar yap¬lm¬̧st¬r, soliton çözümlerin gra�kleri çizilerek çözümlerin davran¬̧slar¬

hakk¬nda aç¬klamalarda bulunulmuştur.

Son üç senede, literatürde yerini yeni yeni almaya başlayan ve henüz çok az

say¬da uygulamas¬bulunan genelleştirilmi̧s bilineer türev operatörleri üzerine oluştur-

du¼gumuz bölüm kapsam¬nda, genelleştirilmi̧s bilineer türevler cinsinden bilineer formda

yaz¬labilen denklemlerin N -dalga çözümlerinin elde edilmesi için gerek ve yeterli şart-

lar¬ifade eden teoremler literatüre kazand¬r¬lm¬̧st¬r. Bu teoremler ayn¬zamanda ilgili

denklemlerin çözümleri ile oluşturulan üst üste bindirme kural¬n¬da teşkil eder.

Literatürde yerini yeni yeni alan, hiperbolik ve trigonometrik tipten fonksiyon

çözümleri içeren kompleksiton çözümler Abdul Majid Wazwaz taraf¬ndan geli̧stirilen

metot kullan¬larak, Sawada Kotera ve dokuzuncu mertebeden KdV denklemleri için elde

edilmi̧stir. Tez boyunca yap¬lan tüm hesaplamalar Maple paket program¬yard¬m¬yla

gerçekleştirilmi̧stir ve bulunan çözümler, literatürde daha önce elde edilen çözümler-

den farkl¬d¬r. Bulunan bu çözümler, nümerik yöntemlerle elde edilen yaklaş¬k(nümerik)

çözümlerin kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬nda kullan¬larak yaklaş¬k çözümlerin hata oran¬n¬n belirlen-

mesine yard¬mc¬olabilir. Bu tez kapsam¬nda elde edilen yenilikler; mühendislik, �zik ve

kimya gibi bilim dallar¬ndaki uygulama alanlar¬n¬n geni̧sletilmesine katk¬sa¼glayacakt¬r.
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Tez süresinde yap¬lm¬̧s toplamda 3 adet çal¬̧sma, bilimsel makale olarak çeşitli

bilimsel dergilere sunulmuştur. Bunlardan biri bas¬lm¬̧s olup, kaynaklar dizinine eklen-

mi̧stir. Di¼ger iki çal¬̧smada ilgili bilimsel dergilerde inceleme alt¬ndad¬r. Bunlara ek

olarak, dördüncü bir çal¬̧sma yaz¬m aşamas¬ndad¬r, nihayete ulaşmas¬n¬takiben ilgili

bilimsel dergilere sunulacakt¬r.

Bundan sonraki çal¬̧smalarda, tez dahilinde kullan¬lan Bell polinomu yaklaş¬m¬

ile literatürde mevcut di¼ger k¬smi diferensiyel denklemlerin integrallenebilirlikleri in-

celenebilir. Literatürde halen var olup Hirota bilineer türevleri için uygulanan tüm

metotlar¬n genelleştirilmi̧s bilineer türevler için de genelleştirilmesi üzerine durulabilir.

Abdul Majid Wazwaz�¬n literatüre kazand¬rm¬̧s oldu¼gu metottan esinlenerek, yani reel

parametrelerden kompleks parametrelere geçi̧s yap¬larak, tam çözüm bulmak için kul-

lan¬lan birçok yöntem, kompleksiton çözüm bulmak için genelleştirilebilir.
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