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OZET

Lineer olmayan diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin elde edilmesi her zaman
miimkiin olmamakla beraber daha ¢ok bu tip denklemlerin integrallenebilirligi tizerinde
yogunlasilmistir. integrallenebilirlik, yillardir iizerine ¢alisilan, cesitli problemlerle i¢ ice
ve es zamanli ¢6ziim gerektiren, birgok alanda uygulamasi bulunan bir kavramdir.

Literatiirde, integrallenebilirlik iizerine yapilmis ¢ok sayida ¢alisma bulunmaktadir.

Bu tez caligmasinda, genel olarak lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin
uygun doniisiimler altinda bilineer formlar1 elde edildikten sonra, integrallenebilirligini
gosteren kriterler ve dalga ¢oziimleri arastirilmistir. Bell polinomu yaklasimi kullanilarak
(2+1) boyutlu BKP denklemi i¢in bilineer form, Biacklund doniisiimii, soliton ¢oziim, Lax
cifti ve korunum kanunlar1 bulunurken, (2+1) boyutlu Burgers denklem sistemi igin
bilineer form, soliton ¢oziim, Bicklund doniisimii ve Lax c¢ifti elde edilmistir.
Genellestirilmis bilineer tiirevler yardimiyla ifade edilen genellestirilmis bilineer
denklemlerin N-dalga ¢6ziimleri trigonometrik ve hiperbolik tipten elde edilmis, bu
¢oziimler i¢in gerek ve yeter sartlar1 ihtiva eden teoremler verilmistir. Ilgili teoremlerin
daha iyi anlagilmas1 i¢in uygulamalar yapilmistir. Literatiirde yeni bir ¢oziim tipi olarak
goze carpan kompleksiton ¢oziimler, Sawada Kotera ve dokuzuncu mertebeden KdV

denklemleri i¢in elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bilineer Form, Soliton Coziim, Hirota Bilineer Metodu, Béacklund
Dontisimii, Lax Cifti, Genellestirilmis Bilineer Tiirevler, N-dalga Coziim, Kompleksiton

Coziim.
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SUMMARY

It is not always possible to get solutions of nonlinear differential equations,
integrability of this kind of equations is concentrated on commonly. Integrabilty is a notion
that has been studied on for years, needs to be solved with some other problems
simultaneously and employed in many areas. There have been many works done on

integrability, in the literature.

In this dissertation, upon finding corresponding bilinear forms of nonlinear partial
differential equations under appropriate transformations, integrability criteria and wave
solutions have been investigated. Bilinear form, Bécklund transformation, soliton solution,
Lax pair and conservation laws of (2+1) dimensional BKP equation and Bilinear form,
Bécklund transformation, soliton solution, Lax pair of (2+1) dimensional coupled Burgers
system have been obtained by using Bell polynomial approach. N-wave solutions to
generalized bilinear equations which are expressed in terms of generalized bilinear
derivatives have been obtained in terms of hyperbolic and trigonomeric, theorems that
contain necessary and sufficient conditions for these solutions have been given. Some
applications have been made so that related theorems can be understood well. Complexiton
solutions, which has been introduced in the recent past, has been obtained for Sawada

Kotera and ninth order KdV equations.

Keywords: Bilinear Form, Soliton Solution, Hirota Bilinear Method, Backlund
Transformation, Lax Pair, Generalized Bilinear Derivatives, N-wave Solution,

Complexiton Solution.
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1. GIRIS VE AMAC

Lineer olmayan diferensiyel denklemler ve bu denklemlerin olusturdugu denk-
lem sistemleri fizik, miihendislik, uygulamali matematik, kimya, biyoloji gibi alanlarda
pek cok problemin modellemesinde yaygin olarak kullanilir. Bu denklemlerin integral-
lenebilirligi 1960’lardan giiniimiize uygulamal matematigin temel konularindan biri ol-
mustur. Dolayisiyla integrallenebilirlik konusu bir¢ok kitap, makale, bildiri vb. bilimsel
faaliyette 6nemli yer tutmugtur (Matveev ve Salle, 1980), (Li vd., 2010), (Ablowitz ve
Clarkson, 1991), (Wazwaz, 2007), (Miura, 1978), (Zakharov, 1991), (Hietarinta, 2005).
Integrallenebilirlik kavraminda ilk karsilagilan soru "verilen bir model integrallenebilir
midir yada integrallenebilen bir modele yakin midir? Analitik olarak derin bir inceleme
yapilabilir mi?" geklindedir. Bu inceleme sirasinda, integrallenebilirligin ne zaman ve
nasil bulunabilecegi sorular1 ortaya cikmaktadir. Integrallenebilirligin giiniimiize kadar
iizerinde hemfikir olunan tek bir tanimi var olmadigindan ve ilgili denklemin integral-
lenebilirligini test edecek iyi taniml 6l¢iitlerin mevcut olmamasindan dolayi bu sorunun

cevabl kesin ve tam olarak belli degildir.

Intagrallenebilirligin, en temel, en cok bilinen ve kelime anlamina uygun tanimu:
"ilgili denklemin gerekli sayida integrasyon sabiti ile integrali alinabilir" seklindedir. Bu
tanim iizerine kompleks diizlemde integrallenebilirlik kavrami ortaya ¢cikmigtir. Coztim-
ler i¢in kullanilan "tam ¢oziilebilirlik" ve "diizgiin davranig" terimleri integrallenebilen
sistemlere iligkin kullanilan terimlerdir, fakat bu terimler integrallenebilirlik ile ilgili
kesin bir tanimi meydana getirmezler. Bundan daha iyi bir yaklasim, verilen integral-
lenebilir denklemlerin hentiz tam anlamiyla aciklanmamis zengin cebirsel ve analitik
yapilarimi incelemek olabilir. Bu yapilarin elemanlarinin varligi, teorik olarak integral-

lenebilirligin tanimi olarak verilebilir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Integrallenebilen denklemler gizli simetrilere ve yerel simetri hiyerarsilerine sahip-
tirler. Integrallenebilen denklemlerin bu ozelligi, onlarmn simetri yaklagimi acisindan
tanimini verir. Simetri yaklagimi, diferensiyel denklemlerin simetrilerini ve korunum
kanunlarini bulmak i¢in kullanigh bir yontem olusturarak integrallenebilirlik icin bir

kriter tegkil eder.

Integrallenebilir sistemler teorisinin merkezinde Lax cifti kavrami yer alir. Lax
cifti, genellikle bir parametreye bagh olan bir lineer matris diferensiyel operatoriiniin
es-spektrumlu(isospectral) deformasyonunu temsil eder. Lax ¢iftinin saglamasi gereken
esitlik L= [M, L] dir ve bu esitlik verilen lineer olmayan sisteme denktir. Lax ¢iftinin
bulunmasi verilen sistemin integrallenebilirligi icin bir kriterdir. Bir bagka deyisle, eger

Lax ¢ifti bulunabilirse, verilen sistem integrallenebilirdir denir.

Integrallenebilen sistemler icin kullanilan bir bagka yaklasim ise Hamiltoniyen
yapilardir. Verilen lineer olmayan sistemin, temeli olusturan faz uzayinda bulunan
bir Hamiltoniyen yapisina gore Hamiltoniyen dinamik sistem olarak yazilmasi bu yak-
lagimin temelini olugturur. 2n boyutlu bir simplektik manifold iizerinde tanimlanan
sonlu boyutlu Hamiltoniyen sistemlerde Liouville anlaminda integrallenebilirlik; bir-
biriyle involiisyonda ve fonksiyonel bagimsiz n tane ilk integral bulunmasi olarak verilir.
Integrallenebilirlik kavrami, bir anlamda hareket integrallerinin varligi anlamina gelir.
Tam integrallenebilirlik ise bu hareket integrallerinin belirli(yeterli) sayida olmasim
ifade eder. M serbestlik dereceli bir Hamiltoniyen sistemde M — 1 adet yukaridaki

ozellikleri saglayan hareket integrali varsa, tam integrallenenbilirdir denir.

Painlevé testi, lineer olmayan denklemlerin lineer problem araciligiyla integral-
lenebilir olup olmayacagini inceler. Painlevé testine gore; ¢oziimdeki tiim hareketli
tekil noktalar kutup noktasi ise denklem integrallenebilirdir. Burada hareketli ke-
limesi ile ifade edilmek istenen, tekilligin baslangi¢ degerlerinin fonksiyonu seklinde yer
degistirmesidir. Painlevé testi tekil nokta analizi olarak da bilinir. Bir diferensiyel den-

klemin integrallenebilirligi, o denklemin tekillik analizi ile yakindan iligkilidir. Bugiine



kadar yapilan ¢aligmalarda integrallenebilir denklemlerin Painlevé 6zelligini sagladigi

gosterilmigtir.

Hirota’nin bilineer metodu, soliton ve ¢oklu soliton ¢oziimlerinin bulunmasi icin
kullanilan gayet etkili ve kullanigh bir metottur. Eger verilen denklem, yeni bir bagimsiz
degisken ve Hirota tiirev operatorleri kullanilarak bilineer formda yazilabilirse, ¢oklu
soliton ¢oziimleri elde edilir. Kesin bir gosterge olmamakla birlikte verilen sistemin
coklu soliton ¢oziimlerinin bulunmasi da integrallenebilirlik kriteri olarak kabul edilir.
Bu metot, ilgili denklemin bilineer formunu bularak Bicklund doniigiimiinii bulmak
i¢in kolaylik saglar. Hirota’'nin metodunun coklu soliton ¢oziim bulmaya yarayan diger

metotlara olan iistiinliigii, analitik olmasindan ziyade cebirsel olmasidir.

2.1 Lax Ciftleri

L, spektral operator ve M ise dzfonksiyonlarin ilgili zaman olugsumlarini ifade

eden operator olmak iizere;

Lo = Ao (1)
o = Mg 2)

lineer denklem ¢iftini ele alalim. (1) esitliginin zamana gore tiirevini alirsak, (2) esitligide

kullanilarak

Lo+ L¢t = N O+ )\¢t
gl
L+ LM¢ = AM¢

Lip+LM¢o = Mg
Lo+ LM¢p = ML¢
Lip+ (LM —ML)¢ = 0
L+ (LM — ML) ¢ = 0
L, = [M,L)]=ML—LM (3)

elde edilir. Buradaki L ve M diferensiyel operatorlerine Lax ciftleri, (3) denkleminede

Lax denklemi ad: verilir.



Ornegin
Up = Ugpr + OUUL (4)
KdV denklemi i¢in Lax cifti
L=0%+u, M=49%+ 6ud, + 3u, (5)
ile verilir.
Ly = % (Lv) — L% (6)

yazilabilir. Ilgili terimler yerine yazilirsa

B 0 9 a2 dv  Ou
Lw = = (02 +u)v) — (82 +u) il
ou
> Lt = E

bulunur.

[M,Ljv = (ML)v—(LM)v
= M (Lv) — L(Mv)

0%v d3v v
_ 3 i _ 2 I -
— (4(990 + 6ud, + 3um) <8x2 + uv) (ax + u) <4 9 + 6u pe + 3uxv)
i B (ou
N u(‘)xU 0x3v N u@x ox3 v

oldugundan

L= [M,L] = u; = Uy + 6unu,

saglanir (Tagcan, 2002).

2.2 Korunum Kanunlari

T ve X , u(z,t) degigkenine bagh fonksiyonlar olmak iizere, u; = K[u| olusum

denklemi i¢in korunum kanunu

oT  0X
5 T — L+ X =0 (7)

seklindedir. T'[u] ve X (u) sirasiyla, u ve u fonksiyonunun x degigkenine gore tiirevlerini

iceren korunumlu yogunluk ve karsi gelen akidir. T; ve X, ifadeleri sirasiyla, ¢t ve x



degiskenlerine gore tam tiirevler olup

S SR S
t = o Uy O, Uty e Utge T vy

0X 0X 0X

5o U + a%u + 8umu + (])

seklinde tanimlanirlar. Eger T', u degigkenine bagh bir fonksiyon ise, yani herhangi bir T°
fonksiyonunun degeri yalnizca x degiskeninin kiigiik bir komsulugundaki v fonksiyonuna
bagl ise T lokal yogunlukludur. Benzer sekilde X fonksiyonu da lokal ise 7; + X, = 0

ifadesine lokal korunum kanunu denir.

Ozel olarak T acikca z yada t degiskenlerine bagh olmayip u ve u nun = degisken-
lerine gore tiirevlerine bagh polinomsal bir ifade ise, 7' fonksiyonuna polinomsal ko-
runumlu yogunluk denir. X de ayni gartlarn saglayan bir fonksiyon ise (7) ifadesi poli-

nomsal korunum kanunudur.
(7) ifadesinin = degigkenine gore integrali alinirsa,

[

Tdr + [X

QJlQ;
Etlg

B

/ Tde + [X]E =0 )
A

elde edilir.

(B — A) min periyodun tam kati oldugu veya u(x,t) nin x — Foo ve (A, B) =

(—00, 00) iken sifira gittigi uygun periyodik sinir kogullar: altinda (9) denklemi

B
i/_
y -

A

olur. Buradan

B
/de = ¢, (c sabit) (10)
A
hareket sabiti elde edilir. Ornegin (4) KdV denklemi i¢in korunum kanunlari
To=u Xo = —3u? + Uy,
Tl = %UQ Xl = —2u3 + UUgy — %Ui (11)
Ty = u® — %ug Xo = Upllyyy — %uix — 3uuy, + 6uu? — %u4



olarak verilmigtir (Tagcan, 2002).

2.3 Bicklund Doniistimleri

Bicklund doniigiimii kavrami, negatif egrilik ¢aligmalar: sirasinda bulunmus olup,
integrallenebilen kismi diferensiyel denklemlerin ¢oklu soliton ¢oziimlerini bulmak igin
bir yol teskil eder. Bécklund doniigiimii gesitli soliton problemlerinde énemli rol oynar
ve Lax ¢ifti, lineer olmayan iist iiste bindirme kurali, korunum kanunlar1 gibi integral-
lenebilirlik kriterleri ile yakindan ilgilidir. Bécklund doniigiimii, bir kismi diferensiyel
denklemin bilinen bir ¢oziimiinden yeni bir ¢oziim elde etmeye yada farkli kismi diferen-

siyel denklemlerin coziimleri arasinda gegisi miimkiin kilar. Bécklund doniisiimii,

e Degisim(exchange) formiilleri yardimuyla,

e Painleve acilimi yardimiyla,

e [' — Riccati denklemi yardimiyla,

e Dengeleme kurali(balancing act) yardimiyla
e Bell polinomu yaklagimiyla,

elde edilebilir. Literatiirde degisim formiilleri
[D2(a-a)]b* —a® [D2(b-b)] = Dy[(Dsa-b)-ba+ab-(Dyb-a)
= 2D, (Dya-b)-ba
[D,D; (a-a)]b® —a®[D,D; (b-b)] = 2D, (Dsa-b) - ba
[D}(a-a)]b* —a®[Dy(b-b)] = 2D, [(Da-b)-ba+3(D2a-b)- (Db a)]

seklinde verilir.

Uy + 6y + Upyy = 0 (12)

KdV denklemi v = 2 (log f)_, doniigiimii yardimiyla

denklemine doniigiir. (13) denklemide Hirota tiirevleri yardimuyla



seklinde ifade edilebilir. Devaminda degisim formiilleri kullanilarak

P =

yazilabilir.

ve

(DD, + D) £ ] f2 = [(DaDs + D) f - f]
2D, (Dif' - f) - ff +2D, [(DEf' - f) - ff +3(D2f' - f) - (Duf - f)]
2D, [(Dy+ D2) f'- f] - ff + 6D, [(D2f" - f) - (Duf - £)]

P = 0 olacak sekilde

(Dy+D2) f-f=0

Df' - f=kD:f - f'

(14)

(15)

alinirsa, (14)-(15) ¢ifti (12) denklemi igin Bécklund déniigtimiinii olugturur (Hirota,

2004).

2.4 Ters Sacilim Doniisiimii

Ters sacilim doniisiimii metodu; Gardner, Greene, Kruskal ve Miura tarafindan

geligtirilmigtir. Bu metodun amaci yeterince hizli bozulan baslangic degerleriyle verilen

(4) KdV denkleminin tam ¢oziimiinii bulmaktir. Yani; f(x) : |z|] — oo iken yeterince

hizli bozulan bir fonksiyon olmak tizere,

r€R, t >0, u(z,0) = f(x)

baglangi¢ sartiyla verilen (4) KdV denklemini ¢tzmektir.

U=w— cw, — cw?

ile verilen Gardner doniisiimii Riccati tipi diferensiyel denklem olup,

1 1
16, 1

w—€¢ 2e2

v e e 1 ..
doniigtimii yapilirsa, A = ;-5 olmak tizere

(18)



seklinde lineerlegtirilebilir. Bu denklem, kuantum teoride u(x,t), potansiyel ve A enerji

olmak {iizere, zaman bagimli Schrédinger denklemi olarak bilinir.

(18) denkleminin 6zfonksiyonlarimin zaman olusumu,

¢y = PO = 4y, + 6ud, + 3uz (19)

ile verilir. A\, = 0 kabulii ile, (18) ve (19) denklemlerinden ¢,,, = ¢,,, degisimlilik
sartinin saglanmasi i¢in gerekli kogul, v nun (4) KdV denklemini saglamasidir. Benzer

sekilde (4) KdV denklemi saglaniyorsa, 6zdegerler zamandan bagimsiz olmahidir.

2

n?

Adi diferensiyel denklemlerin spektral teorisine gore, (4) denklemi igin A, = &

n =1,2,..., N sonlu ayrik 6zdegerler vardir. Sinirlardaki c¢oziiliime bakilirsa,

r — —ooicin ¢, (r) ~ e*

r — o0 igin ¢,(x) ~ by(t)e " (20)
bulunur.
A\ = —k? siirekli spektrumu icin kars: gelen simur sartlar ise,
T — —ooicin ¢, (x) ~ T(k,t)e ™"
r — 00 icin ¢, (x) ~ e * 4 R(k, t)e'” (21)

dir. Buradaki T'(k,t) ve R(k,t) fonksiyonlar1 gecig ve yansima katsayilaridir. Verilen
u(z) potansiyeli ile &y, b,, R(k,t),T(k,t) ifadeleri hesaplanabilir.

Genel olarak ¢t zamanindaki sagilim verisi

SN t) = {(Kn,bn)2_1, R(k,t),T(k,t), k reel}

n=1»

ile verilir.

t = 0 zamaninda S(\,0) sacihm verisi verildiginde, herhangi bir ¢ zamanindaki
sagilim verisi olugturulabilir. Buradaki problem, sacgilim verisinden (4) KdV denklem-
inin istenen ¢oziimii olan u(x,t) potansiyelinin olugturulmasidir. Gel’fand ve Levitan,
S(A, t) sagilim verisinin u(x, t) potansiyelinin elde edilmesi i¢in yeterli oldugunu goster-

mislerdir.



KdV denkleminin ¢oziimii ters sagilim metodu kullanilarak asagidaki gibi iig
adimda bulunabilir:
(1) uw(z,0) = wup(x) baglangic kogullarindan, ¢ = 0 zamanmnda S; sagilim verisi
olusturulur.
(ii) u(x,t) ye kars: gelen genel ¢ zamani icin S(A, ¢) sagihm verisi hesaplanir.
(iii) S(\,t) sagilim verisinden u(z,t) potansiyeli bulunur.
Burada ilk adim direkt spektral problem, ii¢iincii adim ise ters spektral problem olarak

bilinir (Bekir, 2005).

2.5 Painlevé Analizi

Painlevé analizinin esas mantig1, serbest degiskeni igeren diizlemde, genel ¢oziimiin
sahip oldugu tekillikleri (kutuplar, cebirsel ve logaritmik dallanma noktalar1 ve esas
tekillikler) bulmak, cinslerini belirlemek ve ¢oziimiin hangi sartlar altinda meramorfik
oldugunu arastirmaktir. Verilen bir lineer olmayan dinamik sistem, Painlevé ozelligine
sahip bir diferensiyel denklem sistemi ile iligkilendiriliyorsa, bu dinamik sistemin integ-
rallenebilir olmas1 ve ¢oziimiiniin hareketli bir tekil nokta civarinda bir Laurent serisine

acilmasi beklenir.

Literatiirde, adi diferensiyel denklemler i¢in Painlevé 6zelliginin bilinen ii¢ tanim
vardir:
(i) Diferensiyel denklemin ¢oziimlerinin hareketli tekillikleri kutupsa, 6zellegtirilmis
Painlevé o6zelligine sahiptir.
(ii) Diferensiyel denklemin ¢oztimleri biitiin hareketli tekilliklerin etrafinda tek degerli
ise, Painlevé ozelligine sahiptir.
(iii) Genel ¢oziim, biitiin hareketli tekilliklerin etrafinda tek degerli ise genellegtiril-

mis Painlevé 6zelligine sahiptir.

Kismi diferensiyel denklemler i¢in Ablowitz-Ramani-Segur(ARS) yontemi for-
miile edilir. ARS yontemi kullanigh olmasindan dolayi, verilen kismi diferensiyel den-
klemin biitiin indirgemelerinin bulunmasim gerektirir. Ancak biitiin indirgemelerin bu-

lunmasi zor olacagindan, yeni bir yoéntem ortaya atilmigtir. Bu baglamda ARS yontemi,
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bir " tekillik manifoldu" civarinda agilim kavrami getiren Weiss vd. (1983) tarafindan,
adi diferensiyel denkleme indirgemeden kismi diferensiyel denklemlerin dogrudan ince-
lenmesine imkan verecek sekilde genisletilmistir. Daha sonra, tekillik manifoldu belli
bir kismi diferensiyel denklemi sagladiginda sonsuz serinin kesilebilecegini ve eldeki
lineer olmayan kismi diferensiyel denklemin sonlu seri seklinde bir 6zel ¢oziimiiniin bu-
lunabilecegini gostermislerdir. Bu iglem aynm1 zamanda, diferensiyel denklemin Bick-
lund doniigiimiinii bulmaya da imkan saglamaktadir. Weiss vd. (1983), tekillik ma-
nifoldunun, bu denkleme iligkin lineer spektral problemin dalga fonksiyonu ile olan
ilintisini de kanmitlamiglardir. Bu, Painlevé agilimi ile ters saginim doniisiimii arasindaki

iligkiyi de vermistir.

Weiss’e gore, kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri karakteristik olmayan
tekillik manifoldu ¢ (z1, 29, ..., 2,,) i¢in tek degerli ise, bu kismi diferensiyel denklem

Painlevé 6zelligine sahiptir. Burada z; ler bagimsiz degiskenlerdir.

Eger lineer olmayan bir kismi diferensiyel denklemin bir ¢dziimii ¢ (21, 22, ..., 2,) =
0 tekillik manifoldu ve hareketli tekillikte bir seriye acilirsa, bu kismi diferensiyel denk-

lemin Painlevé 6zelligi dogrulanmig olur.
H (u, g, Uy, Ugg, Ugg, Uy, -..) = 0 (22)

kismi diferensiyel denkleminin bir ¢oziimii v = u (21, 22, ..., 2,) ve
e S 2
=0

olsun. Burada ¢ ve u; = u;(21,22,...,2,), ¢(21,22,...,2,) = 0 manifoldunun bir
komgulugunda (z1, 2, ..., z,) degiskeninin bir analitik fonksiyonudur. (23) ¢oziimiinii
(22) kismi diferensiyel denkleminde yerine yazarsak, p nin olasi biitiin degerlerini bu-
lur ve u;, (j =1,1,2,...) i¢in tekrarlanan bagntiy1 belirleriz. p negatif tamsay1 iken,
& (21, 22, ..., zn) = 0 saglanirsa ve (23) ifadesi manifoldun genel a¢ihm ise, ¢oziim (23)
iin tek degerli gosterimi olur. Eger bu gosterim biitiin hareketli tekillik manifoldlar:

icin gegerli ise, bu durumda kismi diferensiyel denklemin Painlevé 6zelligi vardir (Bekir,

2005).
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2.6 Dalga Coziimleri

Dalga coztimleri fizik, miihendislik, uygulamali matematik gibi alanlarda kul-
lanilan ksmi diferensiyel denklemlerin bir ¢oziim siifini olustururken, kendi icinde de
gesitleri mevcuttur. Bunlardan en temeli soliter dalgadir. Soliter dalga kabaca tek dalga
anlamina gelir. Soliton dalga ise sabit hiz altinda geklini koruyarak hareketine devam
eden bir soliter dalga gesididir. Solitonlarin en biiyiik ¢zelligi, diger solitonlarla etki-
lesime girdiklerinde sekillerinde degisiklige ugramadan hareketlerine devam etmeleridir.
Bell formlu dalgalar, sekilleri Bell egrisine benzedigi i¢in bu isimle anilirlar. Sok dal-
galar1 ise menziline oranla daha fazla enerji yayilimi gosteren dalga tiiriidiir ve sekilleri
itibari ile ayirt edilebilir. Kink dalga tiirii ise sekil itibari ile sok dalgalarina benzemekle

birlikte enerji yayilimi konusunda ayrigirlar.

Izleyen boliimde, Bell polinomu yaklasimi kullanilarak bir lineer olmayan kismi
diferensiyel denklem ve bir de sistemin bilineer formu, Bécklund doniigiimii, soliton
coziim, Lax cifti aragtirlmistir. Uciincii boliimde, genellestirilmis tiirevler yardimiyla
yazilan genellestirilmig bilineer denklemlere N-dalga ¢oziimleri elde edilmis ve bu ¢oztim-
ler icin gerek ve yeter sartlari ihtiva eden teoremler verilmistir. Takip eden boliimde,
literatiirdeki Sawada Kotera ve dokuzuncu mertebeden KdV denklemi i¢in kompleksi-
ton coziimler elde edilmistir. Son boliimde ise 6nceki boliimlerdeki ¢aligmalara iligkin

sonuclar verilip, devam niteliginde yapilabilecek ¢aligmalardan bahsedilmigtir.
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3. BELL POLINOMU YAKLASIMI

Birinci boliimde lineer olmayan diferensiyel denklemlerin integrallenebilirligini in-
celemek i¢in bir¢cok yontem oldugu belirtilmigtir. Bu yontemlerden birkagini ayni caligma
icinde inceleme imkani1 sunan énemli bir yontem Bell polinomu yaklagimidir. Bu yak-
lasim kapsaminda, verilen denklem ig¢in eger miimkiinse bilineer form, coklu soliton
¢oziim, Bécklund doniisiimii, Lax ¢ifti, korunum kanunlari elde edilmeye calisilir. Bell
polinomu yaklagimi bilineerlestirilebilir denklemleri karakterize etmek icin gayet kul-
lanigh bir aragtir. Lambert ve Springael (2008) ve Gilson vd. (1996) Bell polinomlarin
kullanarak bilineer form, bilineer Bécklund doniisiimii, Lax ¢ifti, Darboux doéniisiimii
elde etmek i¢in Bell polinomu yaklagimimni ilk olarak literatiire kazandirmiglardir. Ayrica
Lambert ve Springael (2001), Bell polinomu yaklagimim lineer olmayan diferensiyel
denklem sistemleri ve diferensiyel denklem sistemine doniistiiriilebilen lineer olmayan
diferensiyel denklemler igin genellegtirmiglerdir. Daha sonra Fan (2011), bu metodu
es spektrumlu ve degisken katsayili denklemlerin tam integrallenebilirligini inceleyecek
sekilde genellestirmis ve verilen lineer olmayan olusum denklemlerinin sonsuz korunum
kanunlarini elde etmeye yarayan bir metot ortaya koymustur. Bu metot, yapilan bu
onciil caligmalardan sonra cesitli yazarlar tarafindan degisik denklemlere uygulanmigtir
(Sun vd., 2014), (Qin vd., 2012), (Wang vd., 2012), (Wang vd., 2011), (Jiang vd., 2013),
(Yi vd., 2011).

3.1 Bell Polinomlar: ve Ikili Bell Polinomlar:

Bu kisimda, Bell polinomlar: icin temel bilgiler verilecektir. Daha detaylh bilgi
icin (Bell, 1934), (Lambert vd., 1994, 2001a, 2001 b), (Lambert ve Springael, 1997),
(Luo, 2011), (Jiang vd., 2010) calismalarina bakilabilir. C* da, f = f(x1, 22, ..., 27)
cok degigkenli fonksiyonu verilsin. Cok boyutlu Bell polinomlar:

mel ,,,,, m:c;(f) = Ym ----- nz(fﬁml ----- Tlﬂfz)
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seklinde tanimlanir. Burada

frizsynm = 03} -0 f,
(25)
ry=0,...,n1 ;...; 11 =0,...,ny.
olarak verilir. x1, xs,...x; bagimsiz degiskenleri, 71, ry,...7; ise sirasiyla bu degiskenlere
karsilik gelen kismi tiirevlerin mertebelerini gostermektedir. En basit hal olarak

f = f(z) alimirsa, tek boyutlu Bell polinomlar:

}/1 = fxa}é:f%"i_f:a

(27)
olarak tamimlanir. Benzer gekilde, eger fonksiyon f = f(z,t) seklinde iki bagimsiz

degiskene sahipse, buna karsilik gelen iki boyutlu Bell polinomlar: da

Y:r,t = fx,t + fxft7

YVQJ},t = fZJ:,t + foft + 2fz,tfa: + fachty (28)
YVSz,t - f3m,t + 3f21,tf:c + f3zft + 3f:c,tf21: + fgft; (29)
' (30)

ile verilir. Diger yandan cok degiskenli ikili Bell polinomlar:

olmak {izere,

Urizq,...omzgy T1 + ...+ tek ise
frlxl ..... TIT] = X . (32)
ras T1 4 ...+ 1 cift ise

-----

olarak tamimlanir. En diigiik mertebeden birkag ikili Bell polinomlar:

Vo(0) = vz, Vao(v,w) = wag + V2,
Vet (VW) = Wy + Va0,

V3u
Via

(v, w) = V3p + 3VyWae + V2, (33)
(

V, W) = Wyp + 3w, + 40,03, + 602w, + VY,

seklinde verilebilir.



14

Ikili Bell polinomlarmm 6zel bir hali P-polinomlaridir ve

Vorarmz (V. =0,w) = Py sy nyz, (w) esitligi ile verilir. (33) yardimiyla

Poy(w) = way, Ppi(w) = wyy,

P4z (U)) = Wy + wgw P3z,y(w) = W3g,y + 3w$,yw2z’

(34)
P (w) = wey + 15wa,wy, + 15w3
esitlikleri kolayca elde edilebilir.
Y-polinomlar1 ve D;*...D}'F.G Hirota bilineer formiilii arasindaki iligki
Vorarmm(v =0 F/G,w =In FG) = (FG) ™ DI'...DMF.G, (35)

esitligi ile verilir. Burada n; +ng + ... +n; > 1 dir ve D,,, ..., D,, tiirev operatorleri

klasik Hirota bilineer tiirev operatorleridir ve

DI ..DNF.G = (0, — axfl)”l i (O, — axg)”l F(1, 00y 20) X G2, o, 27) ot =y, )=y

ile tanimlanir. Bu formiil lineer olmayan olusum denklemlerinin, bilineer Béacklund
dontistimiinii elde etmek icin kullanilir. Eger lineer olmayan bir olusum denklemi )-
polinomlarinin lineer toplami seklinde yazlabilirse, (36) esitligi sayesinde verilen den-

klemin bilineer Bécklund doniisiimii elde edilebilir.

Ayrica v = In Hopf-Cole doniigiimii yardimiyla, verilen denklemin ikili Bell
polinomlar1 ve Lax ¢ifti arasinda bir gecis yapmak miimkiindiir. Bunu gerceklegtiren

esitlik
n1T1,N2T =1 — =t " "2 rIT1,8T o
ylhzz(v n1/1,w U+Q) w ;;(T)(S y 1, 2(0,@)811 aﬂcz
(37)

dir. Burada ¢ ve @), 1 ve x5 degiskenlerinin fonksiyonlaridir.

(35) egitliginde 6zel olarak F' = G alimirsa Hirota tiirevleriyle P-polinomlar:

arasindaki iligkiyi veren

0, ny + ... + ny tek

F2DM .DMF.F = Yo,
Pnlzm

l

mz (0w =2In F) =

.....

Ty (U}), ny + ... + ny cift,
(38)

.....
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ifadesi elde edilir. Bu esitlikten de anlagilacagi gibi P-polinomlari, )-polinomlarinda
v degigkenlerinin sifir alinmasiyla geriye kalan terimlerden olusan yeni polinomlardir.
Bu formiil, lineer olmayan olusum denklemleri ile bunlara karsilik gelen bilineer denk-
lemleri elde etmek icin kullanilir. Yani, eger lineer olmayan bir olusum denklemi )-
polinomlarimin lineer toplami seklinde yazilabilirse, (38) esitligi sayesinde verilen denk-

leme kargilik gelen bilineer denklem bulunabilir.

Bell polinomlar: teorisinde, kullanilan bir diger kolaylik ise Yy, 4, . nz, (v, w) poli-

nomlarinin P-polinomlar: ve Y-polinomlar: cinsinden yazilabilecegidir. Bu ise agagidaki

(FG>_1 D;L;DZZFG - ynlxl ..... mxl<v7w) ’U:lnF/G,w:lnFG

= ynlxl ,,,,, nyxy (U7 v+ Q) ‘v:th/G,q:QInG

SR DD oI 9) | { () [SRTEY

ni+...+n;=even r;=0 r;=01=1

X}/(nl—Tl)xl ~~~~~ (ni—rp)ay (U) .

esitligiyle gergeklestirilir. v = Int Hopf-Cole déniigiimii altinda ¢ = F'/G olmak iizere
cok boyutlu Bell polinomlar: Y, .,z (V)

¢n1m1 ..... nx
mel,...,nm (U) |v:ln1/): Tll (40)

esitligiyle lineerlestirilebilir. (39) ve (40) beraber diigiintildiigiinde Yy, 4, ... nz (v, w) poli-
nomlariin da lineerlestirilebilecegi goriilebilir ve bu da verilen lineer olmayan olusum

denkleminin Lax c¢iftinin elde edilmesinde etkili bir yontem olusturur.

3.2 Bell Polinomu Yaklasimi ve (24+1) Boyutlu BKP Denklemi

Bu kisimda daha 6nce Hirota (2004) tarafindan incelenmis (2+1) boyutlu
Uggay + SUyUzy — FUgy + FUgUyy + 2uy = 0 (41)

BKP denkleminin Bell polinomu yaklagimi altinda incelemesini yapacagiz (Bekir, 2005,

2007).

Ilk olarak bilineer temsili bulmak icin z,y,t bagimsiz degiskenlerini iceren g

fonksiyonunu tanimlayalim. ¢ fonksiyonu,
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ozelligini saglayan bir fonksiyon ve ¢, y degiskeninin bir fonksiyonudur. (42) esitligini

(41) de yerine yazip, x degiskenine gore integre edilirse ve integral sabitini sifir kabul
edersek,

E(q) = Guazy + 3¢uyGuz + 30 (V) Guw — 3qux + 2¢ye =0

(43)
elde edilir. (43) esitligi (34) yardimiyla
E(q) = 2Pyu(q) + Praay(q) + (3¢'(y) — 3) Pea(q) = 0 (44)
seklinde ifade edilebilir. Bu esitlik, (43) esitliginin P-polinomu formudur.
¢=2InF = u=q +¢(y) =2(InF), +¢(y),
alinirsa, (38) yardimiyla (41) denkleminin bilineer temsili
(2D,D, + DD, + (3¢ (y) — 3) D) F.F = 0 (45)

seklinde elde edilir. Elde edilen bu bilineer denklem, Hirotanin bilineer metodu ile

agsagida anlatildig1 gibi c¢oziilerek ¢oklu soliton ¢oziimleri bulunabilir.
F(z,y,t) fonksiyonu f; = f;(x,y,t), i =1,2,... olmak iizere

F=1+efr+efo+ .. (46)
formunda bir fonksiyon olsun.

(46) fonsiyonunu (45) denkleminde yerine yazarak ve elde edilen ifadeyi ¢ nun

kuvvetlerine gore toplayarak, herbir katsayimin sifira esitlenmesiyle elde edilen denk-

lemlerin ¢oziilmesi ile soliton c¢oziimler elde edilir:

(i) Bir-soliton ¢oziim

F=1+f, fi = e, flzrilx—l—lly—l—wltvLé? (47)
52 H3 .
wr = 3-3¢'(y) 5 — 3, fi=0,i=2,3,...

olmak tizere gerekli iglemler yapildiginda bir-soliton ¢oziim

-

+¢(y) (48)

2 3
K1z+l 3—3¢'(y)) oL — L ) 440
u=q.+ o(y) =2 lln (1 e +1y+(( 7w 2) +£1)

T
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seklinde elde edilir. ¢(y) fonksiyonunun segimine bagh olarak elde ¢oziim grafikleri Sekil
3.1-3.3 de gosterilmigtir.

(ii) Iki-soliton ¢oztim

F=1+fi+fo, fi=e" +e%2, fo=eatttie

etz = (¢ (y)(—2K31aly — 2621511 + PR3 + K212 + 2lal1 k1 ko) + (263 + 2K% — 2K1K9)laly
+(K2kaly — K2 — K1R31)1E + (kik3l — K3kaly — KD)IZ) /(K3 Kaly + kK3l — K313
+(K2kaly + Kkik3le — K2)12 + 2ol k1Ko + (2R3 + K313 — 29l k1K) 9 (1))

& = kit + Ly + wit + &, w; = (3_3¢I(y))5_j - %ﬁ Ji=0,1=23,4,..

K2

olmak tizere, karsilik gelen iki-soliton ¢oziim

u=q+oy) =2[n1+ fi + f2)]l, + o) (50)

dir. Asagidaki sekiller yukarida bulunan soliton ¢oziimlere kargilik gelen grafiklerdir.
¢(y) fonksiyonunun se¢imine bagh olarak grafikler gesitli formlarda elde edilmigtir. Sekil
3.1-3.3, bir soliton ¢oziimlere karsilik gelen Bell, Kink ve periyodik dalgalari goster-
mektedir ve sirasiyla ¢(y) fonksiyonunun sech(y), tanh(y/4), sin(y) secilmesiyle elde
edilmistir. Sekil 3.4-3.6, iki soliton ¢oziimlere kargilik gelen grafiklerdir ve Bell, Kink,

periyodik dalgalarin etkilesimini gostermektedir.

Sekil 3.1. Bell formlu soliter dalga
t=0,r=—0.1,1,=0.2,= 0.4, p(y) =sech(y).



Sekil 3.2. Kink formlu soliter dalga
t=0,k,=0.1,1;= —0.1,£9= 0.2, ¢(y) =tan h(y/4).

Sekil 3.3. Soliter periyodik dalga
t=0,rk,=0.1,1,= 0.3,&9= 0.6, ¢(y) =sin ().

Sekil 3.4. Iki Bell formlu dalganin etkilesimi
=0,1,= 0.3, iy= 0.2, 1= —0.5,1,= 0.9,6V= 0.1,£5= 0.2, ¢(y) =sech(y).

18
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i
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Sekil 3.5. Iki Kink formlu dalganin etkilesimi
t=0,r,= 0.3, ky= —0.1,1;= 0.1,1,= 0.6,£"= 0.2, £5= 0.3, ¢(y) = tan h(y/4).

Sekil 3.6. Iki soliter periyodik dalganin etkilesimi
t=0,k=05,ky=0.2,1,= 0.3, [,= —0.1,£9= 0.1,£5= 0.2, #(y) =sin ().

3.3 (2+1) Boyutlu BKP Denklemi i¢in Biicklund Déniisiimii ve Lax Cifti

Bu kisimda, (41) denkleminin bilineer Béicklund doniigiimiinii ve Lax ¢iftini elde
edecegiz. ¢ = 2In F ve ¢ = 2In G, (43) denkleminin iki farkli ¢oziimii olsun. Boylelikle,

bu iki ¢oziimii kullanarak

B@)~E(@) = (1 -0)  +300,0re=30+ (36 () = 3) (1—a) +2(7—q) =0
TTTY T Y

(51)

esitligi yazilabilir. Bu egitlik, verilen denklemin Bécklund donitistimiinii bulmak icin

uygulanan metodun ilk basamagi olarak diisiiniilebilir. Bunun {izerine
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v=(a-4) /2= (F/G)
w = <5+q> /2=1In(FQG).

seklinde yeni iki degisken tanmimlayalim. Bu yeni degigskenler yardimiyla (51) egitligi

(52)

0y [294(0) + Yy (v, w)] + R(v, ) = 0 (53)
seklinde ifade edilebilir. Burada
R(v,w) = =302 — 30,Wapy + 3WayVas + (3¢ (y) — 3) Vi (54)

artik terim olarak diigiiniilebilir. Amacimiz bu atik terimi ya bazi Y-polinomlarimin
y degigkenine gore tiirevi geklinde seklinde ifade etmek yada sifira gotiirmek. Bu
amacimiza ulagmak i¢gin izleyecegimiz yoldaki diger amacimiz, (51) egitliginden bir ¢ift

elde etmek. Dolayisiyla bir kisitlamaya ihtiyacimiz var.

Vey(v,w) +¢'(y) =1 =0 (55)
kisitlamasini alalim. Gerekli islemler yapildiginda
R(v,w) =0
elde edilir. (53) ve (55) birlikte diisiiniildiigiinde, Y-polinomlarmim bir sistemi olan
Vey(v,0) +¢'(y) —1 =0 (56)

2yt(v) + yxwx(”a U}) =0 (57)
esitlikleri verilir. (36), (56) ve (57) beraber ele alindiginda bilineer Béicklund doniigtimii
2D, + D3 F.G =0
(2D ) (53)
(DD, +#(y) ~ 1) FG =0

seklinde elde edilir. v = In ) Hopf-Cole doniigtimii yardimiyla ve (39)-(40) kullamlarak

Ni(v) = ¢/9,
yx,y(”a ’lU) - me + 77ny/¢’ (59)
y3:r(v7 ’(U) = 36]2m1//x/¢ + wS:p/w

esitlikleri tiretilebilir. (59) esitlikleri kullanilarak (56)-(57) sistemi Lax ¢ifti formunda

Lyth = 20, + g, + 32, = 0

(60)
Lotp =y + (quy + ¢'(y) = 1) =0
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seklinde veya
Loy = 20, + by, + 3uptl, = 0

L2¢:¢xy+(uy_1>¢:0

(61)

veya bunlara denk olan

L2:8$(9y+uy—1

(62)
seklinde ifade edilebilir. Verilen Lax ¢iftinin
[L17 LQ] w =0

integrallenebilirlik sartim sagladigi kolayca gosterilebilir. Ileri caligmalarda eger is-
tenirse, (62) Lax ¢ifti kullanilarak, (41) denkleminin Darboux ve ters saginim déniigtimii

elde dilebilir.
3.4 (24+1) Boyutlu BKP Denklemi I¢in Korunum Kanunlar:

Bu kisimda, (41) denkleminin sonsuz korunum kanunlarimi ikili Bell polinomlar:
yardimiyla elde edecegiz. Bunun igin ilk olarak (53) esitligini )-polinomlarinin lineer

toplaminin x ve y degiskenlerine gore tiirevlerine ayrigtirma islemini gerceklestirmeliyiz.

Yeni bir
n=(3,-a) /2 (63)
potansiyel fonksiyonu tanimlayalim. Bu durumda
Uy = 1), Wy = qy + 1. (64)

esitlikleri yazilabilir. (64) esitlikleri (56) de yerine yazilirsa

N0y My + Qay + 1, + ¢'(y) —1=0 (65)
elde edilir.
77:€+Z[n (q,qe,-..) " (66)
n=1

esitliginin (65) de yerine yazilmasiyla

(5 + Z [nes”) o, (Z IW&?") + Quy + (Z In@s”) +¢'(y)—1=0 (67)
n=1 n=1 n=1
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elde edilir. Bu ifade ¢ degigskeninin kuvvetlerine gore diizenlenip, katsayilar sifira
esitlenirse korunumlu yogunluklar

_ -1
I = =0, uy,

_ a-1
Iy = 0, uyy,

(68)
Iy = 07" (—uyy Oy Mgy — w0y Mty — Uyyyy)
seklinde elde edilir. Diger yandan, (64) esitlikleri (57) de yerine yazilirsa
20, (n) + 9y [(9; " n2) +3(9,7n2) 0y (dwy + 1aa)] + O (Mae) = 0 (69)
elde edilir. Benzer sekilde, (66), (69) de yerine yazilirsa
0, (25 +2> Ine_”) + 0, (Z Imms_”>
n=1 n=1
o 3 o0 [e.9]
+0, [(8;1 > Ima_"> +3 (8;1 > In,ma_"> 3;1 <szy + > Immg—”)] =0
n=1 n=1 n=1
(70)
elde edilir. Yine ¢ degigkeninin katsayilar1 yardimiyla F,, ve G,, akiglarini
]n,t + Fn,y + Gn,a} =0 (71)
esitligiyle birlikte elde edebiliriz. Burada
o0 3 o0 o0
Fn = (al Z Injxen) +3 (0y1 Z [ngn) 8;1 (Qxxy + Z [njmcﬁn)
\o n=1 n=1 n=1 (72)
Gn - Z In wngn
n=1

dir. ¢ degiskeninin ilk birkag kuvvetinin katsayisi

0, (21) + 9, [(30, ' 1.2) (0, Guay)] + O (T1.00) = 0

0; (21) + 0, [(30; 110) (0 T a0) + 3 (9, Toe) (0 uay) ] + O (Tozw) =0
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0, (0, 11a)" + 30, 1) (8 o) + 3 (8 o) (9 M rew) + 3 (9, M) (0 ) |

+0, (213) + 0y (I342) =0

(73)
seklindedir.

3.5 Bell Polinomu Yaklagim ve (241) Boyutlu Burgers Denklem Sistemi

Ming ve Ming (2011) in yaptiklar1 ¢caligmalarinda, (141) boyutlu Burgers denk-
lem sistemi Hirota bilineer metodu yardimi ile incelenmis olup, coklu kink c¢oziimleri
ve ¢oklu tekil singiiler kink ¢oziimleri bulunmustur. Bu kisimda bizim inceleyecegimiz
denklem (241) boyutlu Burgers denklem sistemidir (Wang vd., 2014). (2+1) boyutlu

Burgers denklem sistemi literatiirde

U — 2UU;p — Vg = 0
(74)
Uyt — Uggy — 2UVzy — 2UgVy = 0
seklinde verilir (Unsal ve Tagcan, 2015). Bu denklem sistemi, hidrodinamikte ve akustikte
dalga hareketlerini temsil eder. (74) denklem sisteminin Wang vd. (2014) tarafindan
sonsuz ¢oklukta genellestirilmis simetrisi elde edilmistir. p ve ¢; z,y ve t degiskenlerinin
fonksiyonu olmak {izere,

U=DPyp, U=y (75)

doniigiimii yapilip elde edilen ifadenin = degiskenine gore integrali alinirsa, (74) sistemi-

nin ilk denklemi
halini alir. (75) doniistimii ve (76), (74) sisteminin ikinci denkleminde kullanilir, z

degiskenine gore integrali alinirsa,

Qyt + DyDt — Dy (pi + qy:x) — Pzy — 2pm%cy =0 (77)
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elde edilir. (76) ve (77) esitlikleri yardimiyla (74) denklem sisteminin ikili Bell polinomu

formu
yyt(pa Q) _yxwy<pa q) :0 (79)
seklinde ifade edilebilir. p =1In(f/g), ¢ = In(fg) almr ve (35) esitligi kullanilirsa (74)
denklem sisteminin bilineer formu
D, —D?)fg=0
(Dy Dy — D?ch) J.9=0

seklinde elde edilir. Burada f ve g; x,y and t degiskenlerinin fonksiyonudur.

(80) denklem sisteminin, Hirota bilineer metot yardimiyla ¢oklu soliton ¢oziimleri

elde edilebilir.

fveyg
f = €f1 +€2f2 + ...

g=1+eq +eg+ ... (81)

formunda fonksiyonlar olmak iizere, (81) degerlerini (80) de yerine yazip elde edilen

ifade € nun katsayilarina gore diizenlenirse,

e: (D,—D2)(f1.1)=0 (82)

(DyD; — D2D,) (f1.1) =0 (83)

€: (D= D7) (frgn+ fo1) =0 (84)
(DyDy — D3Dy) (f1-91 + f>.1) = 0 (85)

¢ (Dy—D2) (fr.ga+ fogn + f3:1) =0 (86)
(DyD; = D2D,) (f1.92 + fa.g1 + f5.1) = 0 (87)

denklemlerini elde ederiz.

(i) 1-Soliton Coziim
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1-soliton ¢6ziim bulmak igin, f; ve g; fonksiyonlarini
fi =aes, g1 = bet, & = kx + my + wt,
(88)
fi(xv Y, t) = 07gi(x7ya t) = 0> 1= 27 3747
seklinde secelim. Burada a,b, k ve m sifirdan farkl reel sabitlerdir. (82)-(87) esitlikleri
coziilerek w = k? elde edilir. Bu esitlik kullanilarak 1-soliton ¢oziim

k
U= 1+ bekx+my+k2t

(89)

k (1 + 2bekzz+my+k2t>

v= 1+ bekz+my+kt (90)

seklinde elde edilir.

(ii) Iki-Soliton Coziim

Benzer sekilde, f ve g fonksiyonlar sirasiyla fy ve go fonksiyonlarinda kesilirse,

fl e CL1€£1 + a2€£27 gl = blegl + b2e§27
(91)

fo=aget1 82, gy = b3 & = Ky + muy +wit, i = 1,2

secimleriyle birlikte aq,as, as, by, ba, bs, k1, ko sifirdan farkli keyfi sabitler olmak iizere,

karsilik gelen 2-soliton ¢oziim

a1et + ages? + agetrt
u=|In (92)
1+ biefr + boebz + bgefatéz /|

v = [ln ((a1651 + aget? + a3e§1+52) (1 4+ byeft + hoet2 + b3651+52))h (93)
seklinde elde edilir. Burada

mlklag by — m2k2a3
bg(k‘l — k‘g) (ml — mg) e CLQ(k’l — ]{32) (m1 — mg) ’

ap = i

dir. Yukarida bulunan soliton ¢oziimlere iligkin grafikler agagida agiklamalari ile birlikte
verilmigtir. Jekil 3.7-3.8 ve 3.9-3.12 sirasiyla (89)-(90) ve (92)-(93) e kargilik gelmek-
tedir. Sekil 3.7 ve 3.8 gok dalga hareketlerini gostermektedir. Sekil 3.9 iki kink soliter
dalganin kafa kafaya carpismasini temsil eder. Carpigsma elastik degildir zira dalgalarin
sekli carpigmadan sonra degismektedir. Sekil 3.11 iki Bell formlu dalganin etkilesimini
gosterir. Dalgalar ¢carpismadan sonra birlegip tek bir dalga seklinde hareket ederler. Bu
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yiizden carpigma elastik degildir. Sekil 3.10 ve 3.12 iki kink soliter dalganin etkilegimini
gostermektedir. Dalgalar etkilesimden sonra sekillerini ve yonlerini korumaktadirlar,

bu yiizden carpigma elastiktir.

S
S
o
Ty
. E

NS,
ISNASEE

S =5
AR
SRR

=5

e

Sekil 3.7. Sok dalga Sekil 3.8. Sok dalga
u: t=0k=-06,m=020=04 wv:t=0k=-01,m=15>b=0.1

/
retseset I’A $25t5e!

*":‘:"'::X:‘:o‘ /
S
s A

SO
vt etes
=2

1010

Sekil 3.9. Iki kink soliter dalganin etkilesimi Sekil 3.10. Iki kink soliter dalganin etkilesimi
u:t:0,k’1:-3,k2:2, v:t:0,k:1:-3,k:2:2,
mq = 0.5,my =-2,a5 =-0.2,a3 =-0.2, my = 0.5,my =-2,a9 =-0.2,a3 =-0.2,

b2:0.3,63:1 b220.37b3:1
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SRR
16 :zz’&g“\“‘

L

\
\g‘\\‘&“&‘«

%

Sekil 3.11. ki Bell formlu dalganin etkilesimi Sekil 3.12. Iki kink soliter dalganin etkilesimi

u: t:0,k1:—0.1,k2:0.8, (O t:0,k:1 :—0.1,l€2:0.8,
my = 12, mo = —0.3, a9 = —0.2, as = —0.2, my = 12, mo = —0.3, a9 = -0.2, as = —0.2,
b2:O.1,b3:1 b2:0.1,b3:1

3.6 (24+1) Boyutlu Burgers Denklem Sistemi icin Bicklund Doniistimii ve
Lax Cifti

Bu kisimda, (74) Burgers denklem sisteminin hem ikili formda hem de ikili Bell

polinomu formunda bilineer Bécklund doniistimii ile Lax ¢ifti arasgtirilmistir.

P2 - [yyt(ga Zj) - yxwy(%v 5)i| - D)yt(py Q) - yxxy(pa Q)] (96)
alarak baslayalim. Burada (p, q) ve (p, q) . (78,79) esitliklerini saglayan fonksiyonlardir.

p=In(f/g) ve ¢ =In(f'g’) olsun.

v=mn(3/g), w=Mn(f/f), vs=(f/g). vi=1n(5/f).

w1:ln<5g>, UJQZID(}f)7 w321n(?g>7 w4:1n(§f)7 (97)

P—P=Vy—UV1 =W3 =Wy P+P=1703—V4=Wz— W

(98)

a—q:U1+U2:U3+U4 a—l—q:wl—l—wg:wg—l—fm

esitlikleri kullamlarak (74) Burgers denklem sisteminin ikili Bell polinomu formunda
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Bicklund doniisiimii

Vi(r,w1) + Voo (v1,w1) =
Vi(vg, wo) + Ver (Ve, we) =
Ve(vs, w3) — pe*="2 =0

Vay(v3, w3) — dYe(vs, w3) + pe ™2V, (v4, wg) = 0

0
0
(99)

seklinde elde edilir. Burada p ve d keyfi reel sabitlerdir. Asagida (99) esitliklerinin nasil
elde edildigi gosterilmistir. (95) esitligi

o= (5n), e (5.) ~ (i-a)
A SR CORIGN

(100)
= (va — 1), + (01 —v2), (V3 —v4), — (V1 + v2),,
- (UQ - Ul)t + (Ul - UQ)m (2U3 — U1 — UQ):B - (wl — W2 + 2U3)maz =0
seklinde ifade edilebilir. (100) esitliginden
yt(vla'lUl)"{'yxx(vlawl) =0
(101)
Vi(va, w2) + Viz(v2,w2) = 0,
esitlikleri elde edildikten sonra kalan terimler diizenlendikten sonra
U3,z + U3,z <U2,w - Ul,m) = 0. (102)

seklindedir. (102) denkleminin her iki tarafi1 R = e"27"! integral ¢arpam ile garparak

gerekli iglemler yapildiginda

V2 —V1 V1—V2

V3 € =l = U3y = e

esitligi elde edilir.
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Diger yandan, (96) esitligi

P = (5-q)yt- (5-p>my -2 (Exaxy-pquy>
= (i), (0).,,- (). (i49), + (+9). (i) )

= (Ul—HJQ)yt - (U2-U1)my - ((U2-U1)$ (w1+w2)xy + (v3-v4), (U1+U2)$y> (103)

seklinde ifade edilebilir.

Dyt = _2U17xvl7xy_wl,xxy

Vayt = _2U2,xv2,xy — W2 zay
esitlikleri (103) de yerine yazilarak

P = _2vl,wvl,wy — Wi gzy — 2'02,32'0273231 — W2 zay — (211}3 — Wy — w2)a:a:y
— (Ug — Ul)z (211)3 — Vg + Ul):}cy — (21}3 — V1 — ’02)1 (U1 + Ug)zy

= W3zay + W3, zy (UQ,x - Ul,ac) + V3. (Ul,m; + UQ,a:y) =0

W3, zy
V3 < = —v3, (v3 + U4)xy
V3z /4

W3 xy
> — d
—Ug’m -+ (’03 -+ U4)y

W3, zy + U3 4 V3,y + U3 4V4,y — dU3,x = 0

Yy (v, w3) — dYy(vs, w3) + pe” Y, (va, wq) = 0
elde edilir. (35) yardimiyla, bilineer formda Bécklund déniigtimii
(D +D3) 9.9 =0
(Di+D3) f.f=0

(D,D, —dD,) f.g+ uD,g.f = 0.

(104)
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esitlikleriyle verilebilir. (97)-(98) esitliklerinin sonucu olarak

Vp =U3— P, Wy=W3+P, Vg=0—pP, Wg=W+P (105)

esitlikleri elde edilebilir (Lambert ve Springael, 2011).

w; = v; + in Uy = 11“/)2‘, (Z = 173) (106)

alinarak
Q=w —v=ws—v3==01 =03 (107)

egitlikleri kullanilirsa, (74) Burgers denklem sisteminin Lax ¢ifti

d -p —
1/11,3, = §¢1 — b (qa;; pw)w:a

wl,t = (pl‘:r - qxw) wl - wl,xz
(108)

¢37x = pePi,

ws,t = upyeP, — /wpwm-

seklinde elde edilir. Burada ¢y, = ¥4, , 3, = V3, bagdasabilirlik sartlarimn

saglandig1 kolayca gosterilebilir.

Simdi bu Lax c¢iftini elde edelim.

V3o = ,uevliv2
w?)r — 7?1
— = pe? =p— 109
(o3 Yy (109)
yazilabilir.
Vs _ o
Yy ’
esitligi kullanihirsa, (109),
¢3,x = peP, (110)

seklinde elde edilir.



Benzer sekilde

Vg = U, — Wi

2
Ve _ _(@)2_@ ) )_m,m@bl—eﬁ,x
wl wl Tr Tr ’l/}%

¢1,t = (pm" - qatm) Yy — wl,xm'

elde edilebilir.

2
Vot + 'UQJ; + W go = 0

esitligi igin (105) kullanilirsa,

U3t — Pt + U;?,x + pi - 2U3,sz + W3, zx + Pxz = 0

77Z}3t 2 (¢3x)2 w?)a:

—= = p =Py Pew— | =) T2 — (@ P+ 03),,,

Vs (BB (B

w?)t 2 (w3x)2 w.?)z ¢3J1x¢3_¢§x
—_— = Pt — Py — Pzx — — +2 ,px_qgca:_’_px:c_ 7 :
¢3 ’ 77Z}3 ¢3 wg

1/}3t 2 1/}3z ¢3zx

—_ = Pt — Dy — Daz +2 — Dy — —,

Vs — (R (R

0

Py = 211’3,3517:1: - ¢37x1"

)

ve (110) esitligi kullanilirsa,

¢3,t = ppLel; — MGPT/Jl,z-

bulunur.

)
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Benzer sekilde

V3, 2V3,y + W3,zy — dUS,x + Mevlivzv&y =0

V3,0 U3, B
"/)Lé"/)igy + (q -p + U3)xy + v3,mv4,y - dv3,z =0

wS,w wS,y _ wS,wyd)S_wS,ywS,w wi’),w wl,y
Uy by 1 Gay T Pyt ( T T U
w3,xy _ wS,x 77Z)1,y _ wS,x _ % _

by T ey~ Py T = Gy — A5 =0

/lp y w , T w P
#—i_ﬁ—i_(q‘ry_pxy)wi_py_d_o
(110) esitligi kullanilarak

d e’ (Qm — Dz ) ¢

elde edilebilir.

“p) -

P

P

3,x
3

=0

32
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4. GENELLESTIRILMIS BiLINEER DIFERENSIYEL DENKLEMLER

Matematiksel fizikteki bircok denklem bagimh degisken doéniigiimii yardimiyla Hi-
rota bilineer formunda yazilabilir. Hirota bilineer metodu, matematiksel fizikteki lineer
olmayan diferensiyel denklemleri Hirota bilineer formuna indirgeyerek ¢cozmek icin gayet

etkili ve kullanigh bir yoldur (Hirota, 2004).

Ornegin; KAV denklemi

Uy + 6Uly + Uypy = 0, (111)
Boussinesq denklemi
ve KP denklemi
(us + 6Uly + Uggy)z + Uyy =0 (113)

olmak iizere, bu denklemlerin bilineer formlari sirasiyla v = 2(In f),, doniisiimii yardimiyla
(DD + D) f - f =0, (114)
u = 6(In f),, doniigiimii yardimiyla
(D} +Dy)f-f=0, (115)
u = 2(In f),, doniisiimii yardimiyla
(DD, +Dy+D))f - f=0 (116)
seklinde elde edilir.

Genellegtirilmis bilineer denklemleri elde etmekte kullanilan tiirevler Hirota tiirev-

lerinin daha genel halidir ve

n
n

(Dgaf -9) (2) = (00 + 000" F0)g(@ e, = 3 (1) 0277) () 0L9) (o), 2 1.
= (117)
ile tamimlanir (Ma, 2011, 2013 a).
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Eger p = 2k (k € N) ise genellegtirilmis diferensiyel operatérler Hirota tiirevlerini

ifade eder. Eger p = 3 ise a degigkeninin kuvvetleri
a=-1,a = =1,a'=-1,°=a*=1, .., (118)

seklinde elde edilir. Buna gore isaretlerin kural

eger p = 5 ise
a=-1,02=1,>=—-1,a*=0a° =1,
(120)
af=—-1,a"=1,a=-1,a" =00 =1, ..,

olmak iizere isaretler arasindaki iligki
—+ =+ + =+ —++.. (p=5) (121)
dir. Diger yandan Hirota tiirevleri icin iligki
—+,—+,—+,... (p=2) (122)
iken p = 7 igin
-+, -+, -+ + -+ -+ -+ + . (p=T7) (123)

dir. Verilen bu yeni tiirevler yardimiyla yeni bilineer denklemler, (117) de p degerlerinin

secimine bagh olarak agagidaki gibi elde edilebilir:
Ds.f 9= fog— f9a,

D3,1D3,tf g = fa:tg - fxgt - ftgax + fg:ct,
D;%,xD&tf 9= foatd = fea9t — 2[2t92 + 2[2Gut + ft9ee + fGrat;
D;fo)’,tf g = fx:pxtg - fxzzgt - foactga: + 3fmtgmx + fomg:vt + Sfxgmmt + ftgmx:p - fgxzzt7

ve
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Dsof 9= 19— f9a,
D5 oDsif - 9= futg — 29t — [t9z + [ Guts
D:.f 9= feza9 — 3frale + 3feGux — [Graws
D3,Dsif - 9= fonrg = faats = 2fuige + 2[00t + fidaw — fGuar,
Dg,xDE),tf 9 = fraatg — fraaGt — 3fwwtGz + 3fuotGra + 3frwGut — 3faeGeat — ft9vwe + fGuwat,
D2 f 9= froand — 4frsade + 6 froGue — 4fuGsae + f Guwras
D2 f - 9= frowaeg — B frzzads + 10 frzaGus — 10 foaGoze + 5 oGuswe + [ Jzoawa-

Bu tiirevler daha sonra yine Ma tarafindan bir kez daha genellestirilerek

n n - n n—i i n—1i %
Do -9 )= (5.9 = 3 (7)ot @270) o) 02) o). m 2 1,
(124)
tiirevleri elde edilmigtir (Ma, 2013 b).

Kolayca goriilebilir ki

durumu bilinen normal tiirevlere karsilik gelir.
p=1 p=2k keN
durumu da Hirota bilineer operatorlere karsilik gelir.
p=1 p=2k keN
ise bir 6nceki bahsedilen genellegtirilmis bilineer operatorlere karsilik gelir.

m = 0,1, 2, ... olmak tizere, terimlerin igaretlerini olusturan " ifadesini inceleye-
lim.

s=2k, keN:+4, —+,—, ...
s=1:4+,+,+,4+, ...
SZ3:+7_7+a+7_7+a"'

325:+7_7+7_7+7+7_7+7_7+7“'
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827:+,_,+7_7+7_7+a+7_7+a_7+7_’+?“'

seklinde ifade edilebilir. Bu kural yardimiyla genellestirilmis tiirevlerle yazilabilen bazi

bilineer denklemler

D?l,S):cf *9 = f329 — 3[2292 + 32920 + [ 32,

D?2,5>xf "9 = _f53: - 5f4xgm - 10f3m92m - 1of2xg3m - 5fxg4x + fg5m
D<7377)q;f ‘g = _f7xg - 7f619x + 21f5x92x + 35f4x931 + 35f3mg4z - 21f2x95x - 7f:):96x + fg7z

formundadar.
4.1 1. Tiir Ust Uste Bindirme Kurali

Genellegtirilmis tiirevlerle yazilan bir bilineer denklem olan

P(DpaysDpayy s Dpayy) f-f =0 (125)

verilsin. Burada P, D,,., 1 < ¢ < M, tiirevlerinin polinomudur. D, ,, genellestir-
ilmig tiirev operatorleri (117) esitligi ile tanimlanir (Ma, 2011, 2013 a). Bu egitlikte «

degiskeninin kuvvetleri
o = (=1)"D, i =r(i) modp, 0 <r(i)<p, i >0 (126)
kurali ile belirlenir. Simdi N-dalga degiskenlerini tanimlayalim:
n, =k x=kyx1 + koo + .o+ kyirn, 1< <N, (127)
ve iistel dalga fonksiyonlar:
f; = e = ehrimthaimatthvarn 1 <4 < N (128)

ile verilsin. Burada k;; ler reel sabitlerdir ve degiskenlerin agirliklarina gore 6zel segimler

yapilabilir. Dalga iligki(katsay1) vektorii k; ve bagimh degisken vektorii x
ki = (kl,h kZ,ia ceey kM,z) y 1 S Z S N, X = (l’l, T2y .uny Z’M) (129)

seklindedir.
N N
f:€1f1+€2f2+...+€NfN:Zafi:ZEie”i (130)
i=1 i=1



37

lineer toplamini ele alalim. ;, 1 < ¢ < N, sabitlerdir. Ma (2013 a) tarafindan goster-
ilmigtir: NV iistel dalganin f lineer toplaminin (125) genellegtirilmis bilineer denklemini

¢ozmesi icin gerek ve yeter sart

P (]{7171' + OékZLj, ceey kM,i + Oé]{?MJ') —+ P (kl,j + O[k?lﬂ;, ceey kM,j -+ OékZMﬂ‘) = 0, 1 S 7 S j S N,
(131)

olmasidir.

4.2 Hiperbolik Fonksiyon Céziimleri i¢in I. Tiir Ust Uste Bindirme Kural

(125) denkleminin hiperbolik fonksiyon ¢oztimleri f; = coshn, = 3 (e + e ™),

1 <i < N, ile verilsin.

N N
1
f=eafitefo+...+tenfn= Zé‘i coshn, = ;515 (e”i + 67777?) (132)

i=1
ise hiperbolik fonksiyon coziimlerinin lineer toplami olsun. Genellestirilmisg tiirevler

altinda

P(Dpyyses Dpay) €€ = P (k1 + akyjy .oy kngi + akpg ;) €™ 1 <, j < N.
(133)

esitliginin iistel fonksiyonlar icin sagladigi Ma (2013 a) tarafindan gosterilmistir.

Teorem 4.1. k;; ler reel sabitler olmak tizere P(z1, 2, ..., 2)) bir polinom ve N
dalga degiskeni 7, = k; - x = k1 ;21 + ko 22 + ... + kyriznr, 1 <7 < N, ile tanimlansin.
fi = chn, = %(e"i +e "), 1 < i< N, hiperbolik fonksiyonlarimin herhangi bir lineer
toplaminin (125) genellegtirilmis bilineer denkleminin bir ¢oziimii olmasi i¢in gerek ve

yeter sart

P (k'17i—|-05k17j, vy kMJ'—i—OékM’j) +P (akl,i+k1,j> ceey akM,i+kM,j) = O,

P (k)l,i'&kl,ﬁ ceey ]{?Mﬂ'—OékJMJ‘) +P (Oék?17z‘—k317j, ceey akM,i‘kM,j) = 0,
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P (—]{3171'4—0(]{'1’]', -~-,‘kM,i+akM,j) +P ('akl,i+k1,j7 ey ‘akM,i+kM,j> = O,
1<i<j<N,
P (—k17i—ak’17]‘, ceey —]{7M7i—()ék’]\/[7j) +P (—aklﬁ‘—k’l’j, ceey —ak:M,i—kM,j) = O,

1<i<j<N,
(134)

sartlarinin saglanmasidir.
Ispat. (133) esitligini kullanarak agagidaki hesaplamalar1 yapabiliriz:

P (Dp,xla T Dp,zm) f ’ f
N
= P(Dpsyseis Dpayy) Z g;coshn,- Z gjcoshn;
i=1 =1

(e +e) = (e + e )

N
= Z gigjp (Dp,xla“ﬂDpﬂ?Al)

4,j=1

N | =
N | —

N
1
= 1 g €:€;P (Dpays ey Dpyy) (€7 - €M € e e el e e )
ij=1

N
Z €i€j [P (]{71,1‘4—0[]{1’3’, R ]ﬁM,H-Oé/{ZM,j) €m+nj—|—P (/{3172'—041{310', ey k:M,,--oszJ)em_”j
<N

1<i<

P( Z-I-Oékl NIRE -kMyi-l—OékM’j)@iernj—l—P ('kl,i'akl,j, ...,—]ﬂM’i-OékMJ)e_m_nj]
1
4

N
§ ;41 =1
E; Ej k17i+0[]€17j, ey kM,i+05kM,j) e i+P (kl,i‘&klg'; cey ]{IMJ‘—Oék’MJ‘)Gn j
1<i>5<N

+P (—]{71’1'4-06]61,]'7 ey -/{:M,i+osz7j)e*7’i+T’j +P (-k:l,l--ozkl,j, cery -kM,i-akM,j)e_"i_"j]

N
1
Jrzl Z Ei€j [P (k/’l,ﬂr()ék?l’j, ceey kIM7i+CY/€M7j) el +P (k‘lﬂ‘—Qij, . ]{?MJ—Oék’MJ)Bn 1
1<i=j<N

+P (—]{Jl’i-i-CYij, ceey —k?Mﬂ‘-i-Oék?M’j)e_m—i_nj +P (-k:l,i-ozkrl,j, ceey —kM’i—Ozk?M’j)e_m_nj]

N
1
= Z Z €i€j[<P (kl,i+ak1,ja ceny kM’i-i-OékM,j)—l—P (Oé]flﬂ'—‘rkl,j, ceny CkkM’l'-i-kM’j)) 677i+nj
1<i<j<N
+ (P (kl i ak1 NIREE /{JM7i—Oé/{?M7j)—|—P (akl,i-kl,j, cey Oé/{JMJ'—kM,j)) 6771'*711'

+ (P ( kl,i+ak1,j, cery -kMJ-FOé]{M,j)—{-P (-ak1,i+k17j, ey ‘akM,H‘kM,j)) e it

+ (P ( kl,i‘akl,ja cees —l{?Mﬂ'—Oék’MJ)—f—P (‘akl,i‘kl,jy ceey —O[]CMJ‘—]{?M,]')) 6_7’1’_"1’]
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N
1
‘l‘Z Z 5? [P (kl,i“l‘akl,i; R kM7i—|-Oék’M7i) 627’1’+P (k'17i—04k1’7;, cen k‘MJ-OékM,i)

1<i<N
+P ('kl,i+ak1,i; ceey —]{M’i—‘y-OékM’i)—FP ('kl,i'gkl,h ceny -kMyi-oszyi)e_%].

(135)

Buradan, "N adet f; = coshn; = 5 (e" +¢ ™), 1 < i < N, hiperbolik fonksiyon
¢oziimiiniin f lineer toplaminin (125) genellestirilmis bilineer denklemini ¢zmesi i¢in
gerek ve yeter gsart (134) esitliklerinin saglanmasidir" sonucu ¢ikarilabilir.

Bu teorem bize, verilen genellestirilmig bir bilineer denklem i¢in hiperbolik fonksi-
yon ¢oziimlerinin bir lineer toplaminin da ne zaman bir ¢oziim olacagin ifade eder. Bu
teorem ayni zamanda verilen genellegtirilmis bilineer denklemlere N —dalga ¢oziim olus-
turmak i¢in bir metot geligtirmis olur. (134) sistemi ¢ziimiin saglamasi gereken sarttir.
Daha agik bir deyisle, eger (134) sistemi ¢oziilebilirse, verilen genelllestirilmis bilineer

denklem i¢in (132) N-dalga ¢oziimii elde edilmig olur.

4.3 Trigonometrik Fonksiyon Coziimleri I¢in I. Tiir Ust Uste Bindirme

Kural

(125) denkleminin trigonometrik fonksiyon ¢oziimleri olmak iizere f; = cosn, =
% (eI”i + e‘I”i) , 1 <7< N, verilsin. Buradan, =k; -x,1<¢< N, [ =+-1, dir.

N N
1 In, _In,
f:51f1+52f2+---+5NfN:Zgicosni:;5i§ (e i+ e ’“) (136)

i=1
ise trigonometrik fonksiyon ¢oziimlerinin lineer toplami olsun. Benzer sekilde, N adet
trigonometrik fonksiyon ¢tziimiiniin f lineer toplamimin (125) genellegtirilmis bilineer

denkleminin ¢oziimii olmasi igin gerek ve yeter sart

P (Iky;+alkyj, ... kyi+alky ;) + P (adky i4+1ky j, ..., alkyi+1ka ) =0,
I1<i<j<N
P (Iky-alky j, ..., Tka-ad kg ) « P (ol by i-1ky j, ..., ol kg -Tkag ;) =0,
1<i<j<N,

Y
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P (—[l{}Lrl—a[ij, vy —[k?M,i—FOéIk‘M’j) +P (—Oz[kl’i+fl€17j, ey —le[kM,i‘i‘[kM,j) :O,
1<i<j<N,
P (-Ikru—alk,‘l,j, ceey -Il{:M7,~—aIkM7j) +P (—Oé]klﬂ‘—]k‘l,j, ceey ‘a]kM,i‘IkM,j) :0,

1<i<j<N,
(137)

denklemlerinin saglanmasidir.

Teorem 4.2. Fk;; ler reel sabitler olmak tizere P(z1, 2, ..., 2)) bir polinom ve N
dalga degiskeni 7, = k; - x = k1 ;21 + ko x2 + ... + kyriznr, 1 <7 < N, ile tanimlansin.
fi = cosm,;, 1 <7 < N, trigonometrik fonksiyonlarinin herhangi bir lineer toplaminin
(125) genellegtirilmis bilineer denkleminin bir ¢ziimii olmas: i¢in gerek ve yeter sart

(137) denklemlerinin saglanmasidir.

Bu teorem bize, verilen genellestirilmis bir bilineer denklem ic¢in trigonometrik
fonksiyon ¢oziimlerinin bir lineer toplaminin da ne zaman bir ¢oziim olacagini ifade eder.
Bu teorem ayni zamanda verilen genellestirilmig bilineer denklemlere N —dalga ¢oziim
olugturmak icin bir metot geligtirmis olur. (137) sistemi ¢oziimiin saglamasi gereken
sarttir. Daha agqk bir deyigle, eger (137) sistemi ¢oziilebilirse, verilen genelllegtirilmis

bilineer denklem igin (136) N-dalga ¢oziimii elde edilmig olur.

4.4 Uygulamalar

Ornek 1.

(129) daki k;; lerin segimlerini gosteren bagimsiz degiskenlerin agirliklarim

(w(z), w(y), w(z), w(t)) = (1,2,3,4) (138)

seklinde alalim. ¢y, co, c3, ¢4, ¢5, cg sabitler olmak {izere 7. dereceden agirhiga gore homo-
jen olan

P = a1y + cox2® + 323t + cay?z + cszyt + cex’yz, (139)

polinomunu ele alalim. k;, 1 <1¢ < N, sabitler olmak iizere dalga degiskenleri

n; = kix + bikly + boklz + b3kit, 1 <i < N (140)
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seklinde olsun. by, by ve b3 belirlenecek sabitlerdir.

(139) polinomunun karsihk geldigi genellegtirilmis bilineer denklem
S=P (D37$7 ngy, D3’Z7 D3,t) f . f olmak iizere

S = 6clfyyfy:v + 2¢o foze f + 6C3 foxfur + 2C4fyyzf

(141)
+205fxytf + 206f:1::cfyz + 466fxyfxz =0
formundadir. by, €; ve k; ler keyfi sabitler olmak iizere,
2cq 3¢y
by = —3’2’;6 , bz = 172173 (142)
ve
9cicocs = 2¢6 (3cqcs — C506) (143)
esitlikleri saglandig1 takdirde (141) denkleminin ¢6ziimii agagidaki
N N N
f=Yafi=)Y achn =Y cich (ka+ bikly + bakiz + bski't) (144)
i=1 i=1 i=1
yada
N N N
f= Z g fi = Z €;CO81); = Z €, COS (klx + bikly + boklz + bgkft) , (145)
i=1 i=1 i=1
ile tanimlanan N-dalga ¢oziimlerinin lineer alt uzaylarini icerir.
Ornek 2.
(129) daki k;; lerin secimlerini gosteren bagimsiz degiskenlerin agirhiklarini
(w(@), w(y), w(z), w(t)) = (1,3,5,7), (146)

ile verelim. ¢y, cq, c3, ¢4, c5 sabitler olmak tizere 8. dereceden agirhiga gére homojen olan
P = 12 + o2’y + 35232 + cayz + csat (147)
polinomunu ele alalim. %;, 1 <1¢ < N, sabitler olmak iizere dalga degiskenleri

n; = kix + bikdy + bokPz + bsklt, 1 <i < N, (148)



olsun. by, by ve bz belirlenecek sabitlerdir.

(147) polinomuna kargilik gelen genellegtirilmis bilineer denklem

S=P (D57x, D5,y7 D5’Z7 D5,t) f . f olmak iizere

S = 7001 3:1::)% + 2oc2f1’xfxw$y + ].OCfoyfxzmr - 2002fmmmfmxy

+203ffxa?:cz - 263fzfxmc - GCSfxfxxz + 603fx:cf:cz + 2C4ffyz

_2C4fyfz + 205ffzt - 2C5f3:ft =0

dir. g; ler ve k; ler keyfi sabitler olmak {izere,

_ _Ta __ T0c1 __ T0c1
bl_ c2 ! b2_3c3a b?)_ s
ve
76104 == —20302.

esitlikleri saglandig: takdirde (149) denkleminin ¢oziimii

N N N
f = Z&Lfl = Z €iCh77i = Z €iCh (klx + blk?y + ka’?Z + b3kzt) 5
=1 =1

i=1

ile tanimlanan N-dalga ¢oziimlerinin lineer alt uzaylarini icerir.

Benzer sekilde,

— Ta — 101 — 101
blicz’bi?)cg’ 37 "o
ve
Tcicy = —2c¢3Co

esitlikleri saglandig1 takdirde (149) denkleminin ¢6ziimii

N N N
f= Z&‘fi = Zsi cosn; = Zsi cos (klm + bikly + bkl + b3/<7i7t) ,
i=1 i=1

i=1

ile tamimlanan N-dalga ¢oziimlerinin lineer alt uzaylarin icerir.

Ornek 3.
(w(x)v w(y)v w(z), w(t)) = (17 37 _17 _3> )

42

(149)

(150)

(151)

(152)

(153)

(154)

(155)
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(129) daki k;; lerin segimlerini gosteren bagimsiz degiskenlerin agirhiklar: ve ¢, 2, ¢3, ¢4

sabitler olmak {izere 4. dereceden agirhiga gére homojen olan
P = 12t + coxy + 3252 + ezt (156)

polinomunu inceleyelim. Bu ¢rnek negatif agirlik iceren bir érnektir. k;, 1 < i < N,

sabitler olmak tizere dalga degiskenlerini

n; = kix + bikdy 4+ ok tz + b3kt 1<i < N (157)

ile verelim. by, by ve bs belirlenecek sabitlerdir.

(156) polinomunun ifade ettigi genellegtirilmis bilineer denklem

S =P (Dsy,Dsy, D5 ., Ds;) f- f olmak iizere

S = Qlef:ca:xx - 8lexxxfx + 661 395 + 2C2ffa:y - 262fxfy

+2oc3f:mvfmmxz + 1OC3fxz frxmm - 2003fa:mmfmmz + 7004fmmzxfxwmt (158)

=0

dir. g; ler ve k; ler keyfi sabitler olmak {izere,

bl —_a  p, = 3c1 b = 3c1 (159)

ca’ 2 - 10c3? 3 — 7004 :

esitliklerinin saglanmasi halinde (158) denkleminin ¢oziimii

N N N
F=Y cafi=)Y eichn, =Y cich (ki + bikly + bok; 'z + bsk;"t) | (160)
=1 =1

=1

ile tamimlanan N-dalga ¢oziimlerinin lineer alt uzaylarini icerir.

Benzer yoldan,

N (161

esitliklerinin saglanmasi halinde, (158) denkleminin ¢6ziimii

N N N
f= Z gifi = Zei cosn; = Zgi cos (ki + bikly + boky 'z + bsk;3t)
1=1 i=1

=1

ile tammmlanan N-dalga ¢oziimlerinin lineer alt uzaylarin icerir.
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4.5 II. Tiir Ust Uste Bindirme Kurali

Genellegtirilmig bilineer tiirevlerle ifade edilen

P (D

P1,217 ")

Dp;n,xl; 7 Dﬁl,x]V[’ Tt Dp;r“x[\/[) f : f = 0 (162)

bilineer denklemini ele alalim. Burada P; Dﬁhxj, 1 <i<m,1< 5 < M tiirevlerinin

bir polinomudur. Bu tiirevler (124) ile tammlanir ve o, degerlerini belirlemek igin

kullanilan kural

ol = (=1)"Y 1 =r,(1) mods, 0<ry(l)<s, s>1,1>0 (163)

S

seklindedir (Ma, 2013 b). Bu tiirevler, Ma (Ma, 2011, 2013 a) da verilen genellegtirilmis

tiirevlerin bir adim daha genellestirilmesiyle elde edilen. N-dalga degiskenleri
n, =k - x=kyx1+ koo + o+ Ky, 1< <N (164)
seklinde ve iistel dalga fonksiyonlar
fi = el = ehimthumntothian ] <j < N (165)

olarak tanimlansin. Burada k;; ler reel sabitlerdir ve degiskenlerin agirhklarina gore ¢zel

secimler yapilabilir. Dalga katsay1 vektorii k; ve bagimli degisken vektorii x, sirasiyla

kz‘ = (kLi,kQ’i, ceey kM,i)7 1 S 7 S N, X = (;Ul,.l’g, ,;EM> (166)
seklinde olsun.
N N
f:€1f1+€2f2+--.+5NfNZZ&‘fi:ZﬁiGmG (167)
i=1 i=1

lineer toplamini alalim. ¢;, 1 <i < N ler keyfi sabitlerdir. (Ma, 2013 b) den N iistel
dalganmm f lineer toplaminin (162) genellegtirilmig bilineer denkleminin ¢6ziimii olmasi

icin gerek ve yeter sart

P(ﬁl,l(%])?7B17m(27j)7aﬁMJ(Zaj)aaﬁM,m(ZaJ))
+P <61,1(j7i)7"'761,m<jai);"-;ﬁMJ(j?i)v"'76M,m(jai)>:
<
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esitliginin saglanmasidir. 3, ,(4,j) ler

5r,s(i7j) = ap ki + ap ki (169)

ile tanimlanir.

4.6 Hiperbolik Fonksiyon Céziimleri Icin II. Tiir Ust Uste Bindirme Kurali

(162) denkleminin f; = chn; = 5 (e% + e "), 1 < i < N hiperbolik fonksiyon

¢oziimlerini alalim. Hiperbolik fonksiyonlarin keyfi bir lineer toplami olan

N N
1 .
f=afhtefot. .. +enfn= Z&chm = ;&5 (e 4 e7™) (170)

i=1
ifadesini ele alalim. Yukarida tanimlanan genellestirilmis tiirevler altinda iistel fonksi-

yonlarin

P(D,, .o D

p1,717

D D )e"i-e"j

Pm,x1? "t T pL,ENM Y T T PmyT M

1<4,j<N.

esitligini sagladigy Ma tarafindan (Ma, 2013 b) de gosterilmigtir.

Teorem 4.3. k;; ler reel sabitler olmak tizere P(%1 1, ..., L1} ---; L1 M, ooy i) DIT
polinom ve N dalga degiskeni n; = k; - x = ky;x1 + kojzo + ... + knrizn, 1 <0 < N,

ile tanimlansin. f; = chn; = % (e +e ), 1 < i < N, hiperbolik fonksiyonlarinin

2
herhangi bir lineer toplaminin (162) genellegtirilmig bilineer denkleminin bir ¢oziimii

olmasi icin gerek ve yeter sart

P(ﬁl,l(lvj)vaﬁl,m(lvj)a76M,1(17])775M,m(2’])>
+P (ﬁl,l(ja 2)7 "'7ﬁl,m(j7 2)7 '”;5M,1(j7i>7 75M,m(]7l)) = 07 1 S i S j S N,
P (81100 =5)s s Brm (s =3)5 -5 Baga (65 =7)s s Bagm (i —7))

+P (61,1(_j7 Z)7761,m(_.]77’)ﬂ "‘;6M71(_j77:)7"‘7BM7m<_j7 Z)) = 07 1 S 7’7] S N7
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P (ﬁl,l(_i7 _j>> ) ﬁl,m(_iv _j>; “ees ﬁM,l(_iu _j)7 EE) BM,m(_i7 _j))

+P (ﬁl,l('ja 'i)7 "'761,m('j7 'Z)v "';BM,l('jv 'Z.)a "'7ﬁM,m('j7'i)) = 07 1 S i S] S N7

(172)
sartlarinin saglanmasidir.
Ispat. (171) kullamlarak
P (D251,I1’ s Dp?n,:vl; e Dﬁl@M’ B Dp?n,:vM) f-f
N N
= P (D151,Jf1’ o Dlﬂn,m; 0 Dﬁlﬂ»’M’ o Dp%,ﬂﬁzw) Z gich;: Z gjdw]j
i=1 j=1
al 1, o1,
= D& Dy D3 Do oo D) 5 (€767 o5 (M4e77)

1,j=1

1 N
= Z Z gzg‘]P (Dﬁl7x17 Tt Dp;n7x1; '..; DﬁlwxM, e Dp;YL7xM)

ij=1

X (eni.enj+e77i.e_nj+e_ni.enj+e'ni.e_nj)

N

1 .
- Z Z S |:P(ﬁl’l(i’j)""’ﬁl,m(i7j);'-‘;BM,I(i7j)7"‘75M,m<i7j)> 6n o
1<i<j<N
+P (51’1<i’_j>’ T ﬁl,m<i7'j); e ﬁM,l(i?'j)7 ceey ﬁM,m(zvj)> el
+P (ﬁm(-i,j), e Bl,m('i’j); “ees 5M,1(~¢>j)» Sy BM,m('i>j)> et
+F (61’1('i’_j)’ " ﬁlm(l7j>7 R ﬁM,l('ia’j)7 e BMm(ZJJ)) 6‘771"7“]
N
+i Z “i%) [P (61’1(i’j)’""ﬁl,m(iaj);'--;BM,l(iaj)7"'76M,m(i7j)>€ni+nj
1<i>j<N

+P (61,1(2"_j)w“aﬁl,m(i?_j);"';BM,l(i7_j)a--wﬂM,m(ia _])> el
+P<61,1(_i7j)7"'aﬁl,m(_i7j>;'--;BM,l(_iaj)v"'76M7m(_i7j)> 6—772""‘77]'
P (Bra(—i =), s Brn (=1 =); 3 Baga (= =), s Bagyu( = =) )77
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1 N

+Z Z €i&j [P <ﬂ171(i’j)’"'751,m(i’j);"';ﬂMyl(iaj),---,BMym(i,j))eniJrnj

1<i=j<N
+P (6171(2.7’.7‘)7 R 617m(i7’j); ey ﬂM71(Z’7’j)7 R 6M7m<i7’j)>eminj

P (B )y By 0 i Bagg (7)o By () ) €77
P (Bualid)s o Brn ()i Baga (i), oo By (i) ) €7 |

_ i ﬁs i [ (P (Bl )s oo Brn620): i Baga (05 9): o Bygn 029))

+
N
o
.
=
3
=
=
=
-
~.
=
=
3
-
=
N———
N———
Q)
3
+
S

+P <5171<i7'i)7 AR) Bl,m(ifi); e BM,l(ifi)a RS) BM,m(iv‘i)>
P (BraCis)s s Bran (s ;03 Baga (1), o Bagn(1))
P (Bua(irt)s oo By (si)s s Baga (), o By (i) ) €2 (173)

islemleri yapilir ve burada

(174)

esitlikleri kullamhrsa, (173) dan, "N adet f; = chn; = & (e" 4+ e7"), 1 <i < N hiper-

bolik fonksiyonun f lineer toplaminin (162) genellegtirilmis bilineer denkleminin ¢oziimii

olmast igin gerek ve yeter sart (172) esitliklerinin saglanmasidir" sonucu gikarilabilir.
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Bu teorem bize, verilen genellestirilmis bir bilineer denklem i¢in hiperbolik fonksiyon
¢oziimlerinin bir lineer toplaminin da ne zaman bir ¢éziim olacagini ifade eder. Bu teo-
rem ayni zamanda verilen genellestirilmis bilineer denklemlere N —dalga ¢oziimii olus-
turmak i¢in bir metot geligtirmis olur. (172) sistemi ¢dziimiin saglamas: gereken sarttir.
Daha agik bir deyisle, eger (172) sistemi ¢oziilebilirse, verilen genelllestirilmis bilineer

denklem i¢in (170) N-dalga ¢oziimii elde edilmig olur.

4.7 Trigonometrik Fonksiyon Céziimleri I¢in II. Tiir Ust Uste Bindirme Ku-

ral

n, =k;-x,1 <i< N, I =+/—1olmak tizere, f; = cosn, = %(GI’“ —1—6*1’71'),
1 <1< N, (162) denkleminin trigonometrik fonksiyon ¢oziimleri olsun. Trigonometrik
fonksiyon ¢oziimlerinin lineer toplami olan

N N
Lo, o o~
f=€1f1+€2f2+---+€NfNZZ&COS%:;&E (e +e ™), (175)

i=1
ifadesini ele alalim. Benzer mantikla, N adet trigonometrik fonksiyon ¢oziimiiniin f
lineer toplaminin (162) genellegtirilmis bilineer denkleminin ¢oziimii olmasi i¢in gerek

ve yeter sart

P (51,1(”: 1), "‘7617m(1i7 Ij5); .5 5M,1(]i7 1j), --w@M,m(”a U))

+P (81115, 1), ..o, By (15, 10); .s Baga (14, 14), oo, By (15, 13)) =0, 1 < i < j < N,

P (By 1Tty =1j), s B (T, =15); oo Bapa (L, =15, ooy Bagn (T1, —15))

+P (By1 (=154, 13), .., By (=15, 10); o Baga (=15, 1), ooy Bag (=14, 17)) =0, 1 <4,j < N,
P (31,1(_”7 —1j), --wﬂl,m(_”a —135); . BM,l(_Iiv —1j), "'76M,m(_]iﬂ —]j>)

+P (ﬁl,l('lja'li)a "'7ﬁl,m('1j7 'IZ)z -'-;BMJ('I.].; 'Ii)v 75M7m<'1j7'12)) = 07 1 S i S ] S N7
(176)
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denklemlerinin saglanmasidir. Burada

Ii,—1j) = oy Tk ; — ay Ik, 5,
j) Ps s Ds 5] (177)

—Ii, 1j) = —op, Ik, ; + o Ik, 5,

—1i,—1j) = —ap,Ik; — aplk.;, ve I =+/—1

kullanilir. Bunun iizerine agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.4. k;; ler reel sabitler olmak tizere P(%11, ..., Ty 1} .-} T1,M, ooy T pr) DIT
polinom ve N dalga degiskeni n; = k; - x = ky;x1 + kojzo + ... + karizn, 1 <0 < N,
ile tanimlansm. f; = cosn;, 1 <14 < N, hiperbolik fonksiyonlarinin herhangi bir lineer
toplamimin (162) genellegtirilmis bilineer denkleminin bir ¢ziimii olmasi i¢in gerek ve

yeter sart (176) denklemlerinin saglanmasidir.

Bu teorem bize, verilen genellestirilmis bir bilineer denklem ic¢in trigonometrik
fonksiyon ¢oziimlerinin bir lineer toplaminin da ne zaman bir ¢oziim olacagin ifade eder.
Bu teorem ayni1 zamanda verilen genellestirilmis bilineer denklemlere N —dalga ¢oziimii
olugturmak icin bir metot geligtirmis olur. (176) sistemi ¢dziimiin saglamasi gereken
sarttir. Daha agk bir deyisle, eger (176) sistemi ¢oziilebilirse, verilen genellegtirilmisg

bilineer denklem igin (175) N-dalga ¢oziimii elde edilmis olur.

4.8 Uygulamalar

Ornek 1.

(166) deki k;; lerin segimlerini gosteren bagimsiz degiskenlerin agirhklarim

(w(z), wly), w(z), w(t)) = (1,3,5,7) (178)
olarak segelim. ¢y, ¢, c3, ¢y, c5 sabitler olmak tizere 8. dereceden agirliga gére homojen
olan

P = 128 4 o2’y + c32° 2 + cuxt + c5yz (179)

polinomunu ele alalim. %;, 1 <17 < N, by, by ve by sabitler olmak {izere, dalga degisken-
lerini

n; = kv + bikdy + bokPz + bsk[t, 1 <i < N, (180)
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Bu durumda (179) polinomunun kargihik geldigi genellegtirilmis bilineer denklem

S =P (D<2,5>a:7 D<2’5>y, D<275>Z, D<2,5>t) f . f olmak tizere

S = 70C1 ;?g;am + QOCQfxxfx:my + ]-OCZf:cyfxzxx + QOCfoxzfxxy
+2C3ffxxmz + 2C3fzfrmm + 6C3fmfxmz + 6C3fmmfzz + 204ffyz

+204fyfz + QCSffxt + 205fxft =0

dir. g; ve k; ler keyfi sabitler olmak iizere;

__ 2c3 __ _ 20c2 _ 20c3ca
61_05’ by = 3¢5 7 U8 T Tcgen
ve
70165 = —20362

esitlikleri saglandig1 takdirde (181) denkleminin ¢oziimii

N N N
f=Y afi=Y echn, =Y cich (ki + bikdy + bak}z + bsk]t)
=1 =1

i=1

ile tamimlanan N-dalga ¢oziimlerinin lineer alt uzaylarin icerir.

Benzer sekilde,

__ _ 2c3 _ _ 20cg __ _ 20c3c2
bl - cs ! b2 - 3¢5 ! b3 - C5Ca
ve
70105 = —26362

esitlikleri saglandig1 zaman (181) denkleminin ¢oziimii

N N N
f= Z&fi = Zei cos1,; = Zsi cos (kla: + b kY + bkl z + bgk;Zt) ,
i=1 i=1

i=1

ile tamimlanan N-dalga ¢oziimlerinin lineer alt uzaylarim icerir.

Ornek 2.

(166) deki k;; lerin segimlerini gosteren bagimsiz degiskenlerin agirhiklary

(181)

(182)

(183)

(184)

(185)

(186)

(187)
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(w(z), w(y), w(z), w(t)) = (1,-1,3,5) (1883)

olsun. cy, ¢, c3, ¢4, ¢5, Cg, C7 sabitler olmak tizere 4.dereceden agirliga gore homojen olan:
P = 12" + o2’y + csrz + eyt + csy? 2 + cex’yz + crty? (189)
polinomunu secelim. k;, 1 <7 < N, by, by ve bs sabitler olmak iizere, dalga degiskenleri
n; = kv + bk 'y + bok?z + bsklt, 1< i < N, (190)

seklinde olsun.

Bu durumda (189) polinomuna karsilik gelen genellegtirilmis bilineer denklem

S = P (D<3,5>m7 D<3’5>y, D<375>z, D<375>t) f . f olmak lizere

S = Glegg; - 2002fxxyfa:xz - 2C2fyfx:cara:x - 1002f:cf:cacxwy + 2c3fxzf
+2C3fwfz + 2C4fytf + 204fyft + 2C5fyyfzz + 405fyzfyz + 206fmmfyz (191)

+466fxyfxz + 207fyyfxt + 4C7fxyfyt:()

seklindedir. ¢; ve k; ler keyfi sabitler olmak {izere

b _ 8cyqcs o _45(15CGC4+C703)01 _ 301(1566C4+C7C3)2 (192)
1= 15cgca+cres”? 2 = 8(2c7c3—15c6c4)cs? 3 — 64c3c3(2c7c3—15¢c6cs)’
ve
2 _ 2 _
3c1(15¢gcq+cre3)” = 64cocsca(2c7¢3— 15c6¢q), 675c1c5¢; = —creg(2¢7¢5—15cges) (193)

esitliklerinin saglanmasi halinde (191) denkleminin ¢oziimii

N N N
f = Z é?ifi = Z 5iCh77i = Z &?ich (l{:zm + blkfy + ka?Z + b3]€ft> s (194)
i=1 i=1 i=1
ile tamimlanan N-dalga ¢oziimlerinin lineer alt uzaylarini icerir.

Bengzer yolla,

o 301(15CGC4+C763)2

T 64c2c3(2c7c3—15c6c4)

by = 8cacs _ 45(15cecatcres)cr b
1 — ) 2 — — ) 3
15cgca+cres 8(2c7c3—15¢ceca)cs

(195)
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ve
3c1(15cges+cres)? = 64caesca(2c7c3—15¢cec4), 675cic5¢s = —cres(2c7c3—15¢gc4) (196)

esitliklerinin saglanmasi halinde (191) denkleminin ¢oziimii

N N N
f= Z eifi = Z £;COST; = Z g cos (kx4 bikly + bok} 2 + bski't) (197)
i=1 i=1 i=1

ile tamimlanan N-dalga ¢oziimlerinin lineer alt uzaylarini icerir.

Ornek 3.

(166) deki k;; lerin segimlerini gosteren bagimsiz degiskenlerin agirhiklary

(w(x)a w<y)7 w(z), w(t» = (17 37 _17 _3) (198)

olsun. p; = (2,5), p2 = (3,5) olmak iizere, ¢, ¢y, 3,4, Cs5,Cg, C7, Cs, C9 sabitlerdir.

4.dereceden agirhiga gére homojen olan:
P= clx;‘;l + oy + 0333212 + 0433;,115 + 5122 + cﬁx§2 + crgy + CgSL';QZ + 09x;2t, (199)
polinomu icin %;, 1 <@ < N, sabitler olmak {izere dalga degiskenleri
n; = kv + bikly 4 bok; 2 + b3kt 1< i < N, (200)
olarak tamimlansin. by, by ve bs belirlenecek sabitlerdir.

(199) polinomuna kargilik gelen genellegtirilmis bilineer denklem
S=P (D(2,5):r7 D<3,5>x, D(2,5>y7 D<2,5)z> D(2,5)t) f - f olmak {izere

S =201 foane + 8C1 fuzafo + 61 f2, + 200 f fuy + 2¢afufy

+20¢3 fou fozwz + 10¢3 for fonze + 20€3 froua fone + T0Cs fonwe froaat

205 f fyyer + A5 fyfyes + ACs fofogy + 205y foz + Acs f2, (201)
+6c6f2, + 207 f fay + 201 fo fy — 2C8 fawawazf — 2¢8 [ fazwan

_4209 fxmt fmmzzx - 4209 frzzmmt fa:m - 7069 fmxmmt fmmm - 7009 fzmmm fma:mt =0
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dir. ; ve k; ler keyfi sabitler olmak iizere

__ bTceeg+17c1c9g—30cace+10csc __ 3(17ceco+20c1cg—bcace—beyc) _ 3(—c1+cs)
by = == %3709i1%c4)(cjf02) by =— : 9503(3%5710‘25 = by = 7(37CQ17106C4)v
(202)
ve
150369(—01 + 06) = 68(176669 + 200169 — 56466 — 50401), Cy = 0 (203)
esitliklerinin saglanmasi halinde (201) denkleminin ¢oziimii
N N N
f= Z gifi = Z gichn; = Zéich (k:lx +biky + bok; e + bgk:i_:;t) , (204)
i=1 i=1 i=1
ile tamimlanan N-dalga ¢oziimlerinin lineer alt uzaylarini icerir.
Benzer islemlerle,
___ BT7cecog+1Tc1c9g—30cqace+10cyc _ 3(17ceco+20c1c9g—5cace—5cact) _ 3(—c1+cs)
by = —= %3769i19004)(6$+662) by = : 9563(3;02710124()3 = by = 7(37091710604)’
(205)
ve
156309(-01 + Cﬁ) = 08(170609 + 200169 - 56406 - 50461), Cs = 0 (206)

esitlikleri saglanirsa, (201) denkleminin ¢6ziimii

N N N
f= Z e fi= Z €,CO81; = Z €; COS (k:zx + blkf’y + bgk[lz + bgk:j?’t) , (207)
i=1 i=1

i=1

ile tanimlanan N-dalga ¢oziimlerinin lineer alt uzaylarini icerir.
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5. KOMPLEKSITON COZUMLER

Son zamanlarda, integrallenebilen denklemlerin tam ¢oziimlerinin simiflandirilmasinda
yeni terimlerin kullanimi artmis, bir bagka deyisle yeni tam ¢oziim gegitleri tiiretilmeye
baglanmigtir. Bunlardan biride, Lax ciftlerinde kullanilan A\ spektral parametresinin
isareti yardimiyla yapilir (Wazwaz, 2013), (Ma, 2002). Bu ¢aligmalarda verilen bilgilere
gore negaton ¢oziimler negatif spektral parametre(A < 0) ile iligkilendirilir. Negaton
¢oziimler, solitonlar gibi iistel fonksiyonlar igerirken, trigonometrik fonksiyon icermez.
Positon ¢oziimler ise pozitif spektral parametre(A > 0) ile iligkilendirilir. Bu tiir ¢dziim-
ler, soliton ve negaton ¢oziimlerin aksine trigonometrik fonksiyonlar igerirken, iistel
fonksiyonlar icermezler. Kompleksiton ¢oziimler ise buraya kadar bahsedilen ¢oziimlerin
birlegimi gibi diisiiniilebilir, A spektral parametresinin kompleks degerler almasi tizerine
ortaya ¢ikmig ¢oziim tiirtidiir. Kompleksiton ¢oziimler hem iistel hem de trigonometrik
fonksiyon icerir. Spektral parametrenin sifira esit olmasi durumunda ise, ¢oziim iistel

fonksiyonlar cinsinden ifade edilen bir solitondur.

Yakin zamanda, soliton teorideki integrallenebilen denklemlerin kompleksiton
¢oziimlerini bulmak i¢in gesitli metotlar gelistirilmigtir. Bu metotlar Wronskian for-
miilii (Ma, 2002, 2005 a), Casoratian teknigi (Ma, W.X., 2005 b), Darboux doéniigiimii
(Hu vd., 2006, 2010) gibi teknikler igerir. Daha sonra Wazwaz (2013, 2015) tarafin-
dan yapilan iki caligma ile kompleksiton ¢oziim bulmak i¢in yeni bir yontem geligtir-
mistir. Bu yontem bilinen Hirota bilineer metodunda kullanilan dalga degiskenlerinin
reel parametrelerden kompleks parametrelere gecisi temeline dayanan bir yontemdir.
Izleyen kisimlarda, bu yontem kullanilarak iki farkli denklemin kompleksiton ¢oziimleri

elde edilecektir.

5.1 Sawada Kotera Denkleminin Kompleksiton Céziimleri

Bu kisimda Sawada Kotera denkleminin kompleksiton ¢oziimlerini elde etmek

icin Abdul Majid Wazwaz’in, Hirota’nin bilineer metodunu kullanarak gelistirdigi yeni
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yontem kullanilacaktir (Wazwaz, 2013, 2015)
up + 45uuy, — 15U, — 15uts, + tse = 0 (208)
denklemi literatiirde Sawada Kotera denklemi olarak bilinir (Yang ve Ruan, 2013).
u=—=2(In f) (209)
doniigiimii ile (208) Sawada Kotera denklemi
(DiDy+DS) f-f=0 (210)

bilineer denklemine doniisiir. Burada D, ve D, Hirota bilineer tiirev operatorleridir ve

bu operatorler (36) ile tanmimlanir (Hirota, 2004). Literatiirde (208) denkleminin

2N 2N
w==2In{ > exp (X pmm+ > pmA : (211)
u=0,1 =1 1<5<l e

formunda 2 N-soliton ¢oziimlerinin oldugu bilinmektedir. (211) ¢oziimiine iligkin yayilma

bagintisi ve faz kaydirmalar:

(e — k) + (R kS
— 't I~:—l€5 Ajp — _ V) J J 1< I < 9N
g = Ryt wy = R () + wp) (K, + k) + (& + kp)® (I<j<i<2N)

(212)

seklindedir. w} = —k? yayilma bagintisi yardimiyla faz kaydirmalar

K — k)2(k2 — Kk + K2)
ap = B )R KRS <o 213
N TR T R Ry (LS <i=2N) (213)

seklinde yeniden diizenlenebilir. (208) denkleminin kompleksiton ¢oziimiinii bulmak
istedigimiz igin k], (1 < n < 2N) reel parametrelerini karmagik parametrelere gevirilmesi

uygun olur. Bu amacimiza
Kopo1 = km = am + by, kb, = ki, = ay, —iby, (1 <m < N) (214)
atamasiyla ulasabiliriz. Burada a,, ve b,, (1 < m < N) reel parametrelerdir.

Genel olarak, e2n-12m > 11 < m < N saglandigi durumda (211) tekil olmayan
N-kompleksiton ¢oziim belirtir. Sayet a,,, b,, Ozel olarak secilirse, asagida gosterildigi
gibi tekil olmayan kompleksiton ¢oziim veya soliton ¢oziim belirtir:

(i) |V3bu| > |am| ve |V3an| > |bn| oldugu durumda, (211) tekil olmayan N-

kompleksiton ¢oziim ifade eder.
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(ii) a,, # 0 ve b, = 0 oldugu durumda (211) N-soliton ¢oziim ifade eder.
Durum I: (N =1)

O = ayx + (—ad + 106362 — 5a,b})t, 0, = byx + (—5aib; + 10ab3 — b2)t

olmak tizere

ny = ny =y + 6, (215)
aliirsa,
b2 (302 — a?)
A 1001 —ay
ed12 — 216
oF BT = 1) 210
elde edilir. (215) ve (216) kullanilarak
f =14+eNn 4eMh 4 6A126771+772 (217)
u = -2[a;eM2e (ay cos 014y sin 0)+(-aiby sin 01-b? cos O, +aZe12e)  (218)

X (V etz cosh(Qy+In(ve12)))-(ay cos 01-by sin 0y +aet? 691)
x (a1 VeMz sinh ()4 In(VeA2)))-b?]
/(VeAr2 cosh(Q+ In(VeAr2))+ cos 6, )?

¢oziimii elde edilir. (218) ¢oziimii detayh incelenirse:
(i) |\/§b1| > |aq| ve |\/§a1| > |by| oldugu durumda, (218) den tekil olmayan 1-
kompleksiton ¢oziim elde ederiz.
(ii) a1 # 0 ve by = 0 oldugu durumda (218) den 1-soliton ¢oziim elde ederiz.
Durum II: (N = 2)
Nom—1 = Nom = S + 10, (219)

aliirsa,
Q= apmz+(—a® +10a> b2, —5a,,b2)t, 0, = by +(—5a2 by, +10a2 b2 — b2 )t(m = 1,2)

olmak {izere

. ‘ b7 (36, — ap,)
(€A13) — €A24’ (€A14) — (€A23), 6Azm—l,zm — ) (3a2 — ) (m — 1’2>‘

Az _ (_b%_{—blb?_b%—}_a%'aﬂ@ +a%+i (2a2b2'b1a2‘a1 bo+2a1by )) (al +b1i-a2-ib2)2
(-b3-b1ba-b24-a2+aras+a2+i(2asba+brag+asba+2a1b1) ) (a1+bri+ag+bei)?
As (—b%—bl bg—b%‘*—a%—al&g +(Z% +’i(0,1 b2 +2(Ll bl—bl a2—2a2b2)) (CLl +b1i-a2 +b2’l)2

_ 220
€ (—b%—i—blbg—b%%—a%—l—alaz—l—a%—l—i(blag—albg+2a1b1—2a262))(a1+b1i—|—a2—i62)2 ( )
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esitlikleri yazilabilir. (219) ve (220) esitlikleri kullanilarak

u = —2(In(1+ 2e cos 01 + 2€2 cos Oy + 12N 31K
+2eM 2 [Re(e12) cos (61 + 05) — Im(e'*) sin (61 + 05)
+ Re(e4) cos (01 — 03) — Im(e?14) sin (0; — 05)] + 2eM12eX 0+
x[(Re(e™®) Re(e™*) + Im(e™#) Im(e1*)) cos 05 — (Im(e™*?)
x Re(e?14) — Re(e13) Im(e14)) sin ) 4 2e434 122
x[(Re(e™®) Re(e™*) — Im(e*3) Im(e™'*)) cos 0,
— (Re(e™®) Im(e™*) + Im(e**) Re(e™™)) sin 1]

+etizedan |Ats ‘2 |14 |2 2 +20Y) (221)

¢oziimii elde edilir. (221) 11ginda:

(i) |V3bam| > lam| ve |V3am| > |bm| (m = 1,2) saglandiginda, (221) den iki-
kompleksiton ¢oziim elde ederiz.

(ii) [V3b1| > |a1|, |V3ar| > |b1], az # 0 ve by = 0, ise (221) den bir soliton ile bir
kompleksitonun etkilegimini igeren soliton-kompleksiton c¢oziim elde ederiz.

(iii) a,, # 0 ve b, =0 (m = 1,2), ise (221) den iki-soliton ¢oziim elde ederiz.

Durum III: (N = 3) Son olarak

Nom—1 = Tom = m + b, (222)

ve

Q= apa+(—a’,+10a> b2, 50,02 )t, O, = bpr+(—5a by,+10a2,b3 —b2 Yt(m = 1,2,3)

aliirsa
(€A13>* — 6A24, <€A14>* — (€A23)’ (61415)* — 614267 <€A16)* — €A25,
2 2 2
(eAss)* — 6A46’ (€A36)* — €A45’ eAzm—12m — bm(3bm — CLm) (m =1, 2,3)
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esitlikleri bulunur. Durum I ve Durum II de kullanilan yol kullanilarak

u = —2In[l1+4 24 cos 01 + 262 cos By + 2 cos O3 + e12e*h
ez pAse 2 4 9ot 2 [Re(e413) cog (A + 6s)
—Im(e™3) sin (0; + 05) + Re(e'4) cos (6; — 0;) — Tm(e4)

x sin (01 — 03)] + 2T [Re(e™%) cos (0, + 0s) — Im(e*?)

x sin (01 + 03) + Re(e™1%) cos (6, — 03) — Im(e™1%) sin (6, — 605)]

+2e2 5B [Re(e) cos (0 + 03) — Im(e?7) sin (6, + 05)

+ Re(e) cos (0 — 03) — Im(e20) sin (0 — 03)] + 2eN12e2 04

x[(Re(e™®) Re(e™*) + Im(e™?) Im(e™*)) cos By — (Im(e™)

x Re(e™14) — Re(e13) Im(e14)) sin ) 4 2e431 %20

x[(Re(e™1#) Re(e™14) — Tm(e2) Tm(e?14)) cos ) — (Im(e*?)

x Re(e™1) 4 Re(e?13) Im(e14)) sin 6] 4 2e412¢%H1+%s
x[(Re(e5) Re(e™19) 4 Im(e15) Tm(e19)) cos fs — (Im(e™*®)

x Re(e™18) — Re(e15) Im(e19)) sin 5] 4 2e456 2+

x[(Re(e™1?) Re(e™18) — Tm(e%) Tm(e™%)) cos ) — (Im(e9)

x[(Re(e?#5) Re(e43) 4 Im(e”5) Tm (%)) cos fs — (Im(e?*)
x Re(e?%) — Re(e%) Im(e4%)) sin 0] + 2450 ¢22 92
% [(Re(e") Re(e®) — Tm(e#) Im(e”7)) cos fy — (Im(e”%)
x Re(e%) + Re(e%) Im(e%490)) sin 0] + 2451222

)
)
)
)
)
)
x Re(e¢) + Re(e1%) Im(e19)) sin 6] + 2e34 %220
)
)
)
)
x[(Re(e™?) Re(e™*) — Im(e™?) Im(e™)) cos 61 — (Re(e™?)
)

x Im(e A14) + Im(e A13)Re( A14) sinf] + ... + eA12 A3 o As6

Az |2

2
| ‘€A14

‘ ‘61415

Aie Aszs Asze |2 6291 +2Q2+2Q3]mx (223)

x|e [Flete et e

¢oziimii elde edilir. (223) incelenirse:

(i) |\/§bm‘ > |a,| ve |\/§am‘ > |by| (m = 1,2,3) saglandiginda, (223) den iig-
kompleksiton ¢oziim elde ederiz.

(i) |VBba| > laml, [V3am| > |bm] (m = 1,2), az # 0 ve by = 0, ise (223) den
bir soliton ile iki kompleksitonun etkilesimini iceren soliton-kompleksiton ¢oziim elde

ederiz.



99

(iii) |\/§b1| > |aq], |\/§a1| > |by], ag # 0, by =0, ag # 0 ve by = 0, ise (223) den
iki soliton ile bir kompleksitonun etkilesimini iceren soliton-kompleksiton ¢oziim elde
ederiz.

(iv) a, # 0 ve b, =0 (m = 1,2,3), ise (223) den {i¢g-soliton ¢oziim elde ederiz.

5.2 Dokuzuncu Mertebeden KdV Denkleminin Kompleksiton C6ziimleri

Ikinci olarak dokuzuncu mertebeden KdV denkleminin kompleksiton ¢oziimleri

elde edilecektir. Bu denklem literatiirde

uy + 4du ug, + 45utr, + 210uUsptgr + 210U us, + 1575u$(u2m)2 + 3150uug,us,
+1260uu, s, + 630uus, + 945002 U, s, + 3150uPus, + 4725uu, + ug, = 0

(224)
seklinde verilir (Wazwaz, 2008).
u=2(Inf). (225)
doniigiimii kullanilirsa (224) denklemi
(DD, + DY) f-f=0 (226)

bilineer denklemine déniisiir. Literatiirde (224) denkleminin

2N 2N
u=2 (111 ( > exp (Z GUIEEDY ujuzAjz)>> : (227)
1=0,1 j=1 1<j<l or

formunda 2N-soliton ¢oziimlerinin oldugu bilinmektedir. (227) ¢oziimiine iligkin yayilma
bagintisi ve faz kaydirmalar:

v (wh — w)) (K — k) + (K, — k))1° ‘
.= k", /.t /. — —k‘g AJl = — J J J 1 < < l < 2N
;= Ryt wit, wy = —ky, e () + wp) (k] + k) + (k] + k)0 HEssls

(228)

seklindedir. w}; = —k? yayilma bagintisi yardimiyla faz kaydirmalar:

N (K — k))?(BKE — OkEP + 19Kk} — 23kPEP + 19k K — 9KPK, + 3K[)
et = ) (229)
(K + k)2 (3K + OKED + 19k kf + 23Kk + 19K K + kK] + 3k[°)

(1<j<I<2N)

seklinde yeniden diizenlenebilir. (208) denkleminin kompleksiton ¢oziimiinii bulmak

istedigimiz i¢in £, (1 < n < 2N) reel parametrelerini karmagik parametrelere ¢evirilmesi
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uygun olur. Bu amacimiza
Ky 1 = km = @ + by, kb, =k =y —ib, (1 <m < N) (230)
atamasiyla ulasabiliriz. Burada a,, ve b,, (1 < m < N) reel parametrelerdir.

Genel olarak, e#2n-12m > 11 < m < N saglandigi durumda (227) tekil olmayan
N-kompleksiton ¢oziim belirtir. Sayet a,,,b,, 6zel olarak secilirse, asagida gosterildigi
gibi tekil olmayan kompleksiton ¢oziim veya soliton ¢oziim belirtir:

(i) —3a8,+31ap b2 —73a2,bk + 8565, > 0 ve —3b8, + 3164 a2, — 73b%,ar, +85a8, > 0
esitsizliklerinin saglandigi durumda, (227) tekil olmayan N-kompleksiton ¢oziim ifade
eder.

(ii) a,, # 0 ve b, = 0 oldugu durumda (227) N-soliton ¢oziim ifade eder.
Durum I: (N =1)

O = ax+ (—a] +36alb] — 1265a5b] + 84a3b} — 9a,b9)t,

0, = bz + (36a2b] 4 84aSh? — 126a7b? — b — 9byad)t

olmak tizere

ny = ny =y + 6, (231)
aliirsa,
A _ b3 (—3a§ + 31ajb? — 73a3bt + 8509) (232)
~ a} (=308 + 31bta? — 73b%at + 85a9)
elde edilir. (231) ve (232) kullanilarak
f=14eMm 4 e 4 ehizemtmn (233)

u = 2[&16A12€Ql (ay cos 0 +by sin 61 )+(-a, by sin 01-b7 cos 0, —I—a%eA12 te)
x (VeAr2 cosh(Q + In(Ved12)))-(aq cos B1-by sin 61 4a,e12¢™)
% (ayVeAr2 sinh(Qy 4 In(VeA2)))-b?]
/(VeAr2 cosh(Qy+ In(VeAi2))+ cos ;)2 (234)

¢oziimii elde edilir. (234) ¢dziimii detayh incelenirse:
(i) —3a% + 31aib? — 73a2b} + 8508 > 0 ve —3b% + 31b{a? — 73b%a] + 8548 > 0
esitsizliklerinin saglandigi durumda, (234) den tekil olmayan 1-kompleksiton ¢oziim

elde ederiz.
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(ii) a; # 0 ve by = 0 oldugu durumda (234) den 1-soliton ¢oziim elde ederiz.

—3a8 + 31aib? — 73a3b} + 8568 > 0 ve —318 + 31bja? — 73bia} + 85a$ > 0 esitsiz-

liklerinin ¢6ziim kiimesi

Sekil 4.1. Dokuzuncu mertebeden

KdV denklemi igin esitsizliklerin ¢oziim kiimesi

seklindedir.
Durum ITI: (N = 2)
n2m—1 = n;m = Qm + Z‘gm (235)

aliirsa,

Q. = apr+ (—a), + 36a’ b2, — 1265a° b2, + 84a> b5 — 9a,,b5))t,

O = bpx+ (3662 + 84al b2 — 126a% b — b2, — 9b,,ad )t (m = 1,2)
olmak {izere

(6A13)* — €A24, (€A14)* — (€A23)’

Aamrom b2, (—3a8, + 31ay, b2, — 73a2 by, + 8508 (m=1.2)
a2, (=368, + 31b% a2, — 73b2,a%, + 85a8,)

e = (—45a1b? + 450307 + 3a8 — 308 + 3aS — 9a,a5 — 9alay + 19ata’
—23a3ay — 3b5 — 45a,azb5 + 69a3azbs + ... + 19a3a; — T6a1ba3)
x (a1 — ag + i(by — by))?/(—45a10? + 4542} + 3ab — 305 + 3aS
+9aya) + 19a2ay + 9aay + 19ata2 + 23aad + 9bial — 230343

+9b?a2 + ...+ 9@?[)2 + 9@1(); - 23&?1)2))(&1 + as + ’L(bl + bg))2
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e = (—45att? + 45a2b} + 3a8 — 308 + 3aS — 9a,a5 + 19a%ad — 9alay
+69a%azby + 45a1a3by — 90ayazby + 228a3biagby + ... + 60aib3)
x (a1 + iby — ag + byi)?/(—45a1b] + 45a7b] + 3a$ — 308 + 3a$
—3b5 + 45a1asby — 69adasbi — 114a3a2b3 4 9aral + ... + 19a2a;

+228a2b?agby — 18a5by + 60a3b — 18a3b3) (a1 + byi + ag — iby)?  (236)
esitlikleri yazilabilir. (235) ve (236) esitlikleri kullanilarak

u = 2(In(1 + 267 cos by + 272 cos Oy + 412X M 4 eAs1e2E
+2e17%2 [Re(e3) cos (01 + 02) — Im(e13) sin (0 + 6,)

+ Re(e?4) cos (01 — 03) — Im(e?14) sin () — 05)] + 2eM12eX 0+

x[(Re(e?®) Re(e™*) + Im(e**) Im(e14)) cos 0y — (Im(e™?)
x Re(e?1) — Re(e13) Im(e14)) sin 6] 4 2e434 2%
x[(Re(e™®) Re(e™*) — Im(e™?) Im(e**)) cos 6,

— (Re(e™®) Im(e**) + Im(e”**) Re(e”**)) sin ;]

+€A12 6A34 ‘€A13 ‘2 ‘61414 ‘2 6291+292))xz (237)

¢oztimii elde edilir. (237) igiginda:

(i) —3a8, + 31at,b?, — 73a2 b2 + 8505 > 0 ve —3b5, + 31b% a2, — 73b2,a2, +85as, > 0
esitsizliklerinin saglandig) durumda, (237) iki-kompleksiton ¢oziim belirtir.

(ii) —3a8 + 31ab? — 73a2bf + 850 > 0, —3b° + 31bia? — 73b%a] + 85a5 > 0, ay #
0 ve by = 0, ise (237) bir soliton ile bir kompleksitonun etkilesimini igeren soliton-
kompleksiton ¢oziim belirtir.

(iii) a,, # 0 ve b, = 0 (m = 1,2) ise(237) iki soliton ¢oziim belirtir..

Durum III: (N = 3) Son olarak

Nom—1 = n;m = Qm + Z‘gm (238)
ve

Q. = apmx + (—ad, + 36a’ b2, — 1265a° b2, + 84a2 b8, — 9a,,b% )t,

O = bpnx+ (36a2,b!, + 84al b2, — 126420 — b2, — 9b,,ad )t (m = 1,2,3)



aliirsa

(eAlg)*

(€A36)*

€A24, (€A14)* — (eAzs)’ <€A15)* — €A267 (6A16)* — eAzs’ (61435)* —

b2, (—3al, + 31a}, b2, — 73a2, bk, + 8508 )

A _
e 45’6142777, 1,2m __

esitlikleri bulunur. Durum I ve Durum II deki kullanilan yol kullanilarak

u

2In[1 + 2 cos 01 + 2672 cos By + 258 cos Oy + 41262
ez g odso 20 4 9ot 2 Re(e413) cog (0 + 0)

— Im(e®) sin (01 + 65) 4+ Re(e14) cos (01 — 03) — Im(e14)
x sin (6 — 63)] + 268275 [Re(e™1%) cos (0 4 05) — Im(e9)

x sin (61 + 03) + Re(e) cos (6, — 3) — Im(e19) sin (6,

+2e2+ % [Re(e) cos (02 + 03) — Im (%) sin (0 + 0s)

a2, (=365, + 31b3 a2, — 73b2,a4, + 85a8)) (m =

63

—03)]

+ Re(e?%) cos (0 — 03) — Im(e?%0) sin (0 — 03)] + 2eM12e2 0+

x[(Re(e?®) Re(e™*) + Im(e™*) Im(e*14)) cos 5 — (Im(e™?)
x Re(e?1) — Re(e13) Im(e14)) sin y] 4 2et31e22 0
x[(Re(e®) Re(e?14) — Im(e?®) Im(e*14)) cos ) — (Im(e13)
x Re(e14) 4+ Re(e13) Im(e14)) sin 6] 4 2e412¢1+ %

x[(Re(e™1?) Re(e™16) + Tm(e%) Tm(e1%)) cos 5 — (Im(e™?)
x Re(e?®) — Re(e15) Im(e19)) sin 3] 4 2¢156 21

x[(Re(es) Re(e?19) — Im(e?s) Im(e19)) cos ) — (Im(e1%)

)
)
)
)
)
)
x Re(e19) + Re(e™17) Im(e™10)) sin 6] + 2¢124 222+
% [(Re(e) Re(e”%) + Im(e”**) Im(e”)) cos 3 — (Im(e”2)
x Re(e?%) — Re(e%) Im (&%) ) sin 3] + 2¢56 2%+
x[(Re(e%3) Re(e4%) — Im(e*) Im(e%)) cos B — (Im(e”%)
x Re(e3) + Re(e3) Im(19)) sin 6] + 2431 %1+2%
[(Re(e™®) Re(e*) — Im(e*1*) Im(e14)) cos 6y — (Re(e™*)
)

x Im(e A14) + Im(e A13) Re(e A14) sinf] + ... + eA12 A3 o As6

x}e“13|2\e“14|2\e’415} ‘61416‘ {61435‘ |€A36’2 2N 2420

(239)
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¢oziimii elde edilir. (239) incelenirse:

(1) —3a8 + 31at b2, — 73a2,b% + 8568, > 0 ve —3b8, + 31b% a2, — 7362 4t + 85a8, > 0
esitsizliklerinin saglandigi durumda, (239) ii¢-kompleksiton ¢oziim belirtir.

(ii) —3a®, +31at b2, — 7302, b4 +8560 > 0 ve —3b0, +31b% a2, — 73b2,al, + 8545, > 0,
asz # 0 ve by = 0, ise (239) bir soliton ile iki kompleksitonun etkilegimini igeren soliton-
kompleksiton ¢oziim belirtir.

(iif) —3a8 +31ab? — 73a2b% + 8568 > 0 ve —3b8 + 31b%a? — 73b2at +85a8 > 0, ap # 0,
by =0, a3 # 0 ve bs = 0, ise (239) iki soliton ile bir kompleksitonun etkilegimini igeren
soliton-kompleksiton ¢oziim belirtir.

(iv) am # 0 ve b, =0 (m = 1,2,3), ise (239) ii¢-soliton ¢vziim ifade eder.
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6. BULGULAR VE TARTISMA

Literatiirde integrallenebilirlik konusu iizerine yapilmis bircok caligma bulun-
maktadir. Bu calismalar kapsaminda, kismi diferensiyel denklemlerin integrallenebilir-
ligini incelemek i¢in bircok yontem tiiretilmig ve bunlara iligkin uygulamalar yapilmigtir.
Bu tez dahilinde, ilgili denklemin integrallenebilirligini incelemek i¢in kullanilan bu yon-
temlerin(kriterlerin) birkagini bir arada uygulama imkani sunan Bell polinomu yaklagimi
kullanilmigtir. Bell polinomu yaklagimi, yakin zamanda integralenebilirlik konusunda
kullanilan en etkili ve anlagilir metotlardan birisidir. Bell polinomu yaklagimi ile genel
olarak lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin bilineer formlar1 yardimiyla soli-
ton ¢oziim, Lax cifti, Backlund doniisiimii, korunum kanunlar: gibi kriterleri galigilarak
integrallenebilirlikleri incelenmis yahut integrallenebilir oldugu goriisiinii kuvvetlenire-
cek calismalar yapilmistir, soliton ¢oziimlerin grafikleri ¢izilerek ¢oziimlerin davraniglar

hakkinda agiklamalarda bulunulmustur.

Son ii¢ senede, literatiirde yerini yeni yeni almaya baglayan ve heniiz ¢ok az
sayida uygulamasi bulunan genellestirilmis bilineer tiirev operatorleri iizerine olustur-
dugumuz boliim kapsaminda, genellestirilmis bilineer tiirevler cinsinden bilineer formda
yazilabilen denklemlerin N-dalga ¢oziimlerinin elde edilmesi icin gerek ve yeterli sart-
lar1 ifade eden teoremler literatiire kazandirilmigtir. Bu teoremler ayn1 zamanda ilgili

denklemlerin ¢oziimleri ile olugturulan {ist {iste bindirme kuralinida tegkil eder.

Literatiirde yerini yeni yeni alan, hiperbolik ve trigonometrik tipten fonksiyon
¢oziimleri igeren kompleksiton ¢oziimler Abdul Majid Wazwaz tarafindan gelistirilen
metot kullanilarak, Sawada Kotera ve dokuzuncu mertebeden KdV denklemleri igin elde
edilmigtir. Tez boyunca yapilan tiim hesaplamalar Maple paket programi yardimiyla
gerceklestirilmistir ve bulunan c¢oziimler, literatiirde daha ¢nce elde edilen ¢oziimler-
den farklidir. Bulunan bu ¢oziimler, niimerik yontemlerle elde edilen yaklagik(niimerik)
¢oziimlerin karsilagtirilmasinda kullanilarak yaklagik ¢oziimlerin hata oraninin belirlen-
mesine yardimc olabilir. Bu tez kapsaminda elde edilen yenilikler; miihendislik, fizik ve

kimya gibi bilim dallarindaki uygulama alanlarinin genisletilmesine katki saglayacaktir.
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Tez siiresinde yapilmis toplamda 3 adet caligma, bilimsel makale olarak cegitli
bilimsel dergilere sunulmustur. Bunlardan biri basilmig olup, kaynaklar dizinine eklen-
migtir. Diger iki caligmada ilgili bilimsel dergilerde inceleme altindadir. Bunlara ek
olarak, dordiincii bir caligma yazim asamasindadir, nihayete ulagmasini takiben ilgili

bilimsel dergilere sunulacaktir.

Bundan sonraki calismalarda, tez dahilinde kullanilan Bell polinomu yaklagimi
ile literatiirde mevcut diger kismi diferensiyel denklemlerin integrallenebilirlikleri in-
celenebilir. Literatiirde halen var olup Hirota bilineer tiirevleri i¢in uygulanan tiim
metotlarin genellestirilmig bilineer tiirevler icin de genellestirilmesi tizerine durulabilir.
Abdul Majid Wazwaz’in literatiire kazandirmig oldugu metottan esinlenerek, yani reel
parametrelerden kompleks parametrelere gecis yapilarak, tam c¢oziim bulmak icin kul-

lanilan bir¢cok yontem, kompleksiton ¢oziim bulmak icin genellestirilebilir.
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