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OZET

Bu c¢alismada, Latin Kareler ve Etiketlenmis Fano Diizlemlerinin

Kombinasyonlarimin 6zellikleri incelenmektedir.

Ik bolimde, gerekli olan bazi tanimlar, Latin Kare kavrami ve ozellikleri

verilmektedir. Bu boliimdeki genel bilgiler literatiirden 6zetlenerek verilmistir.

Ikinci boliimde, Etiketlenmis Fano Diizlemleri ve Etiketlenmis Fano Diizlemlerinin

Kombinasyonlariin 6zellikleri incelenmektedir.

Anahtar Kelimeler: Afin diizlem, Fano diizlemi, Projektif diizlem, Latin kareler.



vil

SUMMARY

In this study, Latin Squares and Combinatorial Intricacies of Labeled Fano Planes are

investigated.

In the first chapter, some definitions needed, the concept and of Latin Square and its

properties are given. Infact, this chapter is summarized from some known references.

In the second chapter, Labeled Fano Planes and Combinatorial Intricacies of Labeled

Fano Planes are investigated.

Keywords: Affine Plane, Fano Plane, Projective Plane, Latin Squares.
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1. GIRIS

Latin kare kavraminin, tam olarak ne zaman ortaya atildig1 bilinmemektedir. Bazi
arastirmacilar mertebesi 1,2,3,...,11 olan Latin karelerin varlig1 ve sayis1 ile ilgili ¢aligmalar
yapmuslardir. Latin karelerin dikligi ise Euler’den once bilinmekteydi. Euler mertebesi 6
olan birbirine dik iki latin kare bulmaya c¢alismis fakat basarili olamamistir. Mertebesi
10,14,18,22 olan birbirine dik latin karelerin olmadig1 gosterilmistir. Bundan yola ¢ikarak,
Euler’in dliimiinden sonra mertebesi 4k + 2 olan iki dik latin karenin olamayacag: iddias1
ortaya atilmistir. Yiiz yildan fazla bir zaman bu iddia ne ispatlanabilmis ne de ters bir 6rnek
gosterilebilmistir. Gaston Tarry(1843-1913) kaba bir ispatla 6. mertebeden dik latin kareler
olmadigin1 gdstermistir. 1984°te Stinson daha diizgiin bir ispat yapmistir. 1958’de Tilden
Parker 10. mertebeden latin karelerin olabilecegine dair ipuglar1 yakalamistir. R.C.Bose

Parker’in bulduklarindan yola ¢ikarak mertebesi 4k + 2 olan dik latin kareler bulmustur.

Bu tezin birinci boliimiinde gerekli olan bazi temel kavramlara yer verilmistir. Latin

kare ile ilgili yapilan bazi ¢aligmalar incelenmistir.

Ikinci boliimde, en kiigiik projektif diizlem olan Fano diizleminin kag farkli sekilde

etiketlenebilecegi incelenmistir.



2. LATIN KARELER

2.1 Latin Karenin Tanimi

Tanim 1. (Se¢kin vd. 1991) n elemanli bir kiime iizerinde tanimlanan n x n boyutunda bir
kare matrisin her satir ve siitununda kiimenin biitiin elemanlari birer kez kullanilyyorsa bu

matrise bir Latin kare denir.

Boyle bir matrise Latin kare denmesinin nedeni bu yapimnin ilk ortaya ¢iktiginda
kiimenin elemanlarinin Latin harfleri olarak alinmasindandir. Ancak tanimlarda ve
hesaplamalarda  saglayacagi  kolaylik acisindan, genellikle {1,2,...,n} veya
{0,1,,...,n — 1} kiimesi tercih edilir.

Ornek 1. (Seckin vd. 1991) 2 x 2 boyutunda {1, 2} kiimesi iizerinde tamimli sadece 2 tane

Latin kare vardir.
1

2 1

Ornek 2. {1,2,3} kiimesi iizerinde tanimlt 3 x 3 boyutunda 12 tane Latin kare vardir. Bu

Latin kareler asagida verilmistir.

3 1 2 3 1 3 2 1 3 2
Li=2 31 Ly=3 12 L3=2 13 Ly= 3
2 3 2 3
2 3 2 3
L5 = L6 = 1 L? = L8 -
3 1 2 3 3 1 2
31 2 3 2 3 1 3 21
Ly=1 2 3 Lig= 2 1 L= 1 2 Lip= 21 3
2 31 1 3 2 3 1 3 2

4. mertebeden ise 576 Latin kare bulunmaktadir. Mertebeyi 5’e ¢ikardigimizda Latin
kare sayis1 161 280’e ¢ikar. Sadece yakin zamanda 11’inci mertebeden Latin kare sayisinin

Cizelge 2.1°deki 48 basamakli bir say1 oldugu gosterilebilmistir. (Yazici, 2004)



Cizelge 2.1 Mertebeye Gore Latin Kare Sayisi

n latin kare sayis1
1 1
2 2
3 12
4 576
5 161280
6 812851200
7 61479419904000
8 1087760324590822956800
9 5524751496156892842531225600
10 9982437658213039871725064756920320000
11 | 776966836171770144107444346734230682311065600000
Oyle bir ¢ sabiti vardir ki, n ¢ok biiyiik bir say1ysa,
mertebesi n olan asag yukari (cn)”z
tane latin kare vardir.

Cizelge 2.2 Mertebeye Gore Farkli Latin Kare Sayisi

n farkli latin kare say1s1
1 1
2 1
3 1
4 4
5 56 Euler (1782), Cayley (1890),
MacMahon (1915; yanlis deger)
6 9408 Frolov (1890) and Tarry (1900)
7 16942080 Frolov (1890; yanlig), Norton (1939; eksik),
Sade (1948), Saxena (1951)
53528140186 Wells (1967)
377597570964258816 Bammel and Rothstein (1975)
10 75807214831601322811489280 McKay and Rogoyski (1995)
11 | 5363937773277371298119673540771840 McKay and Wanless (2005)




Cizelge 2.2 de n. mertebeden iiretilen farkli Latin karelerin sayis1 verilmistir. Bagka

bir deyisle, Latin karelerin normallestirilmesiyle elde edilen Latin kare sayisidir.

Tamim 2. (Seckin vd. 1991) Ilk satir1 (123...n) olan n x n boyutunda Latin kareye standart

Jormda denir. Her Latin kareden standart formda Latin kareler elde edilebilir.

Ornek 3. S = {1,2,...,n} kiimesi iizerinde tanimli n. mertebeden bir Latin kare standart

formda asagidaki gibi bir Latin karedir.

2 ... n—1n
2 3 .. n 1

nl .. n—2 n-—1

Tamim 3. (J., 2011) S sembol kiimesi tizerinde tanimli n. mertebeden bir L Latin karesinin

transpozu L biitiin 0 < i,j < n — 1icin; LT (i,§) = L (j, 1) olacak sekilde tanimlanir.

Tamim 4. (Bermudez J., 2009) L, n. mertebeden bir Latin kare olsun. L, L nin transpozu

olmak iizere L = L" ise L Latin karesine n. mertebeden simetrik Latin kare denir.

Ornek 4. A ve B, 5. mertebeden iki Latin kare olmak iizere

012 3 4 012 3 4
1 2340 3401 2
A=23 401 B=401 23
3401 2 1 2340
401 2 3 2 3 40 1
012 3 4 0341 2
1 2340 1 40 2 3
Al=2 3 4 01 B"=2 01 3 4
3401 2 31240
401 2 3 4 2 301

A = AT oldugu icin A bir simetrik Latin karedir. B # BT oldugu icin B simetrik olmayan

bir Latin karedir.

Tamim 5. (Seckin vd. 1991) Ly = (a;;) ve Ly = (b;;), n x n boyutunda iki Latin kare
olsun. Eger tim i,j = 1,2, ..., n i¢in (a; ;, b; ;) swralt ikilileri farkli oluyorsa Ly ve Ly latin

karelerine birbirlerine dik Latin karelerdir denir.



Ornek 1 de 2 x 2 boyutunda sadece iki tane Latin kare oldugunu verilmisti, bunlar
birbirlerine dik olmadigindan 2 x 2 boyutunda dik Latin kare yoktur. 3 x 3 boyutunda da

birbirlerine dik sadece bir Latin kare ¢ifti vardir, ve bunlar su Latin karelerdir:

w N =

2 3
31
1 2

N W =
W =N
=N W

Dik Latin kareleri tek bir kareyle de gdsterebiliriz. Ornegin, yukaridaki 3 x 3 dik Latin kareler

11 22 33
23 31 12
32 13 21

seklinde de gosterilebilir. Bu matriste ayni ikili tekrarlamadigi i¢in kolayca iki Latin karenin

dik oldugunu soylenebilir.

Latin karelerin Latin harfleri ile insa edildikleri belirtilmisti. Dik Latin karelerin
gosteriminde ise, karelerin birincisi i¢in Latin harfleri; ikincisi i¢in Yunan harfleri
kullanilirdi. Bu nedenle dik Latin karelere Greko-Latin Kareler adi da verilir. Bu

gosterimle, yukaridaki 3 x 3 dik Latin kareler ve ortaya c¢ikan Greko-Latin kare soyle

yazilabilir:
A B C «a fp v Aa B Cy
B C A v alip By Ca Ap
C A B (B v « CB8 Ay Ba

Ornek 5. (Stinson, 2004) 4. mertebeden dik Latin kareler sunlardir:

3
2
4
1

= = W N
W = N =
— W s N

3
1
2
4

W N = =
N W =
N = W =

Bu Latin karelerin sirali ikili seklinde gosterimi asagida verilmistir.

11 34 42 23
43 22 14 31
24 41 33 12
32 13 21 44

Ayni ikili tekrarlamadig i¢in bu iki Latin kare diktir.



Ornek 6. (Stinson, 2004) 8. mertebeden dik Latin kareler sunlardir:

12345678 123456738
21436587 341278256
34127856 567381234
43218765 78563412
56 781234 65872143
6 5872143 87654321
7856 3412 2143¢6358T7
8 76 54321 43218765

Bu Latin karelerin sirali ikili seklinde gosterimi asagida verilmistir.

11 22 33 44 55 66 77 88
23 14 41 32 67 58 8 76
35 46 17 28 71 82 53 64
47 38 25 16 83 74 61 52
56 65 78 87 12 21 34 43
68 57 86 75 24 13 42 31
72 81 54 63 36 45 18 27
84 73 62 51 48 37 26 15

Mertebe arttik¢a Latin karelerin dikligini kontrol etmek zorlasir. Bunun igin Latin kareyi tek
bir kareyle yazmak isimizi biraz daha kolaylastirabilir. Bu karede tekrar eden ikili olmadig

icin Latin kareler diktir.
Teorem 1. (Stinson, 2004) n> 1, n tek say1 ise n. mertebeden dik Latin kareler vardir.

Ispat. Z,, de n. mertebeden iki Latin kare tanimlayalim. (i, j) € Z,, olmak iizere,

Liiy = (i+7)(modn) 2.1)
Loy = (i—j)(modn) (2.2)

Herhangi pozitif n tamsayist i¢in Ly ve Lo Latin karelerinin var oldugu kolayca goriiliir. n

tek tamsayist icin dik olduklarint ispatlayalim.

(r,y) € Z, X Z,, oldugunu varsayalim. Ly (i,7) = = ve Ly (i, 7) = y olacak sekilde
bir tek (i, ) ikilisi bulmak gerekir. Baska bir deyisle,

i+j= x (modn) (2.3)
i—j= y (modn) 2.4



i ve j i¢cin yukaridaki sistemi ¢ozmek gerekir. n tek sayr oldugu icin; 2, n’nin bir

carpimsal tersine sahiptir. Sistemin tek bir ¢oziimii oldugundan

(2.5)

(modn)
(modn)

T

1+ 7 =

(2.6)
2.7)

(2.8)

Y

(z +y)
(z+y)27t (modn)

(x —y)27t (modn)

i~

(modn)

21

(2.9)

elde edilir. Bu yiizden Ly ve Ly Latin kareleri diktir.

Ornek 7. 5. mertebeden dik Latin karelerin insasinda teorem 1°nin uygulamasi :

=3+1=4

Ly (3,1)

Li(2,1)=2+1=3

L1 (2,2)

Li(1,)=1+1=2

Li(1,2)

Li1(3,2)=3+2=5=0

Ly (3,3)
Ly (3,4)

2+2=4

1+2=3

3+3=6=1

L1(2,3)=2+3=5=0

Ly (2,4)
Ly (2,5)

Li(1,3)=1+3=4

34+4=7=2

24+4=6=1

Li(1,4)=1+4=5=0

Li(1,5)

Li(3,5)=3+5=8=3

245=7=2

1+5=6=1

Li(5,1)=5+1=6=1

=4+1=5=0

Ly (4,1)

Li(5,2)=54+2=7=2

Ly (5,3)

Li(4,2)=4+42=6=1

Ly (4,3)

5+3=8=3

4+3=7=2

Li(5,4)=5+4=9=4

Ly (5,5)

Li(4,4)=4+4=8=3

Li(4,5) =445

59+5=10=0

4

9 =

23 401
3401 2

Li=4 01 2 3

012 3 4

12340

Ly(3,1)=3-1=2

=2-1=1

Ly (2,1)

=1-1=0

Ly (1,1)

L5(3,2)=3-2=1

Ly (3,3)
Lo (3,4)
Ly (3,5)

=2-2=0

Ly (2,2)
Ly (2,3)
Ly (2,4)

—1=14
—2=3

—3=2

1-2=
1-3
1-4

Ly (1,2)

3—3=0

——1=4
—2=3

2-3
2-4

Ly (1,3)

—1=4
—2=3

3—4
3—95

Ly (1,4)

Ly(2,5)=2—-5=-3=2 =

Ly(1,5)=1—-5=—-4=1

Ly(5,1)=5—1=4

Ly (5,2)
Ly (5,3)
Ly (5,4)
Ly (5,5)

=4-1=3

Ly (4,1)

5—2=3

Ly(4,2)=4—-2=2

Ly (4,3)
Ly (4,4)

0—3=2
5—4=1

4-3=1

4—-4=0

5—5=0

Ly(4,5)=4—5=—-1=4



043 21
1 04 3 2
Ly=2 10 4 3
3 210 4
4 3 210

Teorem 2. (Stinson, 2004)n # 2 (mod4) ise n. mertebeden dik Latin kareler vardir.

Teorem 3. (Seckin vd. 1991)n, 2 den biiyiik bir dogal sayt olmak iizere; n x n boyutunda

birbirlerine dik Latin karelerin maksimum sayisi (n — 1) dir.

Ispat. Ly, Lo, ..., Ly {0,1,....k} kiimesi iizerinde tammli her biri digerleri ile dik olan
n X n boyutunda Latin kareleri goz oniine alalim ve L, (1 < m < k) karesininin (i, j)
elemanini da al(;n) ile gosterelim. aﬁ) = a ve aﬁ) = bolsun. (0 <a,b<n—1) a saysi
Ly ’in ikinci satirmda j numarali stitunda bulunuyorsa, yani agj) =a(j#1)ise Ly ve Ly
dik olduklarindan ag) = b olamaz. O halde, ag-) icin kullanilabilecek en fazla n — 1 say

vardrr,

Teorem 4. (Seckin vd. 1991) p asal bir sayiven = p' (t,n € Z* n > 1) ise, nxn boyutunda

n — 1 tane Ly, Lo, ..., L,,_1 dik Latin kareleri vardir ve L,, = o™

ij
agn) =i+ mj (modn) (0<14,j <n—1;,m=1,2,...,n — 1) seklinde tammlanabilir.

) olmak iizere, bu kareler

Ispat. Vk € {1,2,...,n — 1} i¢in L, 'mn bir Latin kare oldugunu géstermekle baslayalim.
Farzedelim ki, L, bir Latin kare olmasin. O halde, Ly ’nin belli bir satirinda veya siitununda
tekrarlanan bir eleman olacaktir. Eger t. siitununda eleman tekrari varsa, r # s olmak tizere
oyle r,s € {1,2,....,n} bulunabilir ki, a® = o olur Tamm geregi v + kt = s + kt
(modn) = r = s bulunur ki bu r # s ile ¢elisir. Bu ¢eliskiden Ly, 'min hi¢bir siitununda

tekrar olmadigi anlasilir.

Tekrarlanma t. satirinda ise v # s olmak iizere dyle r;s € {1,2,....,n} vardw ki
al® = o™ dir. Buradan t + rk = t + sk (modn), yani rk = sk (modn) elde edilir. k # 0
iser,s € {1,2,...,n} ve n = p' oldugundan r = s olur ki bu da bir ¢eliskidir. Yani Ly, 'nin

hi¢bir satirinda da tekrar yoktur. O halde varsayim hatali oldugundan Ly bir Latin karedir.

Bu karelerin dikligini gorelim. Farz edelim ki, L,, ve Ly (1 <k #m <n —1) dik
(k) (k) (m) (m)

olmaswn. Bir baska deyisle, 1 < i, j,r,s < nve (i,7) # (r,s) igin a;;’ = ars ve a;;° = ars
oldugunu farzedelim.
Tanimlardan
i+kj= r+ks (modn) (2.10)

i+mj= r+ms (modn) (2.11)



elde edilir. Iki esitligin taraf tarafa farklar: alinarak
(k—m)j=(k—m)s(modn) (2.12)
yazili. k # m alindiginda k—m # 0 olur ve n de p' (p asal) tipinde oldugu igin j = s oldugu

goriiliir. Bu egitlik denklem (2.10) da yerine konularak i = r bulunur. Yani (i,5) = (r,s)
sonucu elde edilir ki, bu da ¢eliskidir. O halde L, ve L,, birbirlerine dik Latin karelerdir.

Ornek 8. Teorem 4 deki metodu kullanarak 5 < 5 boyutunda 4 tane dik Latin kare yazilabilir:
L, karesi agjl-) =i + j (mod>b) ile tammli, o halde

al) =14+1=2 al) =241=23 al) =3+1=4
aly =14+2=3 aly =24+2=4 aly =3+2=5=0
aly =14+3=4 ay =24+3=5=0 afy)=3+3=6=1

ol =1+4=5=0 af)=2+4=6=1 afy=3+4=7=2
A} =1+5=6=1 ay =2+5=7=2 af) =3+5=8=3

a) =4+1=5=0 a
aly =4+2=6=1 d
aly =4+3=7=2 dy=5+3=8=
al) =4+4=8=3 af)=5+4=9=
al) =4+5=9=4 4V =545=10=0

ve sonugta
23 401
3401 2
Li= 401 2 3
012 3 4
12340
bulunur.
L, ise %(32') =1+ 2jmod (5) olarak tanuml oldugundan
o =14+21=3 a) =2+21=4 al) =34+21=5=0

) _ )
) =1422=5=0 aJ=2+22=6=1 o) =3+22=7=2
a? =1+23=7=2 ) =2423=8=3 aJ=3+23=9=14
a? =1424=9=4 P =2424=10=0 o) =3+24=11=1
a? =1425=11=1 d¥=24+25=12=2 o) =3+25=13=3

) =4421=6=1 a=5+21=7=2

)
a) =4+22=8=3 ) =5422=9=4
0l =4+23=10=0 af)=5+23=11=1
a? =44+24=12=2 d¥=5+24=13=3
a =4425=14=4 42 =5+25=15=0
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302 41
41 3 0 2
Ly=0 2 4 1 3
1 3024
24130

elde edilir.

Ly igina\? = i+3j (modb) ve Ly igin ag) = i+ 47 (modb) kullanilarak Ly, Lo, Ls,

tj

Ly dik kareleri asagidaki gibi yazilir:

23 401 302 41
3401 2 41 3 0 2
Li= 40123 Li=10 2 41 3
012 3 4 1 30 2 4
12340 2 4130
4 2 0 31 043 21
0 3 1 4 2 104 3 2
Ly= 142 03 Lsy=2 10 4 3
20314 210 4
31420 3210

2.2 Latin Karelerin Carpim

Tanim 6. (Stinson,2004) L ve M, swrasiyla X ve Y kiimelerindeki sembollerle tanimlanmug
n. ve m. mertebeden iki Latin kare olsun. L x M ile gésterilen L ve M 'nin ¢arpimi

asagidaki gibi tanmimlanr.
(L X M) ((ihi?} ) (jlva)) = (L (ilvjl) ) (iQan)) (213)

Ustelik, L x M 'nin mertebesi nm dir

Ornek 9.

™~
I
— oo W
ORI
W ok
I
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iki Latin kare ise

(3.1) (L1 (21) (3,2) (1L2) (22
2,1) (3,1) (1,1) (2,2) (3,2) (1,2)
Loy LD 2D B 12 (22) 62
(3.2) (1L.2) (22) (3,1) (L1) (2,1)
(2,2) (3,2) (1,2) (2,1) (3,1) (1,1)
(1L2) (2.2) (3.2) (L1) (2.1) (3,1)

olarak elde edilir.

Teorem 5. (Stinson, 2004) L ve M swrasiyla X ve'Y kiimelerindeki sembollerle tanimlanmug
m. ve n. mertebeden Latin kareler ise L x M, X XY kiimesindeki sembollerle tanimlanmig

mn. mertebeden bir Latin karedir.

Ispat. L x M 'nin (iy,iy) satirim diisiinelim. v € X vey € Y olsun. L x M 'nin (iy, 1)
satirinda (x,y) oldugunu gérelim. L bir Latin kare oldugu i¢in L (i1, j1) = x olacak sekilde
bir tek jy stitunu vardw. M bir Latin kare oldugu icin M (is, jo) = y olacak sekilde bir tek jo
stitunu vardwr. Bu yiizden (L x M) ((i1,12) , (j1,j2)) = (x,y) dir. Benzer sekilde L x M ’nin

her siitunu X X 'Y 'nin her semboliinii icerir. Bu yiizden L x M bir Latin karedir.

Teorem 6. (Stinson, 2004) n,. ve ny. mertebeden dik Latin kareler var ise ninsy. mertebeden

dik Latin kare vardir.

ispat. Varsayalim ki; Ly ve Lo, X kiimesinde tanimli n,. mertebeden dik Latin kareler ve
My ve My, Y kiimesi tizerinde tanimli ny. mertebeden dik Latin kareler olsun. L1 x M ve
Loy x My ’nin nyny. mertebeden dik Latin kareler olduklari gésterilmeli. Ly x M; ve
Lo X M,y teorem 5’den Latin karedirler. Bu yiizden sadece dik olduklarini gostermek
yeterlidir.  ((x1,y1), (x2,y2)) sembollerinin  sirali ~ ¢iftleri ele almwrsa bir tek

((11,12) , (J1, Jo)) tkilisi bulmak i¢in

(L1,M1)((’i1,i2)7(j1,j2)) = (5U1,y1) (2.14)
(La, M) ((i1,42) , (j1,J2)) = (22,92) (2.15)

olsun. O zaman

(i, 71) = = (2.16)
M (i2,j2) = w1 (2.17)
(i1,51) = =2 (2.18)
(i2,J2) = o (2.19)
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Ly ve Ly dik oldugundan denklem (2.16) ve denklem (2.18), (i1,71)’i tek olarak
belirler. M, ve M,y dik olduklarindan denklem (2.17) ve denklem (2.19), (ia, j2) vi tek
olarak belirler. Istenilen ikili ((iy,12) , (j1,j2)) tek olarak belirlenir:

2.3 Karsihkh Dik Latin Kareler

Tamm 7. (Stinson,2004) 1 < ¢, j < s igin n. mertebeden L;ve L; Latin kareler , dik ise

karsilikll dik Latin kareler denir. Karsilikli dik Latin kareler demek yerine kisaca -\MOLS
"diye ifade edilir. n. mertebeden s tane MOLS larin kiimesi sM OLS (n) seklinde gosterilir.

n. mertebeden MOLS’larin maksimum sayist N (n) ile gosterilir. 1. mertebeden
herhangi iki Latin kare dik oldugu i¢in N (1) = oo dir. n > 1 i¢in N (n) lizerinde sonlu bir

iist sinirin var oldugunu séylemek miimkiindiir.

Ornek 10. (Bermudez J., 2009) L, Lo, Ls, 4. mertebeden Latin kareler

01 2 3 1 2 3 01 2 3
1 0 3 2 2 10 2 3 01
L, = Ly, = Ls =
2 3 01 1 0 3 2 3 210
32 10 2 3 01 1 0 3 2
olsun.
00 11 22 33 00 11 22 33
13 02 31 20 12 03 30 21
Ly wve L= Ly ve Ls=
21 30 03 12 23 32 01 10
32 23 10 01 31 20 13 02
00 11 22 33
32 23 10 01
L2 ve L3:
13 02 31 20
21 30 03 12

Goz ontine alinirsa Ly ve Lo, Ly ve Ls, Ly ve L diktirler. Bu yiizden L, Ly ve Lg karsilikli
dik Latin karelerdir.

Teorem 7. (Stinson, 2004) n > 1 i¢in N (n) < n — 1ise nMOLS (n) mevcut degildir.
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2.4 Afin Diizlemler

Bu boliimde afin diizlemin tanimi ve afin diizlemlerle ilgili bazi temel kavramlar
verildikten sonra karsilikli dik Latin kareden afin diizlem elde edilecektir. Ayrica bir afin

diizlemden nasil karsilikl1 dik Latin kareler elde edebiliriz verilecektir..

Tamm 8. (Kaya, 2005) N ve D elemanlari sirast ile noktalar ve dogrular olsun ve N' N D
= & ozelligine sahip iki kiime, o da N' x D kiimesinde tamimlanan bir iizerinde bulunma
bagintist (o0 C N x D) olmak iizere asagida verilen Al, A2 ve A3 aksiyomlarim saglayan
(N, D, o) sistemine afin diizlem denir.

(AI)Y M, N € N ve M # N noktalarindan gegen tek bir d € D dogrusu vardr.

(A2) N pd olmak iizere her N € N ve d € Digin N o cve d || ¢ olacak sekilde tek
bir ¢ € D dogrusu vardrr.

(A3) Dogrudas olmayan ii¢ nokta vardir.

Tanmim 9. (Kaya, 2005) Her sonlu A afin diizlemi i¢in n > 2 olmak sartiyla
(1) Her dogrusu iizerinde tam olarak n tane nokta vardur.
(2) Her noktasi tam olarak n + 1 tane dogru iizerindedir.
(3) Toplam nokta sayisi n? dir.

(4) Toplam dogrularin sayisi n® + n dir:
Teorem 8. (Stinson, 2004) Herhangi afin diizlem paralel siniflara ayrilabilir.

Tanmim 10. (Wikipedia, 2016b) S, X\ elemanli bir kiime olmak tizere S ’nin k elemanli alt
kiimeleri bloklart olustursun ve S’nin v elemanli her alt kiimesi tam olarak bir blok da

bulunsun. Bu sisteme Steiner sistemi denir. v,k, N\ parametreleri ile Steiner sistem
S (v, k, \) seklinde yazilir.

Teorem 9. (Stinson, 2004) (v, k, \) paralel siniflara ayrilabilen afin diizlemin farkli paralel

smiflarindan herhangi iki blok tam olarak "j}—2 nokta da kesisir.

2.5 Afin Diizlem’den MOLS Elde Etme

N(n) = n — 1 oldugu durumlar afin diizlemlere karsilik geldigi igin oldukc¢a
onemlidir. n. mertebede bir afin diizlemden bir (n — 1) MOLS (n) elde edilir. Varsayalim
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ki (X, A) n. mertebeden bir afin diizlem (yani (n? n,1)) olsun. Teorem 8’den afin
diizlemler paralel siniflara ayrilabilirdir. (n + 1) tane paralel sinifin her biri n tane ayrik
blok icerir. Teorem 9’dan farkli paralel siniflardan herhangi iki blok tam olarak bir ortak
nokta da kesisirler. 1 < ¢ < n + 1 i¢in II; deki ( ¢. paralel smiftaki ) bloklar
Augy.1 < j < n diye adlandinlsin. n. mertebeden elde edilecek Latin kareler

Ly, Lo, ..., L, 1 diye isimlendirilsin. Bu Latin kareler asagidaki formiille olusturulurlar.

1<x<n—-1,1<i1<n,1 <5< n; LI(Z,]):]C<’:>A“JHA7H_1,]GAL]@- (220)

Her L,’in bir Latin kare oldugunu gérmek i¢in ¢. satirda bir £ sembolii verildiginde
L, (i,7) = k olacak sekilde bir tek j siitunu bulunmalidir. IT,, ve I, deki herhangi iki blok bir
tek noktada kesistigi icin birtek y € A,, ;N A, j vardir. O halde 11, parelel sinif oldugundan
y € Apy1,; icin bir tek j vardir. Bu ylizden L, (4, j) = k dur.

j. stitunda bir k£ sembolii verilsin. L, (i,j) = k olacak sekilde bir tek ¢ satiri
bulunmalidir. I1,,,; ve II, deki herhangi iki blok bir tek noktada kesistigi i¢in bir tek
y € A,4+1; N Ay i, noktast vardir. IT,, paralel bir sinif oldugu icin y € A,, ; olacak sekilde bir
tek ¢ vardir. L, (i,j) = k dir.

x # yise L, ve L, nin dik oldugunu gérmek i¢in & ve [ iki sembol iken L, (i, j) = k
ve L, (4, j) = [ olacak sekilde bir tek (¢, j) ikilisi bulunmalidir.

Api N Apgrj € Az ve A, N Apyr; € Ay, oldugundan II, ve II,’deki herhangi
iki blok bir tek noktada kesistigi i¢in bir tek 2 € A, , N A, ; noktas: vardir. II,, paralel sinif
oldugu i¢in z € A, ; olacak sekilde bir tek ¢ vardir. Benzer olarak II,,,; paralel sinif oldugu
i¢in z € A, ; olacak sekilde bir tek j vardir. Sonug olarak istenilen (z, j) ikilisi bulunur.

L, ve L, nin dik oldugu ispatlanmis olur.
Ornek 11. (Stinson, 2004) N' = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
D = {123,456, 789, 147,258, 369, 159, 267, 348, 168, 249, 357}
N noktalar kiimesi, D dogrular kiimesi ve o da N x D kiimesinde tanimlanan bir

tizerinde bulunma bagintisi (o C N x D) olmak iizere 3. mertebeden (N, D, o) afin diizlemi

verilsin. Bu afin diizlem Sekil 2.1 de resmedilir.
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Sekil 2.1 3. Mertebeden Afin Diizlem

Bu afin diizlemden karsilikli dik Latin kareler elde etmek i¢in afin diizlemi paralel alt

swmiflara ayiralim. Asagidaki gibi bloklart isimlendirelim.

A171 - {1,2,3} A271 - {1,4, 7} A371 - {1,5,9} A471 - {1,6,8}
Ao ={4,5,6} Ayo ={2,5,8} Az ={2,6,7} Ayo =1{2,4,9}
A1,3 = {77 87 9} A2,3 = {37 67 9} A3,3 = {37 47 8} A4,3 = {37 57 7}

Denklem (2.20) den yararlanarak karsilikli dik Latin karelerimizi olusturalim.

r = 1icin,
Ll (Z,]) =k < Ag,i N A47j € Al,k’ (221)

(i,7) = (1,1) = Az NAg € Ay,

NeA
{1} e A (2.22)
k=1
Li(1,1) =1
(i,7) = (1,2) = A3z NAso € Ay
9l e A
{9} € A (2.23)
k=3

L1 (1,2) == 3



T = 2 icin,

(4,5) = (1,3) =

Ly (1,3)=2
(1,7) = (2,1) =
Li(2,1)=2
(17]) = (272) =
Li(2,2)=1
(1,5) = (2,3) =
Li(2,3)=3
(i,7) = (3, 1) =
Li(3,1)=3
(1,7) = (3,2) =
Li(3,2) =2
(1,7) = (3,3) =
Ly(3,3)=1
Ly =

w N =

As1 N Ags € Ary
{5} € Al,k
k pr—

Ao MAgr € Ay,
{6} € Al,k
k=2

Aso M Ags € Ay,
{2} € Al,k
k=1

Ao M Ags € Ay,
{7} - Al,k
k=3

Ass N Agr € Avp,
{8} & Al,k
k=3

AzsNAgs € Arg,
{4} - Al,k
k=2

AssMNAgs € Ay,
{3} - Al,k;
k=1

N =W
— W N

Lo (Z,j) =k <= Agﬂ' N A4’j S AQ’]{;

16

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)



(4,5) = (L,1) =

Ly(1,1) =1

(,7) = (2,1) =

L2 (2,1) =3

(17]) = (371) =

Ly(3,1) =2

(i,j) = (1,2) =

LQ (1,2) — 3

(1,7) = (2,2) =

As1 N Ag € Agy,

{1} € AQ’k
k pu—

Ao N Agq € Aoy,
{6} c A2,k
k=3

Ass M Ay € Aoy,
{8} c Ag’k
k=2

As1 N Ags € Agy,
{9} - Ag’k
k=3

AzoNAys € Ag,
{2} S Az’k
k=2

As 3N Ags € Agy,
{4} - AQ’]{;
k=1

As1 M Ays € Ay,
{5} - AQ}]C
k=2

Ao M Ass € Agy
{7} - A27k
k=1

17

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)
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(i,7) = (3,3) = AszsNAys € Ay,

{3} € Aoy (2.40)
k=3
,(3,3) =3
13 2
Lh= 3 2 1
213

Ornek 12. NV = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 13, 14, 15, 16}

D = {{1,2,3,4},{5,6,7,8},{9,10, 11,12}, {13,14, 15,16} , {1,5,9, 13} , {2, 6,10, 14} ,
{3,7,11,15} ,{4,8,12,16}, {1,6,11,16} ,{2,5,12, 15} , {3,8,9, 14} , {4, 7, 10, 13},
{1,7,12,14} . {2,8,11,13},{3,5,10,16}, {4,6,9,15} , {1,8,10,15} , {2,7,9, 16},
{3,6,12,13},{4,5,11, 14}}

N noktalar kiimesi, D dogrular kiimesi ve o da N' x D kiimesinde tanimlanan bir iizerinde
bulunma bagintisi (0 C N x D) olmak iizere 4. mertebeden (N, D, o) afin diizlemi verilsin.
Bu afin diizlemden karsilikly dik Latin kareler elde etmek i¢in afin diizlemi paralel alt siniflara
aywralim. Asagidaki gibi bloklart isimlendirelim.

A ={1,2,3,4} Ay ={1,5,9,13} As; ={1,6,11,16}
A5 ={5,6,7,8} Ay s ={2,6,10,14} Aso ={2,5,12,15}
A3 ={9,10,11,12} Ay ={3,7,11,15} As3={3,8,9,14}

Ay 4 ={13,14,15,16} Ay gy ={4,8,12,16} As g ={4,7,10,13}

Ay ={1,7,12,14} As 1 ={1,8,10,15}
Ayo ={2,8,11,13} As0={2,7,9,16}

Ay ={3,5,10,16} As5=1{3,6,12,13}
Agy={4,6,9,15} As g ={4,5,11,14}

Denklem (2.20) 'den yararlanarak karsilikl: dik Latin karelerimizi olugturalim.

x = 1 i¢in,
Ly (Z,]) =k <— A47i N A57j € Al,k (241)

(1,5) = (1,1) = Ay1NAsy € A
1 A
{1} € Aw (2.42)
k=1

Li(1,1) =1



(,5) = (1,2) =

Li(1,2) =2

(4,5) = (1,3) =

Li(1,3)=3

(17]) = (174) =

Li(1,4)=4

(i,j) = (2,1) =

Li(2,1) =2

(1,7) = (2,2) =

Li(2,4)=3

(Za]) = (371) =

Li(3,1) =3

Ag1 N Ase € Ay,
{7} € Al,k
k=2

Ag1 N As3 € Ay,
{12} € Ay
k=3

Ag1 M As4 € Ay,
{14} € Ay,
k=4

AgoMAs1 € Ay,
{8} - Al,k
k=2

Ao NAsy € Arg,
{2} - Al,k
k=1

Ao NAss € A
{13} € Al,k
k=4

AgoMAs4 € Ay,
{11} S Al,k
k=23

AysNAsy € Ay
{10} < Al,k
k=23

19

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)



T = 2 icin,

Ly (3,4) =2

(i,j) = (4,1) =

Li(4,1) =4

(1,7) = (4,2) =

Li(4,2) =3

(1,7) = (4,3) =

Li(4,3) =2

(1,)) = (4,4) =

Li(4,4) =1

Ly

O

AgsNAse € Ay
{16} € A,
k=4

AgsNAss € Ay,
{3} € Al,k
k=1

AysNAsy € Ay
{5} & Al,k
k=2

Aga N A5y € Ay,
{15} € Al,k
k=4

AgaNAsy € Arg,
{9} - Al,k
k=3

AgaNAss € Aig
{6} - Al,k
k=2

Aga N A5y € Ay,
{4} & Al,k;
k=1

W = =N
N — &~ W
— N W

LQ (Z,j) — ]{7 < A4,i ﬂ A57j E Ag’k

20

2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

2.57)

(2.58)



(4,5) = (L,1) =

Ly(1,1) =1

(,5) = (1,2) =

L2 (172) = 3

(17]) = (173) =

Ly(1,3) =4

(i,j) = (1,4) =

Lo(1,4) =2

(1,7) = (2,1) =

Ly(2,1) =4

(1,7) = (2,2) =

Ly (2,2) =2

(i,7) = (2,3) =

Ag1 N A5 € Ay,

{1} c AQ’k
k=1

Ag1 N Aso € Agy,
{7} € Ag’k
k=3

Ag1 N As3 € Ay,
{12} € Ay,
k=4

Ag1 N A5y € Agy,
{14} € Ag}k
k=2

Ao NAsy € Ag,
{8} - Az’k
k=4

Ao NAsy € Ag,
{2} S AQ’]{;
k=2

AgoNAss € Ay,
{13} S Ag}k
k=1

AyoNAsy € Aoy
{11} S A27k
k=23

21

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)



Ly (3,3)

(i,7) =

Lo (3,4) =

(i,7) =

Ly (4,1)

(i,7) =

Ly (4,2) =

(i,7) =

Ly (4,3)

(i,7) =

Ly (4,4)

=3

(3,4) =

1

(4,1) =

=3

(4,2) =

1

(4,3) =

=2

4,4) =

=4

Ags N A5y € Agy,
{10} € Ay,
k=2

AysNAso € Ay,
{16} € Ay,
k=14

AysNAss € Ay,
{3} € Ag’k
k=23

Ays N Asy € Agy,
{5} - Ag’k
k=1

AgaNAsy € Ag,
{15} € Ag}k
k=3

AgaNAsy € A,
{9} S AQ’]{;
k=1

AgaNAss € Ay,
{6} - AQ}]C
k=2

AyaNAsy € Aoy
{4} - A27k
k=4

22

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)



1
L4
2T 9

3

Lo
— W N

3
2
4
1

2 4

23

Ly karsilikli dik Latin karesi elde edilir. Bu Latin kare standart formda asagidaki gibi ifade

edilir.

r = 3 icin,

1
L2:4
2
3

= = W N

3
2
4
1

N W

Ls (Z,]) =k <= A4,i N A5’j € Agjk

(i,j) = (1,1) =

Ly(1,1) =1

(t,7) = (1,2) =

Ly(1,2) =4

(1,7) = (1,3) =

L3(1,3)=2

(t,5) = (1,4) =

(Za]) = (271) =

Lg (2,1) = 3

AgiNAsy € Asp,
{1} c A3’k
k=1

Ay1 N A5 € Agy,
{7} c A3’k
k=4

Ag1NAss € A
{12} S Ag}k
k=2

Ag1 N As 4 € Agy,
{14} S A37k
k=23

AyoNAsy € Az
{8} - A37k
k=3

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)



L3 (371) =4

(1,7) = (3,2) =

L3(3,2) =1

(i,7) = (3,3) =

L3(3,3) =3

(1,7) = (3,4) =

Ly (3,4) =2

(Za]) = (471) =

Ly(4,1) =2

AyoNAso € Az
{2} — Ag’k
k=2

Ago N Ass € Agy,
{13} € As,
k=4

Ago M A5y € Agy,
{11} € As,
k=1

AysNAsy € Agy,
{10} S Ag}k
k=4

Az N Asy € Asp,
{16} € Ag}k
k=1

AysNAss € Ay,
{3} c Ag’k
k=3

AysNAsy € Ay,
{5} - A3’]€
k=2

AsaNAsy € Az
{15} S A37k
k=2

24

2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)
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(i,7) = (4,2) = AyaNAsy € Az,

91 c A
{9} € Asu (2.89)
k pr—
Ls(4,2) =3
(1,§) = (4,3) = AyaNAs3 € Az,
6} € A
{6} € Az (2.90)
k=1
Ly (4,3) =1
(Z,]) = (4, 4) — A4’4 M A5’4 - AS,k
4 A
{4} € Au 2.91)
k=4
Ly (4,4) = 4
1 4 2 3
2 4 1
L3 == 3
4 1 3 2
2 31 4

Ls karsilikli dik Latin karesi elde edilir. Bu latin kare standart formda asagidaki gibi ifade
edilir.

— W =N

4
2
1
3

= N = W

2.6 MOLS’dan Afin Diizlem Elde Etme

q. mertebeden MOLS’larin tamami kullanilarak g. mertebeden afin diizlem elde
edilebilir. Ly, Lo, ..., L,—1 n. mertebeden MOLS’larin kiimesi olsun ve bir ¢ X ¢ matrisi ¢?
farkli sembol igersin. (Afin diizlemin noktalar1) ¢* kiimesindeki semboller (afin diizlemin
dogrulari ) ¢ boyutunda kiimeler seklinde asagidaki gibi tanimlanir. A, sembollerin ilk satirt
olusturdugu ve daha sonraki her satira mertebe eklenerek olusturulan matris olmak iizere
A’nin satirlarinda ve siitunlarinda ¢ kiimeleri vardir. Kalan ¢?> — ¢ kiime MOLS’lara ayn1

islem uygulanarak bulunur.

Ornek 13. 3. mertebeden karsilikly dik Latin kareleri kullanarak afin diizlem elde etme.

— N W
_ W DN

3
1
2

N W

2
1
3

w NN =



Yukarida gosterilen latin kareler 3. mertebeden karsilikli dik Latin karelerdir.

1 2 3 satirint alip her terime 3 ekleyerek 3 x 3’liik A matrisi elde edilir.

~N b~ =

2
5
8

o O W
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Yukaridaki matrisin satir ve siitunlarindan {1,2,3}, {4,5,6}, {7,8,9}, {1,4,7}, {2,5,8},
{3,6,9} dogrular elde edilir.

Birinci karsilikly dik Latin kare kullanilarak asagidaki matris elde edilir.

co O =

O© = N

N Ot W

Bu matristen {1,6,8}, {2,4,9}, {3,5, 7} dogrular: elde edilir.

Ikinci karsilikli dik Latin kare kullamlarak asagidaki matris elde edilir.

© ot =

N O N

o = W

Bu matristen {1,5,9}, {2,6,7}, {3, 4,8} dogrular: elde edilir.

Dolayisiyla, noktalar kiimesi N' = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} ve dogrular kiimesi

D= {{1,2,3}, {4,5,6}, {7,8,9},
{3,6,9}, {1,6,8},

{2,5,8},
{3.5,7},

olan 3. mertebeden afin diizlem elde edilir.

{1,4,7},
{2,4,9},
{1,5,9}, {2,6,7}, {3,4,8}}

Ornek 14. (U.C.Denver, 2016) 4. mertebeden karsilikli dik Latin kareleri kullanarak afin

diizlem elde etme. 4. mertebeden 3 tane karsilikly dik Latin kare vardw. Bunlar sunlardir:

1
2
3
4

W = = N

N = e W

_— NN W

N = W =

— W N

=N = W

W = N e

1
4
2
3

NSO

3
2
4
1

N W
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1 2 3 4 satirint alip her terime 4 ekleyerek 4 x 4’liik A matrisi elde edilir.

1 2 3 4
5 6 T 8
9 10 11 12

13 14 15 16

A matrisindeki siitunlar ve satirlar afin diizlemin bazi dogrularim verir. Bu dogrular

sunlardir :
{1,2,3,4,},{5,6,7,8},{9,10,11, 12} , {13, 14,15, 16},
{1,5,9,13},{2,6,10,14} ,{3,7,11,15} ,{4,8,12, 16}.
Yani, 8 tane dogru elde edilir.
Birinci karsilikli dik Latin kareyi kullanarak bir ka¢ dogru daha elde edebiliriz. Ilk

satir sabit olmak iizere 2. satira 4, 3. satira 8 ve 4. satira 12 ekleyerek elde edilen matrisin

satwr ve stitunlari afin diizlemin birka¢ dogrusunu daha verir.

1 2 3 4
6 5 8 7
11 12 9 10
16 15 14 13

Matrisin  siitunlarindan elde edilen dogrular sunlardw: {1,6,11,16}, {2,5,12,15},
{3,8,9,14}, {4,7,10, 13} . Satwrlarindaki dogrular daha once elde edilmisti.

Diger iki karsilikli dik Latin kareyede ayni islem uygulanilarak kalan dogrular elde
edilir.
1 2 3 4
7 8 5 6
12 11 10 9
14 13 16 15

{1,7,12,14} ,{2,8,11,13},{3,5,10,16} ,{4,6,9, 15} dogrular: elde edilir.

1 2 3 4
8 7 6 5
10 9 12 11
15 16 13 14

{1,8,10,15},{2,7,9,16},{3,6,12,13} ,{4,5, 11, 14} dogrular: elde edilir.
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Dolayisiyla noktalar kiimesi ve N = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,15, 16}

dogrular kiimesi

D= {{1,2,3,4}, {5,6,7,8}, {9,10,11,12}, {13,14,15,16}, {1,5,9,13},
{2,6,10,14}, {3,7,11,15}, {4,8,12,16}, {1,6,11,16}, {2,5,12,15},
{3,8,9,14}, {4,7,10,13}, {1,7,12,14}, {2,8,11,13}, {3,5,10,16},
{4,6,9,15}, {1,8,10,15}, {2,7,9,16}, {3,6,12,13}, {4,5,11,14}}

olan 4. mertebeden afin diizlem elde edilir.

Teorem 10. (Stinson, 2004) n > 2 olsun. Asagidaki tanimlar esdegerdir.
1)n—1MOLS(n)
2) n. mertebeden bir afin diizlem

3) n. mertebeden bir projektif diizlem
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3. EN KUCPROJEKTIBUZLEM

Bu boliimde projektif diizlemlerle ilgili bazi temel kavramlar ve 2. mertebeden

projektif diizlem olan Fano diizleminin etiketlenmis kombinasyonlar: verilecektir.

Tamim 11. (Kaya, 2005) N ve D elemanlart sirast ile noktalar ve dogrular olan ayrik iki
kiime (vani N' N D = & ozelligine sahip iki kiime) ve o da N' x D kiimesinde tanimlanan
bir tizerinde bulunma bagintist (yani o C N x D) olmak iizere asagida verilen P1, P2 ve P3
aksiyomlarint gergekleyen (N, D, o) sistemine bir projektif diizlemdenir.

Pl: Her M, N € N, M # N igcin M o d ve N o d olacak sekilde bir tek d € D
dogrusu vardw. Yani farkli iki nokta bir tek dogru belirtir.

P2: Herc,d € D, icin N ocve N od olacak sekilde en az bir N € N noktas: vardir:
Yani iki dogrunun en az bir ortak noktast vardr.

P3: Herhangi iicii dogrudas olmayan dort nokta vardir.

Tanim 12.(Kaya,2005) S bir projektif diizleme iliskin herhengi bir ifade olsun. S’de

“nokta ’sozciigii yerine “dogru’”, ve “dogru”sozciigii yerine ‘“nokta’koyarak bulunan yeni
ifadeye S nin dual ifadesi denir ve bu S* ile gosterilir.

Teorem 11. (Kaya, 2005) Verilen her F' cismi igin nokta ve dogrulari bu cismin elemanlariyla

cebirsel olarak belirtilebilen bir projektif diizlem vardir.

Ispat. F verilen bir cisim olsun. 1,2, 3 € F ve x, x5, x5 hepsi ayni anda sifir olmamak
kosuluyla (xq,x9,x3) swall di¢lisiinii bir nokta olarak diisiinelim. Ustelik bu iiclii ile
orantily biitiin ticliiler yine bu noktayr gostersinler. Yani Y\ € F, N\ # 0 ig¢in,
ANxy, x9,m3) = (Axy, Awg, Axg) digliisii (xq, 9, x3) iin gosterdigi noktayr gostersin.
Dolayisiyla F’nin eleman sayisi sonlu ve bu sayr n ise n — 1 tane ii¢lii aynt noktay:

gosterecektir. Bunu (1, o, 13) = X\ (21, 9, x3) yazarak ifade edecegiz. Boylece

N - {(xlax%xfi) 1X1,%2,T3 € F7 (xlax%x?)) 7£ (07070)7

G.1)
(371,.1’2,1'3) = )\($1,I’2,$3) ,)\ c F,)\ 7é O}

olur.
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Buna dual olarak a,,as,a3 € F ve ay,as,as hepsi birden sifir olmamak kosulu
altinda her |ay,ay, a3] di¢liisii ve bu iigliiyle orantili olan biitiin ii¢liler ayni bir dogru

olarak tamimlansin. Béylece;

D= {[Cll,a,z,ag] L ap,a,as c F, [al,ag,ag] 7£ [0,0,0],

(3.2)
la1,as,a3] = Aay,as,a3] , A € F, A # 0}

olur.

(Dogru ve noktalara karst tutulan boyle tigliilere, ilgili dogru yada nokta 'nin homogen
koordinatlari denir.) Besbelli burada N ve D ayni kiimelerdir. Ama onlarin birbirinden farkly
ve hatta ayrik olmasi zorunlu kullanilan adi ve késeli parantezler yardimi ile saglanmaktadir.

(21, T2, x3) noktasinin [ay, as, as] dogrusu tizerinde olmasi séyle tammlansin:
(21, T2, x3) 0 [ay, as, as] <= a1x1 + asxy + azxz =0 (3.3)

Simdi bu (N, D, o) sisteminin projektif diizlem oldugunu gésterelim. Once iizerinde bulunma
bagintisinin bir nokta ve dogruyu gosteren tigliilerin se¢ciminden bagimsiz oldugunu gorelim.

A\ € FoN# 0 # pigin cisim ozellikleri ve o bagintisinin tanimi geregince

(Az1, Azo, Axs) o [pay, pag, pas] <= (par) (Az1) + (paz) (Az2) + (pas) (Azs) = 0(3.4)

< (M) (a1 + aszs + agxs) =0 (3.5)
< a1 + X9 + azxrsy = 0 (36)
< (21,72,73) 0 a1, as, as] (3.7)

bulunur ki bu da isteneni verir.

Py aksiyomunu gergekleyelim. N = (x1,x9,x3) ve M = (y1, Yo, y3) farkl iki nokta

olsun. [ay, ay, as] dogrusu bu iki noktadan gegiyorsa

121 + A2T9 + A3T3 = 0 (38)
a1y1 + asye +aszys = 0 (3.9)

denklemleri saglamr. Biitiin x; ler sifir olamayacagi i¢in x1, xo, x3 ten en az birinin, érnegin

x1 'in sifirdan farkl oldugunun kabulii genelligi bozmaz.

x1 # 0 olsun. 1 # 0 ise Jx; " € F oldugundan (3.8) denkleminden

a; = — (agxs + azrs) xy" (3.10)
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denklemi bulunur. Bu (3.9). denklemde kullanilirsa

— (agmy + agws) a7 'y1 + agys + agys = 0 (3.11)
—a9moxy Y1 — agTsTy Y1 + agys + agys = 0 (3.12)
ao (yg - ylxﬂfl) + as (y3 — ylxgxfl) =0 (3.13)
denklemi elde edilir. Burada
k=yo — 1207y " (3.14)
ve
h=ys — yi1x37] " (3.15)
diyelim.

Eger h =k = 0iseys = (ylwl_l) T3 Yo = (ylxl_l) Xy olur. Oysa y; = (ylel) 1
vazilabileceginden i = 1,2,3 i¢in y; = (ylel) x; elde edilir ki bu (z1,1x9,23) ve
(Y1, Yo, y3) tin farkl nokta olarak alimslaryla ¢elisiv. Dolayisiyla k ve h birlikte sifir
olamazlar. Eger yalniz k = 0 ise (3.13) denklemi i¢in az = 0, (aq keyfi ama sifir degil ) bir

¢oziim olur. Bunlar (3.10) denkleminde kullanilirsa
a, = (—1]2.7)1_1) as (3.16)

bulunur.

Dolayisiyla as [—.732371_17 1, 0} istenen biricik dogrudur, ¢iinkii ay ne olursa olsun bu
ticliiler orantilidir. Benzer sekilde k # 0 fakat h = 0 ise istenen dogru as # 0 olmak iizere
as [—xgxfl, 0, 1] ticliisiiyle temsil edilir. Son olarak k # 0 # h ise ag € F, az # 0 olmak
tizere (3.13). denklemden

ask +ash = 0 (3.17)
ask = —ash (3.18)
as = —azhk™ (3.19)
ve (3.10). denklemden

ap = — (agwy + azxs) xy! (3.20)
a = — (—aghk_ll'g + agmg) xl_l (3.21)
a; = as (hk:_lxg - :Ug) 351_1 (3.22)

bulunur ki bu da [ay, as, as)'in
las (hk™'ay + 23) 27", —ashk ™", as] (3.23)
az [hk ™ wox ! + wgxy !, —hkTH 1] (3.24)
azk™ [hwoxy' + w32k, —h, k] (3.25)

ask~ a7 [hay + 23k, —hay, kay] (3.26)
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azk 'z’ [93332 — Y1 T3T2T] | — T3Ys + T3Y1TaTT ', —Y3T1 + Y123, YTy — 3/1552] (3.27)

ask "tz [Tays — YaTs, T3y1 — Y3T1, T1Y2 — Y1T2) (3.28)

orantuly iigliileriyle gosterilen biricik dogru oldugunu gosterir. Boylece P1 aksiyomunun

saglandigi goriiliir.

Dogrular da noktalar gibi koordinatlandigi igin farkli iki dogru iizerinde bir tek
nokta bulundugu aymi yolla ispatlamr. Bu P2 aksiyomundan daha kuvvetlidir. Bu
diizlemlerde (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), (1,1, 1) noktalarim diisiinelim. F' cisminde © = 0,
y =02 =0x+1y+ 2z = 0 denklemlerinden herhangi iiciinii saglayan ve bir dogru
belirtmeyen |0, 0, 0] 'dan baska ¢oziim olmadigi i¢in bu noktalardan herhangi iigii dogrudas

olamaz. Dolayisiyla P 3 saglanr.

Tamim 13. (Kaya,2005) F cismi yardimiyla tanimlanan bu projektif diizlemlere cisim

diizlemleri denir ve genel olarak Py F ile gosterilir.

Tanmim 14.(Kaya,2005) Sonlu sayida eleman iceren bir cisim, sonlu cisim olarak
adlandirilir: Ornegin, n tamsayr modiilii Z,, ile gosterildiginde, (modn) 'de yapilan standart

toplama ve ¢arpma iglemlerine gore Z, sonlu bir cisimdir.

3.1 Fano Diizleikgin Modeller

Z cismi ile iligkilendirilen en kiigiik projektif diizlem Fano diizlemidir. Fano diizlemi
7 nokta ve 7 dogruya sahiptir. Her dogru tam olarak 3 nokta igerir. Her nokta tam olarak 3

dogru iizerinde bulunur. Fano diizleminin klasik resmi Seki}.1 de gdsterilmistir.

Sekil 3.1 Fano Diizleminin Klasik Resmi
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MODEL 1: 2. mertebeden projektif diizlem farkli kavramlar kullanilarak elde edilebilir.
Dortyiizlii de noktalar1 ve dogrulart agagidaki gibi tamimlayarak bu modeli diisiinebiliriz.
Noktalar, dortyiizliinlin merkezi ve dortyiizliiniin alt1 kenarinin merkezidir. Dogrular, karsit
kenarlarin merkezlerini birlestiren dogru pargalar1 ve her nokta {i¢ dogru iizerinde bulunur
prensibi ile elde edilen ¢emberlerdir. Fano diizleminin bu uzaysal modeline ise stereogram
denir. Bu model Sekil 3.2 de resmedilmistir. (Polster, 1998b)

Sekil 3.2 Fano Diizleminin Uzaysal Modeli Stereogram (Polster, 1998a)

Tamm 15. (Wikipedia, 2016c) Bir nesnenin (resim, sembol, vb.) simetri grubu, nesnenin

grup islemleri ile oldugu gibi bileske altinda da degismez kaldig biitiin doniisiim gruplaridir.

Tanmim 16. (Kaya, 2005) (N, D, o) ve (N "D, o/) herhangi iki geometrik yapi olsun. Eger
f:NUD — N'"UTD fonksiyonu

(1) f(N)CN
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2 f(D)cD
(3) Her N € N,d € Dve Nod = f(N)o f(d)

kosullarimi da saglyorsa f ye (N, D, o) dan (N/,D/,o/) ve bir homomorfizm
denir. Birebir ve orten ozelligi bulunan homomorfizme izomorfizm denir. Bir geometrik

yapwyt kendisine doniistiiren izomorfizme de kolinasyon veya otomorfizm denir.

Tamm 17. (Wikipedia, 2016a) Dortyiizliiniin her simetrisi geometrinin otomorfizmalarina
doniistiv. Dortyiizliintin simetri grubu 24. mertebedendir. Simetri grubu izomorfiklerinden

olusur. Bunlar soyle kategorilendirilebilir:
. Ozdeslik

. Bir koseden gegen ve karsi yiize dik bir eksen etrafinda £120 donme (4 eksen, eksen
basina 2, 4.2 =8)

. Bir kenara dik bir diizlemde yansima (6)

. Bir diizlemde yansima ile o diizleme dik bir eksen etrafinda 90 dénme ( 3 eksen,
eksen basina 2, 3.2 =6)

MODEL 2: Fano diizleminin baska bir modeli Sekil 3.3 de verilmistir. Bu diizlemin

noktalarinin hig¢biri noktalardan, dogrularinin higbiri dogrulardan ayirt edilemez. Seklin

360
merkezindeki — derecelik donme 7. mertebeden otomorfizmaya karsilik gelir.

Sekil 3.3 Fano Diizlemi: Biitiin noktalar esittir!



35

Sekil 3.3’deki 7. mertebeden otomorfizmalar ile birlikte, uzaysal modeldeki 24.
mertebeden otomorfizmalar Fano diizleminin biitlin otomorfizma gruplarint {iretir.
24.7 = 168. mertebedendir.

Ornek 15. Sekil 3.4 de Fano diizleminin klasik resminin, model 2 de nasil bir etiketleme

yvapilarak elde edilebilecegine dair bir ornek verilmistir.

Sekil 3.4 Fano Diizleminin Klasik Resmi ve Model 2

3.2 Etiketlenmis Fano Diizlemlerinin Kombinasyonlari

X ={1,2,3,4,5,6,7} 7 elemanl kiimesi verilsin. Bu kiime iizerinde Fano diizlemi

30 farkhi sekilde etiketlenebilir. Ciinkii Fano diizleminin otomorfizmalar grubu 168.
|

mertebedendir. Bu nedenle % = 30 farkl etiketleme vardir.

Tanim 18. (Saniga, 2015) X kiimesinin elemanlarindan olusan sirali olmayan iigliileri
Fano diizleminin dogrular: olarak diistinelim. Dogruyu olusturan iicliideki en kiigiik iki
tamsayinin toplamu iigiinciisiine egsitse dogruya swradan dogru denir. Eger iigtinciisiine egit
degilse dogruya kusurlu dogru denir. Bu sekilde dogrular kusurlu dogru ve siradan dogru

olmak iizere iki ¢esite ayrilir.

Tamim 19. (Saniga, 2015) Etiketlenmis Fano diizleminin bir noktasindan gegen kusurlu
dogrularin sayist s ise (0 < s < 3) bu noktamin mertebesi s dir. Fano diizlemin de bir
noktadan 3 tane dogru gectigi icin bu dogrularin hepsinin kusurlu dogru oldugunu

diistintirsek s en fazla 3 olabilir. Eger bu noktadan hi¢ kusurlu dogru ge¢mezse s en az ()
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olabilir. Dolayistyla s, 0 ve 3 dahil olmak iizere 0 ve 3 arasinda deger alir. Bir nokta 0., 1.,

2.ve 3. mertebeden olabilir. Bundan dolay: 4 farkl ¢esit nokta vardir.

Etiketlenmis Fano diizlemlerinin kiimesi tek bir sekilde A ve B gibi iki kiimeye
ayrilabilir. A kiimesinden yada B kiimesinden alinan herhangi iki etiketlemenin tek bir

ortak dogrusu vardir. Bu kiimeler 15 elemanlidir.

Burkard Polster (Saniga, 2015) tarafindan yapilan etiketleme asagida verilmistir.
Tamsay: tglileri {a,b,c¢} = abc bigiminde gosterilmistir. Etiketlenmis 30 Fano diizlemi
asagida verilmektedir. A ve B kiimelerindeki siradan dogrular iizerlerine ¢izgi koyularak
ifade edilir.

Ay : {124,136, 157,235, 267, 347,456 }
A, : {127,136, 145, 234, 256, 357, 467 }
As : {125,136, 147, 237,246, 345, 567 }
Ay : {125,134,167, 236, 247,357,456 }
As + {127,135,146, 236, 245, 347, 567 }
Ag : {124,137,156, 236, 257, 345, 467 }

A7+ {123,147,156, 245, 267, 346, 357 }

As : {124,135,167, 237,256, 346,457 }

Ay : {126, 137,145,235, 247, 346, 567 }
A = {126,134,157, 237,245, 356,457 }
Aqa ¢ {125,137,146,234, 267, 356,457}
Aus : {123,146, 157, 247, 256, 345, 367 }
A+ {127,134,156, 235,246, 367,457 }
Ays = {126,135,147, 234,257, 367,456 }
A= {A, Ay, ..., As5}
By : {127,136,145, 235,246, 347, 567 }
By : {125,136, 147,234,267, 357,456}
By : {124,136, 157,237,256, 345,467}

By : {127,134,156, 236, 245, 357,467 }
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Bs : {124,135,167, 236, 257, 347,456 }
Bg : {125,137, 146,236,247, 345, 567}
By : {123,145,167, 247,256, 346, 357}
By : {126,135, 147,237,245, 346, 567}
By : {124,137,156, 235, 267, 346, 457 }
By : {123, 146,157, 245,267, 347, 356 }

By : {125,134, 167,237,246, 356, 457}

By, - {126,137,145, 234, 257, 356, 467 }

By : {123,147,156, 246,257, 345, 367}

By : {126,134, 157,235, 247,367,456 }

Bis : {127,135,146,234, 256, 367, 457}
B ={By, By, ..., Bi5}

Iki etiketlenmis Fano diizlemi sifir, bir yada ii¢ ortak dogruya sahip olabilir. Ornegin, A, ve
Bi5 diizlemlerine bakalim. Bu iki diizlemin hig¢bir ortak dogrusu yoktur. A; ve Bj
diizlemlerinde ise 136, 234, 357 dogrular1 bulunur. Bu diizlemlerin 3 ortak dogrusu vardir.

Aq ve A, diizlemlerini ele aldigimizda ise bu iki diizlemin tek bir ortak dogrusu vardir.

Fano diizleminde yapilan her etiketlemede herbir noktanin belli bir mertebesi vardir.
Fano diizlemindeki 30 etiketlemede, herbir etiketlemedeki noktalarin mertebesi dikkate
almarak biitiin etiketlemeler 10 farkli grupta toplanabilir. Fakat dogrularin tiimii yada 5
tanesi siradan dogru olacak sekilde Fano diizlemini etiketlemek imkansizdir. Bu yiizden «
ve v ¢esiti diizlem bulunmamaktadir. o ve v ¢esiti diizlem bulunmadigi i¢in 8 farkli gruba
ayrildiklar1 soylenebilir. Bu diizlem cesitleri Sekil 3.5 de temsili sekillerle gosterilir. 3., 2.,
1. ve 0. mertebeden noktalar sirasiyla kirmizi, mavi, yesil ve sar1 renkle gosterilir. Kalin
dogrular kusurludur. A ve B kiimesindeki diizlem ¢esitlerinde bulunan noktalarin
mertebelerinin sayis1 da tek bir tabloda Cizelge 3.1 de bulunur. Cizelge 3.2 de A
diizleminde bulunan ¢esitler, Cizelge 3.3 de B diizleminde bulunan ¢esitler tablo halinde
verilmistir. Fano diizleminde bulunan ¢esitlerin toplam sayisi ise tablo seklinde Cizelge 3.4

de gosterilmistir.

o gesitindeki bir diizlemde hig siradan dogru yoktur. § gesitindeki bir diizlemde ise
sadece tek kusurlu dogru vardir. A kiimesinde siradan dogrusu olmayan tek diizlem var iken,
B kiimesinde siradan dogrusu olmayan 5 diizlem vardir. A’daki bu diizlem A, diizlemidir.
B’deki diizlemler ise B, Bs, Bg, By ve Bis diizlemleridir.



Sekil 3.5 Diizlem Cesitleri
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Cizelge 3.1 Etiketlenmis Fano diizlemlerinin 8 farkli ¢esiti; her noktasinin mertebelerinin

sayist ile tek tiirli tanimlanir.

Cesit | 0. mertebeden 1. mertebeden 2. mertebeden 3. mertebeden
noktalarin sayisi | noktalarin sayis1 | noktalarin sayist | noktalarin sayisi
(@) (7 (0) (0) 0)
o 0 0 0
6] 4 0
s 0 3
(7) @) ) (1) )
~ 0 1 4 2
01 1 3 3 0
5, 0 3 3 1
0o 0 6 0 1
5y 1 0 6 0
Cizelge 3.2 A Kiimesindeki Fano Diizlemlerinin Cesitleri
Dizlem | 1 | 2 | 3 5 7181910111213 |14 ] 15
Cesit |~ | B |8 |~ |B |V |8 B[~ | BB || B |60 pf
Cizelge 3.3 B Kiimesindeki Fano Diizlemlerinin Cesitleri
Diizlem | 1 314|567 ,8 |9 10|11 |12]13]14 |15
Cesit |0y | | [~ || || |~ |~ |8 |7 |||

Cizelge 3.4 Fano Diizleminde Bulunan Cesitlerin Eleman Sayis1

Cesit (@) [ Bl ()| ]| |8 |4 ||
Akimesi | - [1] - |01 | 1]7 01]0
Bkimesi| - [0 - |2 /0[50 1|2

Toplam - 1] - 1|6 10 1] 2
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Aj diizleminin temsili ¢izimi Sekil 3.6 da gosterilmistir. Bu ¢izimdeki kalin dogrular
kusurludur. Cizimde rahatca goriildiigli lizere 1 noktasinin mertebesi 3, 2 noktasinin
mertebesi 2, 3 noktasinin mertebesi 1, 4 noktasinin mertebesi 2, 5 noktasinin mertebesi 2, 6
noktasinin mertebesi 3 ve 7 noktasinin mertebesi 2 dir. A; diizleminde mertebesi 1 olan 1

nokta, mertebesi 2 olan 4 nokta ve mertebesi 3 olan 2 nokta vardir.

Sekil 3.6 A; diizlemi

~" cesiti diizlem Sekil 3.7 de temsili olarak resmedilmistir. v ¢esiti diizlemde 1
noktasimnin mertebesi 1, 2 noktasinin mertebesi 2, 3 noktasinin mertebesi 2, 4 noktasinin
mertebesi 3, 5 noktasinin mertebesi 2, 6 noktasinin mertebesi 2, 7 noktasinin mertebesi 3
diir. Bu diizlemde mertebesi 1 olan 1 nokta, mertebesi 2 olan 4 nokta ve mertebesi 3 olan 2
nokta vardir. A; diizlemi 4 gesiti diizlem ile ayn1 mertebeden ayni sayida noktaya sahip
oldugu i¢in A; diizlemi " ¢esiti diizlemdir.

Sekil 3.7 4/ diizlemi
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B, diizleminin temsili ¢izimi Sekil 3.8 de gosterilmistir. Bu ¢izimde rahatca
goriildiigi tizere 1 noktasinin mertebesi 2, 2 noktasinin mertebesi 1, 3 noktasinin mertebesi
1, 4 noktasinin mertebesi 0, 5 noktasinin mertebesi 1, 6 noktasinin mertebesi 2, 7 noktasinin
mertebesi 2 dir. By diizlemin de mertebesi 0 olan 1 nokta, mertebesi 1 olan 3 nokta,

mertebesi 2 olan 3 nokta vardir. Bu diizlemde mertebesi 3 olan nokta yoktur.

Sekil 3.8 By diizlemi

01 diizleminin temsili ¢izimi Sekil 3.9 da gosterilmistir. Bu c¢izimde rahatca
goriildiigi tizere 1 noktasinin mertebesi 1, 2 noktasinin mertebesi 0, 3 noktasinin mertebesi
2, 4 noktasinin mertebesi 2, 5 noktasinin mertebesi 1, 6 noktasinin mertebesi 1, 7 noktasinin
mertebesi 2 dir. §; diizlemin de mertebesi 0 olan 1 nokta, mertebesi 1 olan 3 nokta,
mertebesi 2 olan 3 nokta vardir. Bu diizlemde mertebesi 3 olan nokta yoktur. B; diizlemi 9,
cesiti diizlem ile ayni1 mertebeden ayni sayida noktaya sahip oldugu i¢in B; diizlemi &,

cesiti diizlemdir.

Sekil 3.9 9; diizlemi



42

e

|

Triangle

Sekil 3.10 Geleneksel isimleriyle bilinen etiketlenmis Fano diizleminde bulunan 5 farkli Fano

turevi

Geleneksel isimleriyle bilinen etiketlenmis Fano diizleminde bulunan 5 farkli Fano
tiirevi Sekil 3.10 da resmedilmistir. Semihead (' ¢esiti diizlemde, Mia ~ cesiti diizlemde
bulunur. Sail §; ¢esiti diizlem tarafindan kapsanir. Pasch &, gesiti diizlemde, Triangle(iiggen)

81 cesiti diizlemde ve o gesiti diizlem ise Fano diizleminin kendisinde yer alir.
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Fano diizlemlerinde bulunan 35 dogrunun, 26 tanesi kusurlu ve 9 tanesi siradan
dogrudur. Diizlemlerde bulunma sayilar1 dikkate alinarak bu dogrular cesitlere ayrilir.
Dogrularin hangi diizlemde ka¢ adet bulundugu dikkate alinarak yapilan bu cesitleme
Cizelge 3.5 de tablo seklinde verilmistir. 123, 145, 257, 347 birinci ¢esit; 156, 235 ikinci
cesit; 246 ligiincii ¢esit; 167 dordiincii ¢esit ve 134 ise besinci ¢esit dogrudur. Boylece 9
siradan dogru 5 gesite ayrilmis olur. 124, 236, 247, 346, 357, 456 birinci gesit; 136, 147,
345, 567 ikinci gesit; 126, 157, 245, 467 tiglincii ¢esit; 135, 237, 256 dordiincii ¢esit; 127,
367 besinci gesit; 146, 234 altinc1 gesit; 137, 267 yedinci gesit; 356 sekizinci gesit; 457

dokuzuncu ¢esit; 125 onuncu ¢esit olmak iizere 26 kusurlu dogru ise 10 ¢esite ayrilir.
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Cizelge 3.5 Dogrularin gesitleri; ilk 9 dogru siradan dogrudur. Kalan 26 dogru kusurlu

dogrudur.

!
2

01

,y/

B/

O{I

02

o1

(7)

B

(@)

Dogru

123

145
257

347

156
235

246

167

134

124
236
247

346
357
456

136

147
345

567

126

157
245
467

135
237

256

127
367

146
234

137
267

356
457

125
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, Latin kare, Latin karelerin ¢carpimi, Latin karelerin dikligi ve karsilikli
dik Latin kareler kavramlar1 incelenmistir. Karsiklikli dik Latin kareden afin diizlem elde

etme ve afin diizlemden karsilikli dik Latin kare elde etme tizerine ¢alisilmistir.

Daha sonra Fano diizleminin kag¢ farkli sekilde etiketlenebilecegi ele alinmistir. 35
farkli etiketleme yapilabilecegi goriilmistiir. Bu etiketlemelerin bazi 6zellikleri detayl1 olarak

incelenmistir.
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