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OZET

Bu tez calismasinin amaci, Frenet ¢atisina benzer olan g-catisi olarak adlandirilan yeni bir
catiy1 bir izdiislim vektorii ile tanimlayarak Minkowski uzayinda yonlii egriler lizerine inceleme

yapmaktir.

Bes boliimden olusan ¢alismamizda giris ve literatiir arastirmasi boliimlerinde konunun
tarihsel gelisimi hakkinda bilgiler aktarilmistir. Uciincii bliimde calismamiza temel olusturan
tanimlar ve teoremler verilmistir. Dordiincii boliimde Minkowski uzayinda bir uzay egrisinin
ve alman izdiisiim vektoriiniin timelike veya spacelike olmasina bagli olarak quasi-normal
vektorili yardimiyla g-catisi tanimlanmastir. Elde edilen bu g-catilar icin tiirev denklemleri ve
g-egrilikleri hesaplanmistir. Son boliimde de Oklidyen ve Minkowski 3-uzaylarinda degisik
catilar kullanilarak verilmis egri ciftleri ile ilgili Ozelliklerden yararlanilarak, Minkowski
3-uzayinda g-catis1 ve g-egrilikleri yardimiyla bir uzay egrisinin timelike veya spacelike olma
durumuna gore Bertrand, Mannheim ve involiit-evoliit egri ciftleri ile ilgili baz1 6zellikler

incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Frenet catisi, g-catisi, Bertrand egrileri, Mannheim egrileri,

Minkowski uzayi.



Vil

SUMMARY

The aim of this thesis is to define a new frame called g-frame, which is similar to Frenet

frame, by a projection vector and investigate on directional curves in Minkowski space.

The study consists of five chapters. In introduction and literature search chapters, some
information about historical development of the subject is given. In the third chapter, basic
definitions and theorems that are necessary for the study are given. In the forth chapter a
g-frame is defined by the quasi-normal vector, depending on a space curve and projection
vector in Minkowski space is timelike or spacelike. The derivative equations and g-curvatures
are calculated for the obtained frame. In the final part, in Minkowski 3-space, by the help of
g-frame and g-curvatures, depending on a space curve is timelike or spacelike, some properties
for Bertrand, Mannheim and involute-evolute curve couples are investigated by using some
properties that are given for curve couples by using different frames in Euclidean and Minkowski

3-spaces.

Keywords: Frenet frame, g-frame, Bertrand curves, Mannheim curves, Minkowski

space.
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1. GIRIS

3-boyutlu Oklid uzayinda egrilerin diferensiyel geometrisi iizerine bircok g¢aligma
yapilmaktadir. Ozellikle egrilerin karsilikli noktalarinda Frenet catilar1 arasinda bagintilar
kurularak, bir¢cok yeni teori elde edilmektedir. Bir uzay egrisi lizerinde Frenet catisindan
bagka catilar ile ilgili olarak ilk ¢alisma Bishop (1975) tarafindan yapilmistir. Bu catilardan bir
tanesi de rotation minimizing frame (minimize edilmis donme catis1) olarak adlandirilir. Wang
vd. (2008) calismasinda minimize edilmis donme catilar ile ilgili hesaplamalardaki sikintilar
ve bunlarin diizeltilmesi iizerinde durmustur. Bunlar diginda egri lizerinde bagka catilarla da
ilgilenilmistir. g-catistmin tammmlanmasinda kullanilan quasi-normal vektor, Coquillart (1987)

tarafindan verilmistir.

Ozel egri ciftleri, egri ve yiizey teorisinde cok 6nemli konulardan bir tanesi olup bu
konuda pek cok calisma bulunmaktadir. Venant (1845), bir egrinin asli normal vektor alam
olup olamayacag1 problemini ortaya koymustur. Bu problemi, Bertrand (1850) yayinladig1 bir
makalesinde cevaplandirmistir, boyle bir egrinin var olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun verilen
orijinal egrinin birinci ve ikinci egrilikleri arasinda uygun bir bagintinin varligi ile miimkiin
oldugunu gostermistir. Diger bir deyisle bu baginti, verilen bir egrinin birinci ve ikinci egrilikleri
sirastyla k; ve ky ile gosterilirse, A,u € R icin Ak; + uk, = 1 seklindedir. Bertrand’ m bu
calismasindan sonra bu sart1 saglayan e8riye Bertrand egrisi ve ikinci egriye de bu egrinin
Bertrand eglenik egrisi adi verilmistir (Kuhnel, 2006). Bertrand egrileri, egriler ve yiizeyler

teorisinde dnemli bir yere sahip olmakla beraber giinlimiizde hala aktif bir caligma alanidir.

1878’ de ilk olarak Mannheim tarafindan k% + k3 = w? = sabit bagintisi ile tammlanan
egri simift Mannheim egrileri olarak adlandirilmistir (Azak, 2009). Blum (1966), 3-boyutlu
Oklid uzayinda Riccati denklemlerini kullanarak Mannheim egrileri ile ilgili calismugtir. 2007
yilinda, Wang ve Liu tarafindan 6zel egri ¢iftinin yeni bir tanimi verilmis ve bu egri cifti
Mannheim egri ¢ifti olarak adlandirilmistir. Bir¢ok calismada ise R® Oklidyen uzayinda ve

R% Minkowski uzayinda Mannheim egri ¢ifti icin gerek ve yeter kogsullar elde edilmistir.

Egri ciftlerinden biri de involiit-evoliit egri ¢iftidir. Optikteki ¢alismalariyla da taninan
Christian Huygens 1658 yilinda involiit fikrini ortaya atmistir (As ve Sarioglugil, 2014).
Huygens, daha dogru bir saat inga etmeye c¢alisirken involiitleri kesfetmistir (Boyer, 1968).
Involiit-evoliit egri ¢ifti R3 te iyi bilinen bir kavramdir. 20. yiizyilin baglarinda A. Einstein’

1n teorisi, yeni geometrilerin kullanimi icin bir kapr agmistir. Onlardan biri 6zel gorecelilik



geometrisi ve digeri keyfi bir Lorentzian manifoldunun teget uzayini iceren geometridir (Oztiirk
vd., 2013). Buna bagh olarak Lorentzian 3—uzay1 veya Minkowski 3-uzayinda involiit-evoliit

egrileri caligiimigtir.

Bazi makalelerde Minkowski uzayinda Mannheim egrileri, Bertrand egri c¢ifti ve
involiit-evoliit egrileri incelenmigtir. Bu calismalarda Frenet catis1 kullanilarak hesaplamalar
yapilmistir. Frenet catis1 uygulamalarda birka¢ kisitlamaya sahiptir. Ornegin; egrilik sifir
oldugunda Frenet catis1 tanimsizdir. Dede vd. (2015), ilk olarak bir uzay egrisi boyunca
quasi-normal vektorii kullanarak yeni bir cati (g-catis1) tanimlamiglardir. Bu g-catisi, diger
catilardan (Frenet, Bishop) daha fazla avantaja sahiptir. Ornegin; g-catis1, egriligi sifir olan

bir dogru boyunca bile tanimlanabilir.

Bu tez calismasinin amaci, bir izdiisiim vektorii kullanarak Frenet ¢atisina benzer olan
yeni bir cati tamimlayarak Minkowski uzayinda yonlii egriler iizerine inceleme yapmaktir.
Minkowski uzayinda alinan izdiisim vektorii ve uzay egrisinin timelike veya spacelike
olmas1 durumuna gore bes farkli g-catis1 tammmlanmistir. Elde edilen bu g-catilar igin tiirev
denklemleri ve g-egrilikleri hesaplanmistir. Minkowski 3-uzayinda g-catis1 ve g-egriliklerinden
yararlanilarak alinan uzay egrisinin timelike veya spacelike olma durumuna gore Bertrand,

Mannheim ve involiit-evoliit egrileri ile baz1 6zellikleri incelenmistir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Oklidyen 3-uzaymnda egrilerin diferensiyel geometrisi ile ilgili pek cok g¢aligma
bulunmaktadir. Bu calismalarda genellikle Frenet ¢atis1 kullanilmigtir. Frenet ¢atisindan farkl
olarak yapilan ilk calisma Bishop (1975) tarafindan yapilmistir. Bu catilardan bir digeri de
rotation minimizing frame (minimize edilmis donme ¢atis1) olarak adlandirilir. Uzay egrisi
tizerindeki minimize edilmis donme catisi ile ilgili calismalar yapan arastirmacilarin bazilari
Yilmaz ve Turgut (2010), Farouki (2008), Wang ve Joe (1997), Klok (1986), Ravani vd. (2004),
Maurer ve liittler (1999) ile Guggenheimer (1989) olarak goriilmektedir. Cetin vd. (2014),
Oklidyen 3-uzayinda Bishop catisina gore Smarandache egrilerini incelemis ve Smarandache
egrilerinin bazi1 geometrik Ozelliklerini vermislerdir. Karacan ve Biikcii (2008), Minkowski
3-uzayinda timelike bir egri i¢in Bishop catisini kullanarak sonuglar elde etmiglerdir. Bir bagka
calismalarinda Biikcii ve Karacan (2008 a), Minkowski 3-uzayinda esas normali spacelike olan
spacelike egrilerin Bishop catisin1 incelemiglerdir. Ayrica Minkowski 3-uzayinda kat1 bir dik
ticyiizlii, spacelike ve timelike egriler icin Frenet ve Darboux {i¢yiizliileri ve bunlarin ani donme
vektorleri ile bunlar arasindaki iligkiyi veren bazi sonuclar ifade edilmistir (Ugurlu ve Caliskan,

2012).

Matematikgiler bu ¢alismalarin disinda egriler i¢in bagka catilarla da ilgilenmislerdir.
Coquillart (1987) tarafindan tanimlanan quasi-normal vektorii yardimiyla g-catis
tanimlanmugtir.  Yonlii g-catistnin ardindaki temel fikir quasi-normal vektoriin, izdiisiim

vektorii ile teget vektoriin vektorel ¢carpimi olmasidir (Dede vd., 2015).

Dede vd. (2015), yonlii g-catisina gore uzay egrilerinin lokal teorisini ¢aligmiglardir.
Ayrica g-catisinin, Frenet ve Bishop gibi diger catilardan daha fazla avantaja sahip oldugunu
gostermiglerdir. Dede vd. (2015 a), tubular yiizeylerin yeni bir versiyonunu tanitmislar ve Frenet

catisi ile g-catis1 arasindaki iligkiyi ortaya ¢ikarmislardir.

Egrilerin diferensiyel geometrisindeki dnemli ¢calisma konularindan biri 6zel egri ¢iftleri
tizerine olan ¢caligmalardir. Bertrand egri ¢ifti bu ¢alisma konularindan bir tanesidir. Bu egri ¢ifti
ilk olarak Bertrand (1850) tarafindan tammmlanmustir. Lai (1967) ise zayiflatilmis Bertrand egriler
{izerine ¢aligma yapmustir. Matsuda ve Yorozu (2003), Oklidyen 4-uzayinda Bertrand egrilerinin
genellestirilmesi icin bir fikir sunmustur. Tuncer ve Unal (2012), Oklidyen 3-uzayinda Bertrand
egrilerinin kiiresel gostergelerinin 6zelliklerini incelemis ve ayn1 zamanda kiiresel gostergelerin

Mannheim, involiit-evoliit ve Bertrand c¢iftleri icin yeni egri ciftleri olusturup olusturmadigim



arastirmiglardir.  Minkowski uzayinda da Bertrand egri ciftleriyle ilgili pek c¢ok calisma
bulunmaktadir. Kazaz vd. (2014), Minkowski 3-uzayinda Darboux ¢atis1 kullanarak Bertrand
D-egri ciftini tanimlamis ve bu egrilerin genel karakterizasyonlarmni vermislerdir. Balgetir
vd. (2004), Minkowski 3-uzayinda null Bertrand egrileri ve bu egrilerin karakterizasyonlari
tizerine calismislardir. Giiner ve Ekmekei (2012), 3-boyutlu Minkowski uzayinda Bertrand
egrileri ve kiiresel egrileri incelemislerdir. Bu ¢alismada aynm1 zamanda spacelike ve timelike
egrilerin kiiresel gostergelerine karsilik gelen Bertrand egrilerini arastirmiglardir. Bu konu
ile ilgili olarak Oztekin ve Bektas (2010), Minkowski 3-uzayinda Bertrand egrileri iizerine
calismiglardir. Choi vd. (2012) calismasinda 3-boyutlu uzay formlarinda Bertrand egrileri
tizerine inceleme yapmislardir. Dede ve Ekici (2016), g-catis1 kullanarak yonlii Bertrand egrileri

icin baz1 6zellikler vermistir.

Ozel egri ciftlerinden bir digeri Mannheim egri ¢iftidi. Bu egri cifti Mannheim
tarafindan 1878 yilinda tamimlanmustir. Oklidyen ve Minkowski uzayinda bu konu ile ilgili
yapilmis pek cok calisma bulunmaktadir. 3-boyutlu Oklid uzayinda Riccati denklemlerini
kullanarak da Mannheim egrileri ile ilgili calisiimistir (Blum, 1966). Wang ve Liu (2007)
tarafindan 6zel egri ciftinin yeni bir tanimi verilmistir. k% + k% = w? = sabit bagntisi ile
tanimlanan egri sinift Mannheim egrileri olarak adlandirilmig ve 3-boyutlu Lorentz uzayinda bu
egrilerin timelike olani icin ilgili hesaplamalar yapilmistir (Azak, 2009). Liu ve Wang (2008),
E]3 Minkowski uzayinda ve E3 Oklidyen uzayinda Mannheim egri ¢ifti icin gerek ve yeter
kosullar1 elde etmiglerdir. 3-boyutlu Oklidyen uzayinda Mannheim egri ciftlerinin egrilikleri
ve torsiyonlar1 arasindaki bazi iligkiler elde edilmistir (Orbay ve Kasap, 2009). Minkowski
3-uzayinda null Mannheim egrilerini tamimlayan Oztekin ve Ergiit (2011), null Mannheim

egrileri icin gerek ve yeter kosullart incelemislerdir.

Bir bagka 6zel egri cifti olan involiit-evoliit egrileri ile ilgili literatiirde ¢ok sayida calisma
bulunmaktadir. Bu konu iizerine 6nemli ¢alismalar1 olan Bilici ve Caliskan (2009), Minkowski
3-uzaymnda binormali timelike olan spacelike egrilerin involiitlerini incelemisglerdir. Bilici
ve Caligkan (2011), Minkowski 3-uzayinda timelike egrilerin involiitleri iizerine de ¢alisarak
timelike ve spacelike egriler arasindaki uzakligin sabit oldugunu gostermiglerdir. Biikcii ve
Karacan (2007), Minkowski 3-uzayinda spacelike binormal ile verilen spacelike egrilerin
involiit-evoliitlerini ¢calismislardir. Bir bagka énemli ¢alismada ise Biikcii ve Karacan (2009),
Minkowski 3-uzayinda esas normali spacelike olan spacelike egrilerin involiit-evoliitlerini

incelemiglerdir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda ¢alismamizda yararlanacagimiz bazi temel tanimlar ve teoremler verilmistir.

3.1 Oklid Uzay

Tamm 3.1.1 R? 3-boyutlu standart reel vektor uzayi ile birlestirilmis R? afin uzayim ele
alalim. x = (x1,x2,x3) ve y = (y1,y2,y3) iki vektor olsun. Bu R? vektor uzayinda Oklid i¢

carpimi
3

<xay> = Elxi)’i

1

biciminde tammlanir. Boylece R Afin uzay: 3-boyutlu Oklid uzay1 olur ve 3 ile gosterilir.
Bununla beraber reel Afin uzaylar ile Oklid uzaylar: farklidirlar. Ciinkii, bir V reel vektor uzay1
ile birlesen A afin uzayindaki metrik 6zellikler V de segilecek olan i¢ ¢carpimdan dogarlar; bu
nedenle Oklid uzayindaki ozelliklerle diger Afin uzaylarindakiler farkli olurlar (Hacisalioglu,

1998).

3.2 Oklid Uzayinda Egriler ve Frenet Formiilleri

Klasik Frenet catis1 diferensiyel geometride onemli bir rol oynamaktadir. Ornegin;
kiiresel egriler, Bertrand egriler, basit ve klasik konular Frenet ¢atis1 kullanarak arastirilmistir.
Bu béliimde bir uzay egrisi lizerinde en cok bilinen ve kullanilan Frenet catisi ile ilgili temel

kavramlar verilecektir.

Tanmm 3.2.1 7 C R agik aralik olmak iizere, (1,0) koordinat komgulugu ile tanimlanan

ve
oa: I —E" ICR
t —at)=(o(t),0(t),...,a,(t))
parametrik ifadesi ile verilen M = a(I) C E™ kiimesine uzay egrisi ad1 verilir. Bu egri kisaca o

olarak gosterilecektir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 3.2.2 M egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger Vs € I igin,
|o/(s)|| = 1 ise M egrisi (I,a) ya gore birim hizli egridir denir ve s ye de yay-parametresi adi

verilir (Hacisalihoglu, 1998).



Tamm 323 o0 : 1 — E3, s — as) = (o (s),00(s),03(s)) egrisi icin s yay-parametresi
olsun. Burada ¢t = V; birim teget, n = V, birim normal, b = V3 binormal ve {¢,n,b} Frenet

3-ayaklis1 adini alir. Buna gore
o'(s)

~ ()]
o'(s)  1'(s)

S FUSTRATIO]]

t

ve

olmak tizere binormal vektor de

olarak verilir. Buradan da

B o/ (s) Ao (s)
P = )]

olur (Hacisalihoglu, 1998).

Tanmm 3.2.4 M C E" egrisi (I,o) koordinat komgulugu ile verilsin. s € I yay
parametresine kargilik gelen ou(s) noktasindaki Frenet r-ayaklist {Vi(s),...,V,(s)} olsun. Buna

gore
ki: I —>R 1<i<r
s = ki(s) = (V/(5),Vira (s))
seklinde tamimli k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve s € I igin k;(s) reel

sayisina da o.(s) noktasinda M nin i-yinci egrilik denir (Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 3.2.1 M C E" egrisi (I,o) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I yay

parametresi olmak iizere, ot(s) noktasinda i-yinci egrilik fonksiyonu k;(s) ve Frenet r-ayaklisi

{Vi(s),...,Vi(s) } ise
Vi(s) = ki(s)Va(s)
Vils) = —ki1(s)Vic1(s) +ki(s)Vigi(s) 1<i<r
Vi(s) = —kr1(s)Vro1(s)
olur (Hacisalihoglu, 1998).
Tanim 3.2.5

o: I —E3
s = afs) = (au(s),0n(s), 03(s))



s yay parametresi ile verilen bir egrinin a.(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {¢,n,b} olsun.

t'(s) = ki(s)n(s)

n'(s) = —ki(s)t(s) +ka(s)b(s)
b'(s) = —ka(s)n(s)
formiillerine Frenet formiilleri denir. Burada k1 = K ve kp = T i¢in
t 0 x O t
nl=|-x 0 = n
4 0 —1t0 b
esitligi mevcuttur (Hacisalihoglu, 1998). O halde
! = xn
n = —xt+1b
bV = —1n.

yazilabilir. Burada ky = 7 ile gosterilir. T ya kisaca o egrisinin burulmasi denir.

Sonuc 3.2.1 o : [ — R? egrisi yay parametresi ile verilmis olsun. ki(s) = ||a(s)]|

degerine o egrisinin s noktasindaki egriligi denir (Carmo, 1976).

3.3 R? Minkowski Uzay1

Minkowski uzay1, Alman matematik¢i Hermann Minkowski tarafindan 1907 yilinda ifade
edilmistir. Matematik ve fizikte Minkowski uzay1 Einstein’in izafiyet teorisini formiile etmek
icin en uygun yoldur. Minkowski uzay1 spacetime’1 gostermek i¢in uzayin genel 3 boyutu ile
zamanin bir boyutunun birlestirilmesiyle elde edilen 4 boyutlu bir manifolddur. Albert Einstein’
1n izafiyet teorisini acikladiktan sonra Hermann Minkowski uzay ve zamani ayni1 durumda ele
almig ve iki tarafi tek cati altinda birlestirmistir. Spacetime, fiziksel olaylarin yer aldig1 bir
alandir. Ornek olarak, gezegenlerin giines etrafindaki hareketi spacetime’1n 6zel bir cesiti olarak

tanimlanabilir.

Cogunlukla zaman boyutu, dikey bir boyut olarak ele alinir, uzayda Diinya’nin uydusu

olan Ay’in hareketi neredeyse ¢cember seklindeyken Minkowski uzayinda bir helis seklindedir.

Tanim 3.3.1 V bir reel vektor uzayi olsun. V iizerinde tanimli
g:VxV =R

doniisiimii bilineer ve simetrik ise g ye V iizerinde simetrik bilineer form denir. Bu doniisiim
ayni zamanda nondejenere ise g ye V lizerinde bir skaler carpim, bu durumda V vektor uzayina

da bir skaler ¢carpim uzay1 denir (O Neill, 1983).



Ayrica,
()VV eV ve V £0icin g (V, V) > 0ise g simetrik bilineer formuna pozitif tanimls,
(i)VV eV ve V #0icin g (V, V) < 0 ise g simetrik bilineer formuna negatif taniml,

(iii) VV €V ve V % 0igin g(V, V) > 0 ise bu durumda g simetrik bilineer formuna

yari-pozitif tanimli,

(iv)VV €V ve vV #0igin g(V,V) <0 ise bu durumda g simetrik bilineer formuna

yari-negatif tanimlidir denir.
Bundan bagka,

(a) g nin nondejenere olmasi i¢in gerek ve yeter kosul g (7, W) =0veV W eV icin

vy = 0 olmasidir.

(b) g nin dejenere olmas icin gerek ve yeter kosul g (7, W) = 0 ve
Y W €V icin v # 0 olmasidir (O Neill, 1983).

Tanimm 3.3.2 V bir skaler ¢carpim uzayi, W da iizerindeki skaler carpim negatif tanimli
olacak sekilde V nin en biiyilik boyutlu altuzayi olsun. Bu durumda W nin boyutuna g skaler

carpiminin indeksi denir (O Neill, 1983).

g skaler carpiminin indeksi v ise 0 < v < boyV dir. Ayrica V skaler ¢carpim uzayinin

indeksi, ilizerinde tanimli g skaler carpiminin indeksi olarak tanimlanir.

Tamim 3.3.3 V skaler carpim uzayi olsun. V nin indeksi v olmak iizere v =1 ve boyV > 2

ise V skaler carpim uzayina bir Lorentz uzayi1 denir (O Neill, 1983).

Tanim 3.3.4 V bir Lorentz uzay1 olsun. v € V i¢in
i) g(v,v) > 0 veyav =0 ise v ye spacelike vektor,

ii) g(v,v) < Oise v ye timelike vektor,

1/2

iii) g (v,v) =0 ve v # 0 ise v ye null (lightlike) vektor ve ||v|| = |g (v,v)| '/ reel sayisina

da v vektoriiniin normu denir. V Lorentz uzayinda tiim timelike vektorlerin ciimlesi I olsun.



u €l igin
Clu) ={vel|g(vu) <0}

kiimesine u vektoriinii kapsayan V Lorentz uzayinin time-konisi denir (O Neill, 1983).

Teorem 3.3.1 V Lorentz uzayi ve iki timelike vektor v ve w olsun. Bu durumda

i) g (vw)| = (vl - lIwl]
esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart v ve w vektorlerinin lineer

bagimli olmasidir.

ii) v, w timelike vektorleri ayni time-konide ise

g(vw) == [wllcho

olacak sekilde bir tek @ > 0 sayis1 vardir. Bu @ sayisina, v ve w timelike vektorleri arasindaki

hiperbolik a¢1 denir (O Neill, 1983).

Burada v ve w vektorleri ayn1 time-konide degilseler o zaman

g vw)| = (V][ [[wll che
dir. V Lorentz uzayinda spacelike vektorler v ve w olmak iizere

cosp= EW)
VIl fwi
olacak sekilde bir tek 0 < 0 < & sayis1 vardir. Bu sayiya, v ve w spacelike vektorler arasindaki

ac1 denir. v ve w spacelike vektorler i¢in

gvw) <[] |Iwll

esitsizligi vardir .

Tamm 3.3.5 R? Minkowski uzaymda M C ]R% egrisi (I,a) koordinat komgulugu ile
verilsin. s € I yay parametresi olmak iizere o.(s) noktasindaki Frenet tigyiizliisii {#(s),n(s),b(s) }

olsun. Buna gore
k I — R

s — K(s):<t/,n>

seklinde tanimlanan k fonksiyonuna o egrisinin egrilik fonksiyonu ve s € I i¢in x(s) sayisina da

M egrisinin ou(s) noktasindaki egriligi denir (Kobayashi, 1983).
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Tamm 3.3.6 R? Minkowski uzaymda M C IR? egrisi (I,o) koordinat komgulugu ile
verilsin. s € I yay parametresi olmak iizere o(s) noktasindaki Frenet tigyiizliisii {#(s),n(s),b(s) }

olsun. Buna gore,
T :ICR = R

s — 1(s) = <nl,b>
seklinde tanimlanan t fonksiyonuna o egrisinin burulma fonksiyonu ve t(s) sayisma da M

egrisinin o.(s) noktasindaki burulmasi denir (Kobayashi, 1983).

3.4 Yari-Riemann Manifoldlar:

Tammm 3.4.1 M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M iizerinde simetrik,
nondejenere ve sabit indeksli (0,2)-tipinden g tensor alanina bir metrik tensor denir. Bagka
bir deyigle g, M manifoldunun her p noktasina 7),M tanjant uzay1 lizerinde bir g, skaler ¢arpimi

kargilik getirir ve g skaler carpiminin indeksi her p € M icin aynidir (O’Neill, 1983).

Tamm 3.4.2 R3, standart reel vektor uzayi iizerinde her p € R3 ve
Vp: (V17V27V3)7 (Dp: (0)],(1)2,(403) < TPR3

olmak tizere

8 <Vp7 (Dp> = V0] + V202 — V303

esitligiyle verilen 1-indeksli metrik tensorle birlikte elde edilen uzaya ]R? 3-boyutlu Minkowski

uzay1 denir (O Neill, 1983).

Tamm 3.4.3 M diferensiyellenebilir bir manifold ve g de M iizerinde sabit indeksli bir

metrik tensor olmak tizere (M, g) ikilisine bir yari-Riemann manifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tanim 3.4.4 M bir yari-Riemann manifoldu olsun. g nin sabit indeksine M yari-Riemann

manifoldunun indeksi denir (O’Neill, 1983).

Tamm 3.4.5 M bir yari-Riemann manifoldu olsun. boyM > 2 ve M nin indeksi 1 ise M
ye bir Lorentz manifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tanmim 3.4.6 M bir Lorentz manifoldu ve o : I C R — M bir egri olsun. o egrisinin teget

vektor alani ¢ olmak tizere
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i) g(t,t) > 0 ise a egrisine spacelike egri,

ii) g(t,t) < 0 ise o egrisine timelike egri,

iii) g(t,t) =0 ve , t # 0 ise o egrisine null egri denir (O’Neill, 1983).

Dogrunun dogrultman

Egrinin bir ©6zel hali olan dogruyu goz Oniine alalim.

vektorii spacelike ise dogru spacelike dogru, dogrultman vektorii timelike ise dogru timelike

dogru, dogrultman vektorii null ise dogru null dogrudur.

3.5 R{’ Minkowski Uzay1 Uzerinde Vektorel Carpim

Tamm 3.5.1 R? Minkowski uzayinda iki vektor v ve @ olsun. v = (vi,v,v3) ve

o = (01,0, ®3) olmak iizere

(V30 — V23, V1 M3 — V301,V 0 — V1)

vektoriine v ve ® nin vektorel ¢arpimi (veya dig ¢arpimi) denir. v X ® veya v A @ seklinde

gosterilir (Akutagawa ve Nishikawa, 1990).
1 , i=jise
5ij={ / ve e; = (8;1,82,0;3)

0 , i#jise
olmak iizere
er e —e3
vAW=—det| vi vy v3
W W 3
veya
—e€] —eéy €3

vAwm=det | v Vo V3
0 Wy 3

olarak hesaplanabilir. Burada
ei1Ney=e3, exNez3 =—ey, e3/N\e| = —ep
dir. Saat yOniiniin ters yonii pozitif yon olarak alinmistir.

Saat yoniiniin tersi negatif yon olarak kabul edilecek olursa o zaman

ei1Ney =—e3, ex/Ne3 =ep, e3/\e| =e)
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olur. Bu durumda
€y ey —e3

vAw=det| vi va2 v3
0 W 3

bicimindedir (Turgut, 1995).

Teorem 3.5.1 R Minkowski uzayinda ii¢ vektor u = (uy,ua,u3), v = (vi,v2,v3) ve ® =

(®1,0,,®3) olsun. Bu durumda

) (uhv,m) = —det(u,v, )

i) wAv)AN® = —(u,0)v+ (v,o)u

iii) (uAvu) = 0 ve (uAv,v)=0

V) wAvuAYY = —(uu) )+ ((u,v))?

dir (Turgut, 1995).

Teorem 3.5.2 ]R% 3- boyutlu Minkowski uzaymda u = (uy,uz,u3) ve v.= (vy,vo,v3) iki

vektor olsun. Bu durumda
i) u ve v spacelike vektor ise u A v bir timelike vektordiir.
ii) u spacelike ve v timelike vektor ise u A v bir spacelike vektordiir.

iii) u spacelike ve v null vektor olmak lizere < u,v >= 0 ise u A v null vektor, eger

< u,v>=# 01ise u A v bir spacelike vektordiir.
iv) u ve v null vektorler ise u A v bir spacelike vektordiir.
v) u timelike ve v null vektor ise u A v bir spacelike vektordiir.

vi) u ve v timelike ise u A\ v bir spacelike vektordiir (Turgut, 1995).

3.6 Egri Ciftleri

Tanmm 3.6.1 M,N C E" egrileri, sirasiyla, (/,a),(I,3) koordinat komguluklar: ile
verilsin. s € I ya karsillk gelen o(s) € M ve B(s) € N noktalarinda M ve N nin
{Vi(s),...,Ve(s)},{V(s),...,V}(s)} Frenet r-ayaklilar1 verildiginde Vs € I igin {V»(s), V5 (s)}
lineer bagimli ise (M, N) egri ikilisine bir Bertrand cifti denir (Hacisalihoglu, 1998).
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Teorem 3.6.1 (M,N) Bertrand egri ¢ifti verilsin. M ve N sirasiyla, (I,a) ve (I,B)
koordinat komsuluklari ile verildigine gore, Vs € I igin d(a(s),B(s)) = sabit tir (Hacisalihoglu,
1998).

Tanim 3.6.2 o ve o, 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli egriler olsun. Eger o egrisinin
asli normali ile o; egrisinin binormali lineer bagimli ise, o egrisine Mannheim egrisi, o egrisine

de Mannheim egri ortag1 denir (Liu ve Wang, 2008).

Teorem 3.6.2 E3 te Mannheim egrilerinin ilgili noktalar1 arasindaki uzaklik sabittir

(Orbay ve Kasap, 2009).

Teorem 3.6.3 £3 Oklid uzayinda bir uzay egrisi Mannheim egri ciftidir ancak ve ancak
egrinin egriligi x ve burulmasi T olmak iizere k = A(k> +12) olmasidir, burada A sifirdan farkl

bir sabittir (Wang ve Liu, 2007).

Tanmm 3.6.3 M,N C E" iki egri olsun. M ve N sirasiyla (I,a),(7,B) koordinat
komsuluklari ile verilsin. o(s)ve B(s) noktalarinda M ve N nin Frenet r-ayaklilari, sirasiyla,
{Vi(s),...,Vi(s)} ve {V*(s),...,V;*(s) } olmak iizere, (V| (s), V| (s)) = 0ise N ye M nin involiitii,
M ye de N nin evoliitii denir (Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 3.6.4 M,N C E" egrileri (I,a), (I,B) koordinat komsuluklari ile verilsin. Eger,
N, M nin involiitii ise d(a(s),B(s)) = |c —s|,Vs € I, ¢ = sabit tir (Hacisalihoglu, 1998).

3.7 Uzay Egrisi Boyunca Yonlii g-Cati

Son zamanlarda Dede ve arkadaglar1 bir uzay egrisi boyunca g-catiy1 tanittilar. g-gatisi

Frenet catisina gore iki 6nemli avantaj sunmaktadir:
a)ikinci tiirevi tanimsiz egri de tanimlanabilir.
b)Teget etrafinda gereksiz biikiilmeyi onler.

Bu kisimda bir uzay egrisi boyunca g-¢at1 tanimlanmis ve g-egrilikleri elde edilmistir.
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k, = (0,0,1) ve X = (x,y,2) olsun.
X Nk, = (x,9,2) A(0,0,1) = (y,—x,0)

oldugundan X vektorii xy-diizlemine izdiistiriilmiis olur. Buna gore k izdiisiim vektorii eksenler
dogrultusunda birim vektor olarak alinir. Bir egrinin ¢ teget vektorii ile k izdiigsiim vektorii paralel

olursa t Ak = 0 oldugu dikkate alinmalidir. g-¢atisimi ii¢ tipte siniflandirabiliriz: z-ekseni,

1.5

14

~N

0.5

0 — 1

g S __— o5

~ o 0
0.5 "—\,‘_‘ . _— >_0 5
o - N
Yy

Sekil 3.1: izdiisiim vektorii

y-ekseni ve x-ekseni yoniindeki g-¢atilari sirasiyla, {,nq,b4,k;} ,{t,nq,bg,ky} ve {t,nq,by,ks}
ile gosterilir. Sekil 3.1 ile bir dogru boyunca y-ekseni yoniindeki g-catis1 gosterilmistir. Burada

izdiisiim vektorleri sirasiyla k, = (0,0,1), k, = (0,1,0) ve k, = (1,0,0) dir (Dede vd., 2015).

Ornek 3.7.1 a(t) = (cost,sint,r3) egrisi verilsin. Izdiisiim vektorii k, = (0,0,1) olan z

ekseni yoniindeki g-catist

1
t = ————(—sin(t),cos(z),3t>
5 (sin(0),cos(1).3¢)
ng = (cos(t),sin(t),0)
1
by = ————(—3t*sin(t),3t>cos(t), —v/1+9¢2
¢ = g A, 3 cos(t), VT OP)
olarak bulunur. g-egrilikleri ise
1 6t 3¢

kf = ———=,kp = — ks =
Vit 1492 T itoe
olarak elde edilir (Dede vd.,2015).
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Sekil 3.2: Frenet ¢atisi

Sekil 3.3: g-catisi

Sekil 3.2 de o egrisi boyunca Frenet catisi ile normal diizlem vektorleri gosterilmistir.

Ayn1 o egrisi boyunca z-ekseni yoniindeki g-catisi i¢in normal diizlem vektorleri Sekil

3.3 ile verilmistir.

Tamim 3.7.1 Bir uzay egrisi boyunca yonlii g-cati

o/ (t) t Nk
t= Mg = ,b
la ()] ekl

—1An, 3.1)

olarak tanimlanir. Burada k izdiistim vektoriidiir ve ¢ egrinin tegeti, n, egrinin quasi-normali
ve b, ise egrinin quasi-binormali olarak adlandirilir. Yonlii g-¢atisi ile verilen uzay egrisine

yonlii uzay egrisi adi verilir (Dede vd., 2015).

Teorem 3.7.1 Bir uzay egrisi boyunca g-¢atinin Frenet formiilleri benzeri varyasyon
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denklemi

t 0 ki k t
niq = ||| | ki O ks ng
4 —ky —k3 O by
seklindedir. g-egrilikleri ise

kl — <t/7nq> kr — <t/’bQ> _ <n/q7b‘1>

K2 K3 = 3.2)
o] o] o]
olarak ifade edilebilir (Dede vd., 2015).

Teorem 3.7.2 Oklid uzayinda o.(¢) diizgiin bir egri olsun. g-egrilikler o (¢) egrisinin
tiirevleri cinsinden

_ det[o, 0 k]

F e Ak e

(o ) (o, of) — [ |* (e K)
o[ o A K|

2:

Ve

(o, kydet[o, o k]
o A K[| o[

bu sekilde verilmektedir (Dede vd., 2015).

Sonug¢ 3.7.1 g-catinin ky,ky, k3 g-egrilikleri izdiigiim vektorii £ ya bagh oldugu kolayca
goriiliir (Dede vd., 2015).

3.8 Frenet Catisi ile g-Cat1 Arasindaki Tliski

R? 3-boyutlu uzayda keyfi parametreye bagli herhangi bir uzay egrisi icin Frenet
vektorleri

o o Ao

IR d

olarak verilir. Ayrica egrinin egriligi K ve egrinin burulmasi T olmak iizere

t

o HOL’/\OC”H B det(oc’,oc”,(x”’)

o/ 7 o A

seklinde ifade edilir. Frenet ¢atisi ile g-catis1 arasindaki iligki ise

t 1 0 0 t
ng | =0 cos® sinO n
by 0 —sin® cos6 b

olarak ifade edilir (Dede vd. 2015 a).
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Teorem 3.8.1 o(s) yay parametresi ile verilen bir uzay egrisi olsun. ||o|| = 1 dir. n ve ny

vektorleri arasindaki ac1 0 olmak iizere g-egrilikler ve Frenet egrilikler arasidaki iligki

ki = ¥xcosO
ky = —xsin0
ks = dO+~=

ve
det(a”, o, x)

cosf=———+
[l A k] o]

seklindedir (Dede ve Ekici, 2016).

3.9 Yonlii Bertrand Egrileri

Bu kisimda 3-boyutlu Oklid wuzayinda bir uzay egrisinin quasi-normal
vektorii kullanilarak yonlii Bertrand egrileri tanimlanmigtir.  Ayrica yonlii Bertrand egrilerin

g-egrilikleri arasindaki iligki verilmigtir.

Tamm 3.9.1 o, B C E? iki uzay egrisi olsun. o egrisinin g-catis1 {¢,ng,b,} ve p egrisinin
A A LA .. Y . " A o .
g-catist {t ,nq,bq} olmak tizere, ny ve ny quasi-normal vektorleri lineer bagiml ise o ve B

egrilerine yonlii Bertrand egri cifti denir (Dede ve Ekici, 2016).

Teorem 3.9.1 o(s) birim hizli bir uzay egrisi ve B(s;) ile yonlii Bertrand egri ¢ifti olsun.

O halde
(a) Yonlii Bertrand egrileri olan au(s) ve B(sy) egrileri arasindaki mesafe sabittir.

(b) k3 = 0 ise yoOnlii Bertrand egrilerinin teget vektorleri arasindaki agi sabittir (Dede ve

Ekici, 2016).

Teorem 3.9.2 o.(s) birim hizli bir uzay egrisi ve B(s) ile yonlii Bertrand egri ¢ifti olsun.

Bu iki egrinin g-catilart arasindaki iligki

o) 1 — My 0 M3 ,
+1

n% - —— | 0 VU—k)2 4222 0 ny

b SOk | g 0 1-Mq | Ll

seklinde verilir (Dede ve Ekici, 2016).



18

Teorem 3.9.3 o(s) yay uzunlugu parametresi ile verilen bir uzay egrisi olsun. Ayrica

o(s), B(s) yonlii Bertrand egrisi olsun. O halde ¢- egrilikleri arasindaki iligki

(1 —Xky )y — M3

K
U=k 122
B = 1Ml M) Ak + (1 Ak AR ks
(1 —Ak1)2+A2k3
o= + ks

V(=12 42283

olarak verilir. Burada B(s) egrisinin g-egrilikleri &, k% ve k% dir (Dede ve Ekici, 2016).



19

4. MINKOWSKIi UZAYINDA YONLU EGRILER UZERINE

Bu boliimde ilk olarak Minkowski 3-uzayinda bir uzay egrisi boyunca quasi-normal
vektorii kullanarak diger catilardan (Frenet,Bishop) daha fazla avantaja sahip olan yeni bir ¢ati
(g-catis1) tammmlanmistir. Minkowski uzayinda uzay egrisinin ve izdiisiim vektoriiniin timelike
veya spacelike olmasina bagli olarak bes farkli g-catist ve bunlarin tiirev denklemleri elde

edilmistir.

4.1 Minkowski Uzaymda Spacelike Egriler Icin ¢-Catisi

Bu kisimda k izdiisiim vektoriiniin timelike veya spacelike olmasi durumlaria gore
spacelike egrilerin g-catist olusturulmustur. Normal ve binormal vektorlerin timelike veya
spacelike kabul edilmesi halinde quasi-normal vektdr, quasi-binormal vektor ve g-egrilikleri

arasindaki bagintilarin yanisira g-catisi ile Frenet catis1 arasindaki denklemler bulunmustur.
k izdiisiim vektorii timelike olan spacelike egrilerin g-catisi

Bu kisimda g-catilar i¢in iki durum mevcuttur.

i) Normal vektorii spacelike, binormal vektorii timelike olan spacelike egrilerin

g-catisi

Teorem 4.1.1 Minkowski uzayinda birim teget vektor ¢ (spacelike), izdiisiim vektor k =
(0,0,1) (timelike), quasi-normal vektor n, (spacelike) ve quasi-binormal vektdr b, (timelike)

oldugunda spacelike egri boyunca g-catinin Frenet formiilleri benzeri varyasyon denklemi

t 0 ki —kp t
n; =| -k 0 —k3 ng
b ke —ks O | | b,

seklindedir. g-egrilikleri ise
k1 = xcosh0,k, = Ksinh0,k3 = —d0 —1

seklinde ifade edilebilir.
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ispat. Ik olarak {t,n,b} Frenet iicliisiiniin 7 (spacelike), n (spacelike), b (timelike)
oldugunda Frenet formiillerini hesaplayalim.
t' = ayt +appn+azb
n' = axt +axyn-+axyb 4.1)
b = a3t +azn+aszb

seklinde yazilabilir. ~ Simdi ajj,ajz,a;3 degerlerini hesaplayalim.  Bunun icin (4.1)

denklemindeki ¢’ ifadesi ¢ ile skaler olarak ¢arpilirsa
(f',1) = ay(t,t)+ap{nt)+ap(b,t)
= aii
olup (¢,7) = 0 oldugundan
a1 =0
olur. ¢’ ifadesi n ile skaler olarak ¢arpilirsa
(t',n) = ay (t,n)+a(n,n)+az(b,n)
= an
elde edilir. 7’ ifadesi b ile skaler olarak garpilirsa
{t',b) = ay (t,b)+ai2(n,b)+ays(b,b)
= —4ai3

olur. asy,ax,ays deerlerini hesaplamak icin benzer sekilde (4.1) denklemindeki n’ ifadesi

sirastyla ¢, n, b vektorleriyle skaler olarak carpilirsa

<n’, l‘> = a2
(n';n) = axn
<nl7 b> = —az

olarak bulunur. Burada (n,n)’ = 0 oldugundan
a»n =0

elde edilir.  Son olarak a31,a32,a33 degerlerini hesaplamak icin benzer sekilde (4.1)

denklemindeki b’ ifadesi sirasiyla z, n, b vektorleriyle skaler olarak ¢arpilirsa

<blat> = a3
(b'\n) = axn
(b',b) = —azs

olur. Burada (b, )" = 0 oldugundan
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olarak elde edilir. Ayrica
(t,n) =0
olup esitligin her iki tarafinin tiirevi alinarak (¢, n) ve (r,n’) degerleri yerine yazilirsa

' ,ny+(t,n") = 0

app+ay = 0
sonucuna ulagilir. Buradan
app=—ay = K
elde edilir. Benzer sekilde
(n,b) =0

olup esitligin her iki tarafinin tiirevi alinarak (n’,b) ve (n,b’) degerleri yerine yazilirsa
(n',b)+(n,b')y = 0

—ap3+azp = 0

bulunur. Buradan

aps=azxp = T

elde edilir. Ayrica (t,b) = 0 olup esitligin her iki tarafinin tiirevi alinarak (¢, b) ve (¢,b’) elde
edilir. Egrilik tanimi ile uygun olmadiindan {¢',b) = —aj3 = 0 ve (t,b’) = a3; = 0 dir. Sonug

olarak
t' =0t +xn+0b

n=—xt+0n+71h
b =0t+1tn+0b

olur. Buldugumuz formiiller matris formunda yazilirsa

¢ 0 x O t
n|l=|-x 0 1 n 4.2)
v’ 0 70 b
bulunur. b ve b, arasindaki hiperbolik a¢1 6 alinirsa
by = An+ub 4.3)

olur. Burada (4.3) ifadesi b ile skaler olarak carpilirsa
(b,bg) =\(b,n) +u(b,b)

elde edilir. (b,b) = —1,(b,n) =0 ve b ile b, aym timekonide oldugundan (b,b,) = —cosh®
olup
u=cosh0
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olarak bulunur. Benzer sekilde A katsayisini hesaplayalim. (4.3) esitligindeki b, kendisi ile

skaler olarak carpilirsa

(bg,bg)y =—1 = (An+ub,An+ ub)
= A {(n,n) +Au(n,b)+Mu(b,n) +u* (b,b)
— 22
olur. Uygun hesaplamalar yapilirsa
A2 = cosh’0—1
A? = sinh’
A = sinh6

elde edilir. Buna gore

by = sinh6n + cosh 0b
olarak yazilir. Simdi n, yu hesaplayalim.
by Nt = —ny
oldugundan
tAby;=ny

olur. Bu durumda

ng = sinh0t An+cosh6r A b

elde edilir. O halde n,
ng = coshOn + sinh 6

olarak bulunur. Simdi n, ve b, kullanilarak n ve b hesaplanabilir. Bunun i¢in

coshbn, = cosh?0n + sinh ® cosh 0b
—sinh®b, = —sinh’6n —sinh@coshOb

ifadeleri taraf tarafa toplanirsa

n = coshOn, — sinh 6b,
elde edilir. Benzer sekilde

—sinhOn, = —sinhOcosh6n — sinh? 0b
coshbb, = sinh6coshBn+ cosh?0b

ifadeleri taraf tarafa toplanirsa

b = —sinhOn, + cosh6b,



23

bulunur. Yapilan hesaplar matris formunda yazilarak

t 1 0 0 t
ng | =1 0 cosh® sinh6 n 4.4)
by 0 sinh® cosh© b
t 1 0 0 t
n|=1]0 cosh® —sinh6 ng 4.5)
b 0 —sinh® cosh® by

elde edilir. (4.2) ve (4.5) kullanilirsa
! = xn
= K(coshOn, —sinh6b,)
= kcosh6n, —Ksinh6b,
olur. (4.2), (4.4) ile (4.5) kullanilirsa

n, = sinhBd6n+coshOn' 4 cosh®dBD + sinh 6’
= sinh0d6n + cosh®(—xz +th) + coshBdOD + sinh O (tn)
= t(—xcosh®)+n(sinh0dO + tsinhB) + b (Tcosh 6 + coshBdO)
= 1 (—kcosh®)+ (cosh®n, — sinh6b,) (sinhOd6 + TsinhH)
+ (— sinh®ny + coshBb,) (Tcosh® + cosh646)
= ny(sinhOcosh®dB + tsinhOcosh® — Tsinh 6 cosh® — sinh 6 coshBd0)
+t (—kcosh®) + b, (— sinh? 840 — tsinh? § + tcosh? @ + cosh? 0d0)
= t(—xcosh®)+b,(d0+1)
ve
b, = cosh8dOn+ sinhOn’+ sinhBd6b + cosh O’
= cosh0dBn + sinhO(—«r + tb) 4 sinh8d6b + cosh O (tn)
= t(—xsinh®)+n(cosh0dO + tcosh0) + b (Tsinh O + sinh 6d06)
= t(—xsinh®)+ (cosh6n, — sinh8b,) (cosh®dO + Tcosh6)
+ (—sinhOn, + coshBby) (tsinh6 + sinh 6d)
= t(—Ksinh®) -+ n,(cosh? 840 + tcosh? @ — Tsinh” @ — sinh? 640)
+by (—sinh 6 cosh 040 — Tsinh 6 cosh 0 + Tsinh 6 cosh 8 + sinh 8 cosh 6d6)
= t(—xsinh®) +n,(d0+1)
bulunur. Buradan da k1, k> ve k3 egrilikleri
k= (t',nq)
= Kcosh@ <nq, nq>

= Kcosh©
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ve
ky = <t/,bq>

= —Ksinh® (b, by)

= Kksinh©
ve

ks = (n,by)
=d0+1(by,by)
=—d0—1

seklinde hesaplanir. Tiim bu hesaplar matris formunda

t 0 kq —ko t
ng | =1 -k 0 —k ng (4.6)
b —ky —ks O by

seklinde yazilir.

ii) Normal Vektorii Timelike, Binormal Vektorii Spacelike Olan Spacelike Egrilerin

g-Catisi

Teorem 4.1.2 Minkowski uzayinda birim teget vektor ¢ (spacelike), izdiisiim vektor k =
(0,0,1) (timelike), quasi-normal vektor ng (spacelike) ve quasi-binormal vektor b, (timelike)

oldugunda spacelike egri boyunca g-catinin Frenet formiilleri benzeri varyasyon denklemi

t 0 kq —k> t
n'q =| -k 0 —k3 ng
b; —ky —ks O by

seklindedir. g-egrilikleri ise
k1 = xsinh 0,k = —xcosh0,k3 =d0+1

seklinde ifade edilebilir.

ispat. Ik olarak {t,n,b} Frenet ig¢liisiiniin 7 (spacelike), n (timelike), b (spacelike)

oldugunda Frenet formiillerini hesaplayalim.
t = ayt+apn+aizb

n' = axt +ann+axb

b = azit +azn+aszb



25

seklinde yazilabilir. ~ Simdi aji,aiz,a;3 degerlerini hesaplayalim.  Bunun icin (4.1)

denklemindeki ¢’ ifadesi ¢ ile skaler olarak garpilirsa
'ty = ai(t,t) +an(n,t)+ai3(b,t)
= dai
olup (¢,#) = 0 oldugundan
a1 =0
olur. ¢’ ifadesi n ile skaler olarak ¢arpilirsa
(f',n)y = ay(t,n)+a(n,n)+ayz(b,n)
= —an
elde edilir. ¢’ ifadesi b ile skaler olarak ¢arpilirsa
{t',b) = ay (t,b)+a1x(n,b)+as(b,b)
= a3

olur. azy,ax,ar; degerlerini hesaplamak icin benzer sekilde (4.1) denklemindeki n’ ifadesi

sirastyla ¢, n, b vektorleriyle skaler olarak carpilirsa

<l’l/, t> = a2
(n',n) = —axm
(n',b)y = an

olarak bulunur. Burada (n,n)’ = 0 oldugundan
a»n =0

elde edilir.  Son olarak a31,a32,a33 degerlerini hesaplamak icin benzer sekilde (4.1)

denklemindeki b’ ifadesi sirasiyla 7, n, b vektorleriyle skaler olarak ¢arpilirsa

<b/,t> = as
(b',n) = —axn
(b',b) = ass
olur. Burada (b, )" = 0 oldugundan
az3 =0
olarak elde edilir. Ayrica
<t7n> =0

olup esitligin her iki tarafinin tiirevi alinarak (¢, n) ve (r,n’) degerleri yerine yazilirsa
(t',n)+{t,n'y = 0

—ap+ay = 0
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sonucuna ulagilir. Buradan

ap=ay = K

elde edilir. Benzer sekilde
(n,b) =0
olup esitligin her iki tarafinin tiirevi alinarak (n’,b) ve (n,b’) degerleri yerine yazilirsa
(n',b)+(n,b') = 0
a3z—axp = 0

bulunur. Buradan

a3 =dadszx =1

elde edilir. Ayrica (r,b) = 0 olup esitliin her iki tarafinin tiirevi alinarak (t',b) ve (r,') elde
edilir. Egrilik tanimu ile uygun olmadigindan (t',b) = aj;3 =0 ve (t,b') = az; = 0 dir. Sonug

olarak
' =0t+xn+0b

n=xt+0n+1h
b =0t+1tn+0b

olur. Buldugumuz formiiller matris formunda yazilirsa

¢ 0 k 0 t
l=lx 0 1 n 4.7
4 0t O b

bulunur. n ve b, arasindaki hiperbolik a¢1 6 alinirsa
by = An+pub (4.8)
olur. Burada (4.8) ifadesi n ile skaler olarak carpilirsa
(n,bg) = \(n,n) +pu(n,b)

elde edilir. (n,n) = —1,(b,n) =0 ve n ile b, aym timekonide oldugundan (n,b,) = —cosh®
olup
A = cosh©

olarak bulunur. Benzer sekilde u katsayisini hesaplayalim. (4.8) esitlifindeki b, kendisi ile

skaler olarak carpilirsa
(bg,bg) =—1 = (An+pub,An+ pub)
= A (n,n) + Mu(n,b) +Mu(b,n) + 4 (b,b)
— ‘u2 _ 7\’2
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olur. Uygun hesaplamalar yapilirsa
u? = cosh’6—1
u? = sinh’0
u = sinh®

elde edilir. Buna gore

by = cosh®n + sinh 0bh

olarak yazilir. Simdi n,; yu hesaplayalim.
oldugundan
tAby;=ny

olur. Bu durumda

ng = cosh0t An+sinh6r A b

elde edilir. O halde n,

ng = —sinh®n — cosh 6b
olarak bulunur. Simdi n; ve b, kullanilarak n ve b hesaplanabilir. Bunun i¢in

sinh®n, = —sinh?6n —sinhOcoshOb
cosh®b, = cosh?On+ sinhcosh6b

ifadeleri taraf tarafa toplanirsa

n = sinhOn, + cosh6b,
elde edilir. Benzer sekilde

—coshOn, = sinhOcosh6n+ cosh?0b
—sinh0b; = —sinhBcoshbn — sinh? 0b

ifadeleri taraf tarafa toplanirsa
b = —coshBn, — sinh6b,,

bulunur. Yapilan hesaplar matris formunda yazilarak

t 1 0 0 t
ng | =| 0 —sinh® —cosh6 n 4.9)
by 0 cosh© sinh © b
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t 1 0 0 t
n| =10 sinh6 cosh6 ng (4.10)
b 0O —cosh® —sinh© by

elde edilir. (4.7) ve (4.10) kullanilirsa

i/ = xn
= x(sinh6n, + coshBb,)

= «xsinh0n, + kcosh6b,

olur. (4.7), (4.9) ile (4.10) kullanilirsa

veE

/
g

/
bq

— cosh08d6n — sinhOn’ — sinh 0d6b — cosh 6’

—cosh0d6n — sinh 6(xz + tb) — sinh8dBb — cosh O (tn)

t (—xksinh0) +n(—cosh0d6 — tcosh0) + b (—tsinh® — sinh 6d6)

t (—ksinh®) + (sinhOn, + cosh6b,) (— cosh©d® — Tcosh6)

+ (—cosh®n, — sinhBb,) (—Tsinh® — sinh 646)

ng(—sinh®cosh0d0O — TsinhBcosh O + tsinh O cosh 6 + sinh O cosh 60)
+t (—xsinh®) + b, (— cosh? 840 — tcosh? © + Tsinh? @ + sinh? 646)
t(—xsinh®) + b, (—d6 — 1)

sinh 0d6n + cosh6n’ + cosh8d0b + sinh 65’

sinh ©d6n + cosh O(kt + tb) + cosh0d0b + sinh 6 (n)

t (xcosh ) 4 n (sinh 040 + tsinh©) + b (tcosh O + cosh 046)

t (kcosh®) + (sinh®ny + coshBb,) (sinh0d6 + Tsinh6)

+ (— cosh®n, — sinhBb,) (Tcosh® + cosh6d6)

t (kcosh®) + n,(sinh? 840 + tsinh? @ — tcosh? § — cosh? 0d0)

+b, (sinh© coshBdO + tsinh O cosh® — Tsinh @ cosh® — sinh @ cosh046)
t (kcosh®) +n, (—d6 —1)

bulunur. Buradan da k1, k> ve k3 egrilikleri

Ve

ki :<t/,nq>
:Ksinh9<nq,nq>
= Ksinh 6

ka ={(t',by)

= Kcosh0 <bq,bq>

= —Kxcosh©
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ve
ky = <n;,bq>
=—d0—1(by,by)
=dO+1
seklinde hesaplanir. Tiim bu hesaplar matris formunda
t 0 ki —k» t
n/q =| ki 0 —k3 ng 4.11)
b, —ky —k3 O by

seklinde yazilir.

k Tzdiisiim Vektorii Spacelike Olan Spacelike Egrilerin g-Catisi

Bu kisimda g-catilar i¢in iki durum mevcuttur:

iii) Normal Vektorii Timelike, Binormal Vektorii Spacelike Olan Spacelike Egrilerin
g-Catisi

Teorem 4.1.3 Minkowski uzayinda birim teget vektor ¢ (spacelike), izdiistim vektor k =
(0,1,0) (spacelike), quasi-normal vektor n, (timelike) ve quasi-binormal vektor b, (spacelike)

oldugunda spacelike egri boyunca g-catinin Frenet formiilleri benzeri varyasyon denklemi

t 0 -k k t
n; =| ki 0 ks ng
v, ko ks 0 | | b,

seklindedir. g-egrilikleri ise

ki

—Kkcosh6,ky = —xsinh0,k3 =dO+71

seklinde ifade edilebilir.

ispat. Ik olarak {t,n,b} Frenet iicliisiiniin 7 (spacelike), n (timelike), b (spacelike)
oldugunda Frenet formiillerini hesaplayalim.
/' =ant+apn+apsb
n' = ayt +axpn+aygb

b = azit +azpn—+azzb



seklinde yazilabilir. ~ Simdi aji,ajz,a;3 degerlerini hesaplayalim.

denklemindeki ¢’ ifadesi ¢ ile skaler olarak garpilirsa
'ty = ai(t,t) +an(n,t)+ai3(b,t)
= dai
olup (¢,#) = 0 oldugundan
a1 =0
olur. ¢’ ifadesi n ile skaler olarak ¢arpilirsa
(f',n)y = ay(t,n)+a(n,n)+ayz(b,n)
= —an
elde edilir. ¢’ ifadesi b ile skaler olarak ¢arpilirsa
{t',b) = ay (t,b)+a1x(n,b)+as(b,b)

= a3

30

Bunun i¢in (4.1)

olur. azy,ax,ar; degerlerini hesaplamak icin benzer sekilde (4.1) denklemindeki n’ ifadesi

sirastyla ¢, n, b vektorleriyle skaler olarak carpilirsa

<l’l/, t> = a2
(n',n) = —axm
(n',b)y = an

olarak bulunur. Burada (n,n)’ = 0 oldugundan

ap =0

elde edilir.  Son olarak a31,a32,a33 degerlerini hesaplamak icin benzer sekilde (4.1)

denklemindeki b’ ifadesi sirasiyla 7, n, b vektorleriyle skaler olarak ¢arpilirsa

<b/,t> = as
(b',n) = —axn
(b',b) = ass
olur. Burada (b, )" = 0 oldugundan
az3 =0
olarak elde edilir. Ayrica
<t7n> =0

olup esitligin her iki tarafinin tiirevi alinarak (¢, n) ve (r,n’) degerleri yerine yazilirsa

(t',n)+{t,n'y = 0

—ap+ay = 0
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sonucuna ulagilir. Buradan

ap=ay = K

elde edilir. Benzer sekilde
(n,by =0

olup esitligin her iki tarafinin tiirevi alinarak (n’,b) ve (n,b’) degerleri yerine yazilirsa

(n',b)+(n,b') = 0

aps—azxp = 0

bulunur. Buradan

a3 =azxp = T

elde edilir. Ayrica {(r,b) = 0 olup esitliin her iki tarafinin tiirevi alinarak (t',b) ve (r,b') elde
edilir. Egrilik tanimu ile uygun olmadigindan (t',b) = aj3 = 0 ve (t,b') = az; = 0 dir. Sonug

olarak
t' =0t+xn+0b

n=xt+0n+1h
b =0t+1tn+0b

olur. Buldugumuz formiiller matris formunda yazilirsa

¢ 0 kO t
nl=lx 01 n 4.12)
b 0t O b

bulunur. n ve n, arasindaki hiperbolik a¢1 6 alinirsa
ng = An+ ub (4.13)
olur. Burada (4.13) ifadesi n ile skaler olarak carpilirsa
(n,ng) = N{n,n) +p(n,b)

elde edilir. (n,n) = —1,(b,n) =0 ve n ile n, aym timekonide oldugundan (n,n;) = —cosh®
olup
A =cosh®

olarak bulunur. Benzer sekilde u katsayisini hesaplayalim. (4.13) esitligindeki n, kendisi ile

skaler olarak carpilirsa
(ng;ng)=—1 = (An-+ub,An+ ub)
= A (n,n) + M (n,b) +daa (b,n) + 1 (b, b)
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olur. Uygun hesaplamalar yapilirsa
> = cosh?6—1
> = sinh’0
u = sinh®

elde edilir. Buna gore

ny = cosh®n + sinh 0b
olarak yazilir. Simdi b, yu hesaplayalim.
oldugundan
ng A\t =by
olur. Bu durumda
by = cosh®n At +sinhOb At

elde edilir. O halde b,
by = sinh6n + cosh 0b

olarak bulunur. Simdi n, ve b, kullanilarak n ve b hesaplanabilir. Bunun i¢in

cosh®n, = cosh?@n+ sinh®cosh6b
—sinh®b, = —sinh?6n —sinhOcoshOb

ifadeleri taraf tarafa toplanirsa

n = cosh®n, — sinh 6b,

elde edilir. Benzer sekilde
—sinhBn; = —sinhOcosh6n — sinh2 0b
coshbb, = sinh6coshOn+ cosh?0b

ifadeleri taraf tarafa toplanirsa
b = —sinhOn, + cosh6b,

bulunur. Yapilan hesaplar matris formunda yazilarak

t 1 0 0 t
ng | =1 0 cosh® sinh6 n 4.14)
by 0 sinh® coshO b
ve
t 1 0 0 t
n|=1]0 cosh® —sinh® ng 4.15)

b 0 —sinh©® coshO by



elde edilir. (4.1

olur. (4.12), (4.

A
I’lq—

veE
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2) ve (4.15) kullanilirsa
! = xn
= x(cosh®n, —sinhBb,)

= «KcoshOn, —ksinh0b,
14) ile (4.15) kullanilirsa

sinh 0d6n + cosh On’ + cosh 0d0b + sinh 05

sinh 0dOn 4 cosh O(xz +tb) + cosh8d6b + sinh 6 (tn)

t (xcosh ) 4 n (sinh0d6 4 tsinh©) + b (tcosh O + cosh 046)

t (kcosh®) + (coshOn, — sinhBb,) (sinh0d6 + Tsinh6)

+ (— sinh®ny 4 coshBb,) (Tcosh B + cosh646)

ng(sinh®cosh 046 + Tsinh @ cosh® — tsinh®cosh® — sinh O cosh6d0)
+t (kcosh®) + b, (—sinh? 8d6 — Tsinh? @ + Tcosh? O + cosh? 6d6)

t (kcosh®) + b, (d0+1)

cosh0d6n + sinh On' + sinh 040D + cosh 6’

cosh0d6n + sinh O(xz + th) 4 sinh Od6b + cosh 6 (tn)

t (xsinh®) +n (cosh0d6 + tcosh0) + b (Tsinh 8 + sinh 646)

t (ksinh®) + (coshBn, — sinhBb,) (coshOd6 + Tcosh 6)

+ (— sinh®ny + coshBb,) (Tsinh € + sinh 6d6)

t (ksinh ) + n,(cosh? 840 + tcosh? © — Tsinh? @ — sinh” 0d6)

+b, (—sinh®coshBd6 — Tsinh 6 cosh® + Tsinh B cosh O + sinh B cosh 046)
t (ksinh®) +n, (d0 +1)

bulunur. Buradan da k1, k> ve k3 egrilikleri

Ve

ve

ki = <t’,nq>
= Kcosh9<nq,nq>

= —Kxcosh©

ka =(t',by)
= —Ksinh® (b, by)

= —Ksinh 0
k3 = <I’l/q,bq>
=d0+1(by,by)
=dO+1
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seklinde hesaplanir. Tiim bu hesaplar matris formunda

t 0 —k1 k t
Wl =1 ki 0 k|| ng (4.16)
b, —ky k3 O || b,

seklinde yazilir.

iv) Normal Vektorii Spacelike, Binormal Vektorii Timelike Olan Spacelike Egrilerin

g-Catisi

Teorem 4.1.4 Minkowski uzayinda birim teget vektor ¢ (spacelike), izdiisiim vektor k =
(0,1,0) (spacelike), quasi-normal vektor ng (timelike) ve quasi-binormal vektor b, (spacelike)

oldugunda spacelike egri boyunca g-catinin Frenet formiilleri benzeri varyasyon denklemi

t 0 —k1 k t
I’l; = —k 1 0 k3 nq
b, ~ky k3 0 | [ by

seklindedir. g-egrilikleri ise
ki = xsinh0,ky = —Kcosh0,k3 = —d6—<

seklinde ifade edilebilir.

Ispat. Ilk olarak {t,n,b} Frenet ii¢lusiiniin 7 (spacelike), n (spacelike), b (timelike)

oldugunda Frenet formiillerini hesaplayalim.

t = ayt+apn+aizb

n' = ayit +apn+ayb

b = aszit +azpn+aszb
seklinde yazilabilir. ~ Simdi ajj,a12,a13 degerlerini hesaplayalim.  Bunun i¢in (4.1)
denklemindeki ¢’ ifadesi ¢ ile skaler olarak garpilirsa

(t',ty = ay(t,t) +ap(nt)+a3(b,t)
= a

olup (t,¢)" = 0 oldugundan

a;p =0
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olur. ¢’ ifadesi n ile skaler olarak ¢arpilirsa
(f',n)y = ay(t,n)+ap(n,n)+ay3(b,n)
= a2
elde edilir. ¢’ ifadesi b ile skaler olarak c¢arpilirsa
(f';b)y = ay(t,b)+ai(n,b)+ay3(b,b)
= —4ais

olur. asy,ax,ays dederlerini hesaplamak icin benzer sekilde (4.1) denklemindeki n’ ifadesi

sirastyla ¢, n, b vektorleriyle skaler olarak carpilirsa

<n’,t> = a
(n',n) = ax
<I’l/, b> = —az3

olarak bulunur. Burada (n,n)’ = 0 oldugundan
a» =0

elde edilir.  Son olarak a31,a32,a33 degerlerini hesaplamak icin benzer sekilde (4.1)

denklemindeki b’ ifadesi sirasiyla ¢,n, b vektorleriyle skaler olarak carpilirsa

<b/,l‘> = as]
<b’,n) = dasp
(b',b) = —ass
olur. Burada (b, b)’ = 0 oldugundan
a3z = 0
olarak elde edilir. Ayrica
(t,n)=0

olup esitligin her iki tarafinin tiirevi alinarak (t',n) ve (t,n’) degerleri yerine yazilirsa

{f'n)+{,n)y = 0

app+ay = 0

sonucuna ulagilir. Buradan

elde edilir. Benzer sekilde
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olup esitligin her iki tarafinin tiirevi alinarak (n’,b) ve (n,b’) degerleri yerine yazilirsa
(n',b)y+(n,b') = 0

—axy3+azx = 0

bulunur. Buradan

ai=azxp = T

elde edilir. Ayrica {r,b) = 0 olup esitliin her iki tarafinin tiirevi alinarak (t',b) ve (r,b') elde
edilir. Egrilik tanimi ile uygun olmadiindan (¢',b) = —a;j3 = 0 ve (t,b’) = a3; = 0 dir. Sonug

olarak
t' =0t +xn+0b

n=—xt+0n+71h
b =0t+1tn+0b

olur. Buldugumuz formiiller matris formunda yazilirsa

t 0 ¥ O t
nl=|-x 0= n (4.17)
b 0 0 b

bulunur. b ve n, arasindaki hiperbolik a¢1 6 alinirsa
ng = An+ub (4.18)
olur. Burada (4.18) ifadesi b ile skaler olarak carpilirsa
(b,ng) =\{(b,n) +u(b,b)

elde edilir. (b,b) = —1,(b,n) =0 ve b ile n, aym timekonide oldugundan (b,n,) = —cosh®
olup
u=cosh0

olarak bulunur. Benzer sekilde A katsayisini hesaplayalim. (4.18) esitligindeki n, kendisi ile

skaler olarak carpilirsa
(ng,ng) =—1 = (An-+ub,An+ ub)
= A% (n,n) +Au(n,b) +Au(b,n) +u? (b,b)
— 22
olur. Uygun hesaplamalar yapilirsa
> = cosh’6—1
A2 = sinh?@
A = sinh®



elde edilir. Buna gore

ng = sinhOn + cosh 6b
olarak yazilir. Simdi b, yu hesaplayalim.
oldugundan
ng ANt = by
olur. Bu durumda
by = sinhOn At +cosh®b At

elde edilir. O halde b,
by = —coshOn — sinh 6b
olarak bulunur. Simdi n, ve b, kullamlarak n ve b hesaplanabilir. Bunun i¢in
—sinh®n, = —sinh?On—sinh@coshOb
—cosh6h, = cosh? 8n + sinh 8 cosh 0b

ifadeleri taraf tarafa toplanirsa

n = —sinhOn, — cosh6b,
elde edilir. Benzer sekilde
coshbn, = sinh6coshOn+ cosh?0b
sinh@b, = —sinh®coshOn — sinh?0b

ifadeleri taraf tarafa toplanirsa

b = coshOn, +sinh0b,

bulunur. Yapilan hesaplar matris formunda yazilarak

[t 1 0 0 t
ng | =10 sinh®  cosh6 n
| by 0 —cosh® —sinh0 b
ve }
t 1 0 0 t
n|{=1|0 —sinh® —cosh6 ng
| b O cosh®  sinh6 by

elde edilir. (4.17) ve (4.20) kullanilirsa
! = xn
= ¥(—sinhOn, —coshBb,)

= —ksinhOn,; — kcosh6b,

37

(4.19)

(4.20)
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olur. (4.17), (4.19) ile (4.20) kullanilirsa

Ve

/
g

cosh0d6n + sinh On' + sinh 0d0b + cosh 6’

cosh0d6n + sinh O(—xz + th) + sinh OdOb + cosh 0 (tn)

t (—xsinh®) +n (cosh0d6 + tcosh0) + b (Tsinh B + sinh 046)

t (—ksinh®) + (— sinhOn, — coshBb,) (coshOd6 + Tcosh O)

+ (cosh6ny + sinhBb,) (Tsinh 6 + sinh 66)

ng(—sinh®cosh0d0 — tsinhBcosh O + tsinh O cosh 6 + sinh O cosh 640)
+b, (— cosh?8d0 — Tcosh? © + Tsinh? © + sinh? 8d6) + ¢ (—Kksinh0)
t(—xsinh®) + b, (—d6 — 1)

—sinh0d0n — coshOn’ — cosh0d0b — sinh 65

—sinh0d0n — cosh®(—xt 4 tH) — cosh0d0b — sinh 6 (tn)

t (kcosh®) + n (—sinh0d6 — Tsinh 0) 4+ b (—tcosh® — cosh 6d0)

t (kcosh®) + (— sinh®ny — cosh®by) (—sinh 646 — Tsinh )

+ (cosh6n, + sinhBb, ) (—Tcosh® — cosh8d6)

t (kcosh®) + n,(sinh? 840 + Tsinh” @ — tcosh? 6 — cosh” 6d0)

+b, (sinh® cosh8d6 + Tsinh © cosh® — Tsinh @ cosh 6 — sinh @ cosh 6d0)
t (kcosh®) +n, (—d6 —1)

bulunur. Buradan da k1, k> ve k3 egrilikleri

\&

Ve

ki =('.ng)
= —Ksinh9<nq,nq>

= Kxsinh©

ky = (' bg)
= —kcosh8 (by,by)

= —Kcosh©

ks = (nl,by)
=—d0—1 <bq,bq>
=—d0—1

seklinde hesaplanir. Tiim bu hesaplar matris formunda

seklinde yazilir.

t 0 —ki k t
=| ki 0 k3 ng (4.21)
b; —ky k3 O by

n

<~
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4.2 Minkowski Uzaymda Timelike Egriler Icin ¢-Catisi

Bu kisimda k izdiisiim vektoriiniin spacelike olmasi durumuna gore timelike egrilerin
g-catist olusturulmustur. k& izdiigiim vektorii timelike secildiginde de aymi sonuclar elde
edildiginden bu durumu ayrica agiklamayip sadece izdiisiim vektor spacelike oldugunda elde
edilen hesaplar yer almaktadir. Ayrica g-egrilikleri arasindaki bagintilarin yanisira g-catisi ile

Frenet catis1 arasindaki denklemler bulunmustur.

Teorem 4.2.1 Minkowski uzayinda birim teget vektor ¢ (timelike), izdiisiim vektor k =
(0,1,0) (spacelike), quasi-normal vektor ng (spacelike) ve quasi-binormal vektor b, (spacelike)

oldugunda timelike egri boyunca g-catinin Frenet formiilleri benzeri varyasyon denklemi

t 0 ki ko t
n; =k 0 K ng
v, k —ks 0 || b,

seklindedir. g-egrilikleri ise
ki =Kcos0,kr = —Ksin0,k3 =dO+1

seklinde ifade edilebilir.

ispat. Ik olarak {t,n,b} Frenet i¢liisiiniin ¢ (timelike), n (spacelike) ve b (spacelike)
oldugunda Frenet formiillerini hesaplayalim.
' =aynt+apn+apsb
n' = ayt +axyn+axyb
b = azit +azn+aszb

seklinde yazilabilir. ~ Simdi ajj,a2,a13 degerlerini hesaplayallm.  Bunun igin (4.1)

denklemindeki ¢’ ifadesi ¢ ile skaler olarak garpilirsa
(f';ty = ay(t,t)+ap(nt)+aps(b,r)
= —an
olup (¢,7) = 0 oldugundan
a1 =0
olur. ¢’ ifadesi n ile skaler olarak ¢arpilirsa

(f',n)y = ay(t,n)+a(n,n)+ayz(b,n)

= 4an
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elde edilir. ¢’ ifadesi b ile skaler olarak c¢arpilirsa
<l‘,,b> = a11<t,b>—|—a12 (n,b)+a13 <b,b>
= a3

olur. apy,ax,ays deerlerini hesaplamak icin benzer sekilde (4.1) denklemindeki n’ ifadesi

sirastyla ¢, n, b vektorleriyle skaler olarak carpilirsa

(n',t)y = —an
(n',n) = axn
<I’l/, b> = a3

olarak bulunur. Burada (n,n)’ = 0 oldugundan
ajr) = 0

elde edilir.  Son olarak a31,a32,a33 degerlerini hesaplamak icin benzer sekilde (4.1)

denklemindeki b’ ifadesi sirasiyla 7, n, b vektorleriyle skaler olarak ¢arpilirsa

<b/,l‘> = —a3z]
<b/,n> = dasp
(b'\b)y = a3
olur. Burada (b, )" = 0 oldugundan
asz = 0
olarak elde edilir. Ayrica
(t,n)=0

olup esitligin her iki tarafinin tiirevi alinarak (t',n) ve (t,n’) degerleri yerine yazilirsa

{f'n)+{,n)y = 0

ap—ay = 0
sonucuna ulagilir. Buradan
ap=ay1 = K
elde edilir. Benzer sekilde
(n,b) =0

olup esitligin her iki tarafinin tiirevi alinarak (n’,b) ve (n,b’) degerleri yerine yazilirsa

(n',b)+(n,d')y = 0

axz+ayp = 0
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bulunur. Buradan

axyy =—az = 7T

elde edilir. Ayrica (t,b) = 0 olup esitligin her iki tarafinin tiirevi alinarak (¢',b) ve (¢,b) elde
edilir. Egrilik tanimi ile uygun olmadigindan (¢',b) = a;3 = 0 ve (¢,b’) = —az; = 0 dir. Sonug

olarak
t' =0t +xn+0b

n=xt+0n+1h
b =0t—1n+0b

olur. Buldugumuz formiiller matris formunda yazilarak

¢’ 0 x 0 t
n"nl=lx 0 7t n (4.22)
v 0 -1 0 b
bulunur. n ve n, arasindaki a¢1 6 alinirsa
ng = An+ub (4.23)

olur. Burada (4.23) ifadesi n ile skaler olarak carpilirsa
(n,ng) =A{n,n) +pu(n,b)
elde edilir. (n,n) = 1,(n,b) =0 ve (n,n,) = cos olup
A =cosO

olarak bulunur. Benzer sekilde u katsayisin1 hesaplayalim. (4.23) esitli§indeki n, kendisi ile
skaler olarak carpilirsa
(ng,ng)=1 = (An-+pub,An+ ub)
= A% {(n,n) +Au(n,b) +Au(b,n) +u* (b,b)

— 242
olur. Uygun hesaplamalar yapilirsa
W = 1—cos’0
> = sin’0
u = sin@

elde edilir. Buna gore

ng = cosOn +sin6b

olarak yazilir. Simdi b, yu hesaplayalim.

tAng = —by
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oldugundan
ng Nt =by
olur. Bu durumda

by = cosOn A\t +sinOb Nt

elde edilir. O halde b,
by = —sinBn + cos 6D

olarak bulunur. Simdi n, ve b, kullanilarak n ve b hesaplanabilir. Bunun i¢in

cosbn, = cos? On + sin 0 cos Bb

—sinBb, = sin® On — sin O cos Ob
ifadeleri taraf tarafa toplanirsa

n = cosOn, —sin0bb,

elde edilir. Benzer sekilde

sinBn, = sinOcosOn+ sin” 0b

cosbb, = —sinBcosOn+ cos?0b
ifadeleri taraf tarafa toplanirsa

b = sinBn, + cosBb,

bulunur. Yapilan hesaplar matris formunda yazilarak

t 1 0 0 t
ng | =0 cos® sinO n 4.24)
| by 0 —sin® cosO b |
ve _ -
t 1 0 0 t
n| =10 cos® —sind ng 4.25)
| b 0 sin® cos6 by |

elde edilir. (4.22) ve (4.25) kullanilirsa
/= xn
= x(cosOn, —sinBb,)

= KcosOn, —KsinBb,
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olur. (4.22), (4.24) ile (4.25) kullanilirsa

Ve

/
g

—sin0dOn + cos On’ + cos 0dOb + sin 6’

—sinBdBn + cos O(kz + tb) + cos 0dODb + sin 6 (—1n)
t(Kcos0)+n(—sinOd0 —tsinO) + b (TcosO 4 cos0d0O)

1 (kcos8) + (cosOny —sinBby,) (—sinBAO — Tsin)

+ (sinOny + cosBb,) (TcosO -+ cos 0d40)

ng(—sin®cosO0dB — tsinBcosO + TsinOcos O+ sinOcos6d0)
+1 (kcos8) + b, (sin? 040 + Tsin” 0 + Tcos? 6 + cos? 0d0)
t(kcos8)+ b, (d0+1)

—cos0dOn — sinOn’ — sin0dOb + cos O’

—c0s0d0On — sinO(kt +th) — sin0dOb + cos B (—1n)
t(—xsin®) +n(—cos0dO — tcosO) + b (—TsinO — sinOdO)

t (—ksin®) + (cosOn, — sinBby) (— cosBAO — TcosO)

+ (sin®n, + cosBb,) (—Tsin® — sin0A6O)

t (—xsin®) +n,(—cos?0dO — tcos® @ — Tsin’ O — sin” BdO)
+by (sin®cosBdO + TsinBcos® — TsinOcos B — sinBcos 0dO)
t(—xsin®) +n, (—d6 —1)

bulunur. Buradan da ki, k, ve k3 egrilikleri

\(

Ve

ki = <t’,nq>
= kcos8 (ng,ng)

=Kcos0

ka = (t'bg)
= —ksin® (by,by)

= —Ksin0
ky = <n;,bq>

=d0+1(by,by)
=dO+71

seklinde hesaplanir. Tiim bu hesaplar matris formunda

seklinde yazilir.

t 0 ki k t
=k 0 &k ng (4.26)
b, ky —ks 0 || b,
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Sonuc 4.2.1 Minkowski uzayinda timelike egriler i¢in g-¢atisinin tiirev denklemleri k nin

timelike ya da spacelike olmasindan bagimsizdir.

Teorem 4.2.2 Minkowski uzayinda o (¢) diizgiin bir egri olsun. Birim teget vektor ¢
(timelike) ve izdiisiim vektor k = (0, 1,0) spacelike olsun. Bu durumda n, spacelike, b, spacelike
olarak alinir. g-egrilikleri o (¢) egrisinin tiirevleri cinsinden

det[o”, o, k]

| ==
[lov Ao

— (o k) (o, o) + o | (0" k)
3
[lo[|flov A

ky =

ve
(o k) det[o, o k|

- 2 2
o/ A k|| * [Jo]]

seklinde verilmektedir.

Ispat. ilk olarak k; egriligini hesaplayalim. (3.1) denklemi yardimiyla

of = [|o|z
olur. Yukaridaki ifadenin tiirevi alinarak
o = [|o¢|'t + ||| 4.27)
ifadesi elde edilir. Ayrica
t 0 ki k t
ng | =) | ki 0 ks || ng
bf] ky —k;3 O by
yardimiyla
t' = ||o|| king + || || k2b4 (4.28)

olur. Burada (4.28) esitligi (4.27) denkleminde yerine yazilirsa
o = [[o|['t+ [lof[| (e | kg + [ ]| kaby)

elde edilir, yani

o = Hoc’H'r+}|oc’H2klnq+Hoc’H2k2bq (4.29)

olarak bulunur. (4.29) denkleminin her iki tarafi n, ile skaler olarak ¢arpilirsa

(o' ng) = [lod|(t.mg) + 1o | k1 (mgsmg) + ||k (. m)
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olup (r,ny) =0 ve (by,ny) =0 oldugundan

(o', mg) = o[
bulunur. (3.1) denklemi yardimuyla n, yerine yazilarak

tNk 2
(i) = P

elde edilir. Yukaridaki denklemde ¢ yerine yazilarak

o o Nk
o/ _

L P
a7
olup
1
[l (" @ AR o
o/
gerekli islemler yapilirsa (o of A
o, o Ak 2
“orna Il

bulunur. O halde
det[o”, o, k]

2
[lo¢" A ke o'
olur. Simdi &, egriligini bulalim. (3.1) ve (3.2) denklemleri yardimiyla

by — (t',t Ang)
o]

(4.30)

bulunur. Diger taraftan (3.1) denklemindeki 7 teget vektoriiniin tiirevi alinir ve (4.30)

denkleminde yerine yazilirsa

1 /o] =o' o  tAk
ko =7 2 aTpwTEA
o] o/ la/l| [z AK]|

elde edilir. (3.1) denklemi kullanilir ve gerekli islemler yapilirsa

1 /o o oAk 1 /)o)'o of oAk
ky = / AT TRANP™ eyt 2 0 e/ N
o[ \ffoc[| " [[oc[] ~ [la Akll /- [lod[] \ lov))> “lledl[ [[o Akl

elde edilir. Karma carpimdan

o' of oAk
20 / A ! =0
lov]|> llovll [l Ak
olup
1

S
3
o] flo" A K|

(o ;o' A (0 NK))
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olarak bulunur. Vektorel ¢carpimin 6zellikleri kullanilarak

1

k=
3
lo[[* [lov A k]|

<oc”,—<oc’,k>oc’+ Hoc’H2k>

bulunur, yani
r — (oK) (o, o) + o/ ||* (0" k)
2 = 3
o[ [|o" A ]|
elde edilir. Simdi k3 egriligini bulalim. (3.1) ve (3.2) denklemlerinden

1

_ /
k3 = o <nq,(t/\nq) >

olur. Parantez icerisindeki vektorel ¢carpimin tiirevi alinarak
k3 = _ <n ' An +t/\n/>
forf Voot T
bulunur. Ayrica ny L (t' Any) oldugundan
<nq,t/ /\nq> =0

olur. O halde 1
ks = — HOC/H [O—|—<nq,t/\n;>}

1
= —m <I’lq,l/\l’l/q>

seklinde elde edilir. (3.1) yardimiyla n, yerine yazilarak

L 1 <tAk tA(tAk:y>
3= 5
o[ \ [z A K| e N K|l

elde edilir. Benzer sekilde ¢ yerine yazilarak

1 o/ ANk o o/ Ak
k3 = — / / " U y! A /
Jo/[| \ (o AK[[ " flar]] \ [lo Akl

bulunur. Burada parantez i¢indeki ifadenin tiirevi alinarak

1 o/ NK) ||of AK|| — (o AK)||od Akl
A — o Ak, of A ( )|l I (2 )l |
o[ [lo A K| o/ Ak

olur ve gerekli islemler yapilirsa

1
ky = — (o/ Nk, o A (0 NK)') +

o[> o A KIJ?

1
o[> o A K|

<0c’ Nk, o/ A (o AK) [|of /\k||/>
bulunur. Burada

<oc’/\k,oc’/\ (o Ak) Hoc’AkH'> = (— (o, ') (k,o/ Nk)+ (o, 0/ Nk) (k. o)) HoU/\kH/
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olup (k, o’ ANk) =0 ve (o, Ak) =0 oldugundan
<oc’/\k,oc’A (o AK) Hoc’/\k||’> —

elde edilir. O halde

1
ky = — o Nk, o A (o Nk)
lov'|* [|o A K] < (oY

olur. Burada Lagrange 6zdesligi kullanilarak
(o Ao A (@l AR)') = = (o o) (K, (o 1K) )+ (!, (o AK)) (ko) (4.31)
elde edilir. (o A k) ifadesinin tiirevi alinarak (4.31) esitliginde yerine yazilirsa
— (o, a) (k, (" ANk+ o' AK')) + (o, (" Nk+ o AK')) (k)
elde edilir. Burada gerekli islemler yapilarak
— (o, o) [(k, o Nk) + (ko AKY] 4+ [(of 0" Ay + (ool AK'Y] (k)
ifadesi elde edilir. Son denklemde (k, o Ak) =0 ve (o, o AK') =0 olup
— (o, o) (k.o AK) + (o 0" Ak) (k, o)
sonucuna ulagilir. Burada k = sabit oldugundan k" = 0 olur. Bu durumda
(o/ Nk, o/ A (o NK)') = (o o Ak) (k,a)

elde edilir. O halde
1

/ 1 /
k3:—”a/||2Ha//\kH2<oc,(x Nk (k, o) (4.32)
olarak bulunur. (4.32) denklemi diizenlenirse
(o, kydet[o, o k]
lo' A1 o>

elde edilir.

Teorem 4.2.3 Minkowski uzayinda o (¢) diizgiin bir egri olsun. Birim teget vektor ¢
(spacelike) ve izdiigiim vektor k olsun. Bu durumda quasi-normal vektor n, ve quasi-binormal
vektor b, olmak tizere g-egrilikleri o (¢) egrisinin tiirevleri cinsinden

det[o”, o, k]
2
[lov Ao

1= —

— (o k) (o, o) + o (0" k)
o[ flov A K]

2 =
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\(
(o, kydet[o, o k]

= 2 2
o/ Ak |||

seklinde verilmektedir.

Ispat. Teorem 4.2.2 nin ispatindaki islem adimlar kullanildiginda istenilen sonuglar elde

edilir.
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5. MINKOWSKI UZAYINDA YONLU EGRI CIFTLERI

Bu boliimde 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir uzay egrisinin quasi-normal
vektorli kullanilarak yonlii egriler tanimlanmistir. Burada k izdiisiim vektorii timelike olan
spacelike egriler i¢in, k izdiisiim vektorii spacelike olan spacelike egriler i¢in ve yine k izdiislim
vektorii spacelike olan timelike egriler i¢in Bertrand, Mannheim ve involiit-evoliit egri ¢iftleriyle

ilgili baz1 teoremler verilmistir.

5.1 Minkowski Uzayinda Yonlii Bertrand Egri Ciftleri

Bu kisimda, 3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike veya spacelike bir uzay egrisinin
quasi-normal vektorii kullanilarak yonlii Bertrand egrileri tanimlanmigtir.  Ayrica k izdiisiim

vektorii verilen yonlii Bertrand egrilerinin egrilikleri arasindaki iligki elde edilmistir.

Tamm 5.1.1 M, N C 3 iki uzay egrisi (1,a) ve (1, ) koordinat komsuluklari ile verilsin.

M egrisinin g-gatisi {t,nq,bq} ve N egrisinin g-¢atisi {t}‘,nz;,bz;} olmak iizere, eger n, ve n;‘
quasi-normal vektorleri lineer bagimli ise M ve N egrilerine yonlii Bertrand egri ¢ifti denir.

N

M \
n, n}
A(S) B 7 B

Sekil 5.1: Yonlii Bertrand egrileri
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5.1.1 Minkowski uzayinda yonlii spacelike Bertrand egri ciftleri
i) k izdiisiim vektorii timelike olan yonlii spacelike Bertrand egri ciftleri

Bu altkisimda 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike bir uzay egrisinin quasi-normal
vektorii kullanilarak yonlii Bertrand egrileri tamimlanacaktir. Burada birim te8et vektor
t (spacelike) ve izdiisim vektor k& (timelike) olup buna bagh olarak quasi-normal vektor
ng (spacelike) ve quasi-binormal vektor b, (timelike) olarak alinmigtir.  Ayrica k izdiigtim
vektorii timelike olan yonlii spacelike Bertrand egrilerinin egrilikleri arasindaki iligki elde

edilecektir.

Teorem 5.1.1 o(s) birim hizhi yonlii spacelike bir uzay egrisi ve yay parametresi s;
olan B(s) egrisi, ot(s) nin yonlii spacelike Bertrand egri ¢ifti olsun. Burada izdiigiim vektorii k

(timelike) olup bu durumda
(a) Yonlii spacelike Bertrand egrileri olan ou(s) ve B(s) egrileri arasindaki uzaklik sabittir.

(b) k3 = 0 ise yonlii spacelike Bertrand egrilerinin karsilik gelen noktalarindaki teget

vektorler arasindaki agi sabittir.

Ispat. (a) a(s) ve B(s) Bertrand egri ciftlerinin g-catilanm sirastyla {r,n4,b,} ve
{1, b};} ile gosterelim. Sekil 5.1 den

B(s) = au(s) + Angy (5.1)

seklinde yazilabilir. s parametresine gore (5.1) in tiirevini alarak

dB(s)ds; _ dos) , ,
ds; ds — ds —|—7unq(s)+7unq(s)

elde edilir. Buradan da (4.6) denklemi yardimiyla

ds
AL

=t+A (—klt — k3bq) + Nl’lq
ds
olup gerekli diizenlemeler yapilirsa

ds
=L

o = (1= M)t Mg — M (5.2)

olur. (5.2) denkleminin her iki tarafi n, ile skaler olarak ¢arpilirsa

(Pong) B = (1= M) (1) + X (ng,q) = Mks (bg,)
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elde edilir. n, ve nZ]‘ lineer bagimli olup <t7“, nz;> = 0 oldugundan <t7“, nq> = 0 olur. O halde
N=0

bulunur. Bu durumda A = sabit oldugu aciktir. Boylece

d(a(s),B(s)) = [B(s)—a(s)ll
= [[Any ()]
= M ]lng (s)]]
= M
olup
IB(s) —ou(s)|| = |A| = sabit

olur. Yani bu iki egri arasindaki uzaklik sabittir.

(b) (5.2) denkleminde A’ = 0 degeri yerine yazilir ve denklemin her iki tarafinin normu

alinirsa

(%) (Ciz_)‘ = 020200 +328 ()|

olur ve buradan

dsq )
gzi\/|(l—kk1)2—7»2k3| (5.3)
bulunur. O halde (5.3) denklemi
ds
A4S1
t"— = (1 —Aky)t — Ak3b
ds ( 1) 3Y%
ifadesinde yerine yazilirsa
A (1 —7\./(1)2‘—7\.](3bq

"=

(54)

+
\/\(1—xk1)2—x2k§\

elde edilir. Ayricat ve * spacelike vektorleri arasindaki ag1 ¢ alinirsa

<t,t7‘> = cos @

olur. (5.4) denklemi ¢ ile skaler olarak carpilirsa

1—
cosQ =+ M (t,1)

— 12_
VI =2)2 =283

bulunur. O halde
1 — Ak

V=22 =223
olur. Burada k3 = 0 oldugunda cos@ = +1 olarak bulunur. Yani @ = 0 dir. O halde teget

cosQp ==+

vektorler arasindaki agi sabittir.
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Teorem 5.1.2 a(s) birim hizli yonlii spacelike bir uzay egrisi ve yay parametresi s
olan B(s) egrisi,a(s) nin yonli spacelike Bertrand egri ¢ifti olsun. Burada izdiisiim vektorii &

(timelike) tir. Bu iki egrinin g-catilar1 arasindaki iliski

A 1 — Ak 0 —Ak3 t
1
| =+ 0 \/}(1—M<1)2—7&k§| 0 n,
N \/}(1—7J<1)2—x2k§}
by FAks 0 £(1-Ma) | L P
seklinde verilir.
Ispat. (5.4) denklemi k ile vektorel olarak carpilirsa
1 —Aky)(t ANk) — Mks(by Nk
\/\(1 — My )2 = VK2
bulunur. Ayrica (3.1) denkleminden dolay1
t Nk =t Ak ng (5.6)
olup Lagrange 6zdesligi ve k = (0,0, 1) timelike izdiisiim vektorii kullanilarak
ltAK|| = /|t Akt AK)|
= \JlFenwn+er?
(5.7)
= \1+(1.k)°

= /14 ‘uz
elde edilir. Burada u, o(s) egrisinin teget vektoriiniin ticiincii bilesenidir. Benzer sekilde

hesaplamalar yaparak
bq/\k:(t/\nq)/\k:—<t,k>nq+<nq,k>t:,unq (5.8)
bulunur. (5.6), (5.7) ve (5.8) denklemleri (5.5) te yerine yazilirsa
L V21— Ma)ng — Meypng
\/|(1 — Moy )2 — W22 |
(VT2 M) = Mg
\/\(1 — M) — A2K2|

ifadesi hesaplanarak

(VTR0 = M) = Meai) (g,
(1 —Akp)? — A2K3|
VA ! +y2(1 —7\./(1) — M3y

V11 =22 =228

Ak =

(5.9

elde edilir. s y1 bulmak igin 1% A k

Jrs] =
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bulunur. (3.1) denklemi kullanilarak (5.9) denkleminde gerekli islemler yapilirsa

Hﬂ/\an’“:i(V 1+“2(1_7”k1)_7“k3’“')”q (5.10)
7 \/‘ 22k

olup ch A kH ifadesi (5.10) denkleminde yerine yazilirsa

(V121 = Mey) =Mk (/T2 (1= M) — Mesu)ng

=+
V=22 =223 V1 =21)2 =28
bulunur. O halde N
"Nk
gzwzinq (5.11)

olur. Boylece bu calismanin en 6nemli sonuglarindan biri elde edilir:

k izdiisiim vektorii timelike olan yonlii spacelike Bertrand egri ¢iftlerinde her zaman
quasi-normal vektorleri lineer bagimlidir.

Son olarak b;“ quasi-binormal vektoriinii hesaplayalim.
A_ A A
by =1"Nny
oldugundan (5.4) ve (5.11) denklemleri yardimiyla

A — (1 —Aky) (t/\nq) — Ak3 (bq/\nq)
! V1= k)2 =223

elde edilir. Buradan da
x —Mkat 4 (1 —Mq)

(5.12)
V1 =212 =28
olur. O halde
) 1 — Ak 0 —Ak3 t
Al 2
nk | =+ 0 (1 —Akp)? —A2K3| 0 ng
o V(T T ] /
by FAks 0 £(1-M) | L P
bulunur.

Teorem 5.1.3 o(s) birim hizli yonlii spacelike bir uzay egrisi ve yay parametresi s olan

B(s) egrisi, ou(s) nin yonlii spacelike Bertrand egri ¢ifti olsun. Burada izdiigiim vektorii k timelike
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olup g-egrilikleri arasindaki iligki

(1—Aky) kg +Ak3

k?\.
1
\/\(1—xk1)2—x2k§\
0 ixkg(l—xk1)+x2k3k;+((1—xk1)2—x2k§)k2
2 |(1—Akp)2 — A2K3|
o= + f

(1 —2k1)2 —A2k3
3

seklinde verilir. Burada [ (s) egrisinin g-egrilikleri ki“, k;‘ ve k%‘ dir.

Ispat. Ilk olarak k%‘ egriligini hesaplayalim.

K= (o) == () (5.13)

olup (5.4) ve (4.6) denklemleri yardimiyla * mn tiirevini hesaplayalim.

Burada (1 — Akp)? # A?k3 seklindedir. Ayrica (1 —Ak;)? —A%k3 > 0 olarak alinirsa,

= £[(~Mhiksky +A2kskl + MIGK] — 20k kaks -+ Mk kaks + Meoks — Mokl ¢
+ (—3NkF + A3 + Ky + 302G — A3k — W3k + 203 k3h3 — 302k1k3) ng + (M3 kiksk]
— Ky — A2 ksk) + 202k Ky — M2 KEK, — M kikak3 — ko + 30k ko + A2 kok? — 302 k3 ko
bl (1~ M)~ W283)
(5.14)
elde edilir. (1 —2Ak;)? —A%k3 < 0 olarak alinirsa,

= H[(WPhiksky — AN2kskl — NIZK, 4 202k kaks — Mk kaks — Meaks + AV kok3) 1
+ (3MkF — M3 — ki — 323 + Ak} + A3k — 203363 + 3021 k3) ng + (— A kikak]
+AK, + A hak) — 202k K + A3 KEK, + A kikok3 + ko — 3hkika — A2 kok2 + 302 k3 k,
Nyl /(A2 — (1— My )?)?
(5.15)
olur. O halde (5.13) ile (5.14) veya (5.15) denklemleri kullanilirsa

_ (1—7»k1)k1+7&k3
\/\1—7J<1 — 3243

elde edilir. Simdi k;” egriligini hesaplayalim.

A SN AN\ AN
k _<z ,bq>_—<t ,bq> (5.16)
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oldugundan (5.12), (5.14) ve (5.15) denklemleri (5.16) denkleminde yerine yazilarak

M, (1 — Mey) + A2ksk, + ((1 — M) —x2k§) k>
(1= Nkp)? — A2k3|

K=+

bulunur. Son olarak ké‘ egriligini hesaplayalim.
K= (b} (5.17)

oldugundan (4.6), (5.12) ve (5.17) denklemleri yardimiyla
k3
V10 =21k)2 =228

=4+
elde edilir.
ii) k izdiisiim vektorii spacelike olan yonlii spacelike Bertrand egri ciftleri

Bu altkisimda 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike bir uzay egrisinin quasi-normal
vektorli kullanilarak yonlii Bertrand egrileri tamimlanacaktir. Burada birim teget vektor ¢
(spacelike) ve izdiisiim vektor k (spacelike) olup buna baglh olarak quasi-normal vektor
ng (timelike) ve quasi-binormal vektor b, (spacelike) olarak alinmugtir.  Ayrica k izdiigtim
vektorii spacelike olan yonlii spacelike Bertrand egrilerinin egrilikleri arasindaki iligski elde

edilecektir.

Teorem 5.1.4 a(s) birim hizli yonlii spacelike bir uzay egrisi ve yay parametresi s
olan B(s) egrisi,a(s) nin yonlii spacelike Bertrand egri ¢ifti olsun. Burada izdiisiim vektorii k

(spacelike) olup bu durumda
(a) Yonlii spacelike Bertrand egrileri olan ou(s) ve B(s) egrileri arasindaki uzaklik sabittir.

(b) k3 = 0 1se yonlii spacelike Bertrand egrilerinin karsilik gelen noktalarindaki teget

vektorler arasindaki a1 sabittir.

Ispat. (a) a(s) ve P(s) Bertrand egri ciftlerinin g-catilarin1 sirastyla {t,ng,by} ve
{tx,nzl‘,bzl‘} ile gosterelim. Sekil 5.1 den

B(s) = au(s) + Ang (5.18)

seklinde yazilabilir. s parametresine gore (5.18) nin tiirevini alarak

dB(s) ds i dos) / !
ds; ds  ds +7unq(s)+7unq(s)
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elde edilir. Buradan da (4.16) denklemi yardimiyla

d
t’”isl =1+A(—kit +k3by) +A'ng
olup gerekli diizenlemeler yapilirsa

d
AL (1= My )+ Vg + Mksb, (5.19)

S

olur. (5.19) denkleminin her iki tarafi n, ile skaler olarak ¢arpilirsa

(Pong ) B = (1= M) (1,ng) + X (ng,ng) + Mes (byyny)
— —7\,/

elde edilir. n, ve n;“ lineer bagimli olup <t7‘,n>§> = 0 oldugundan <t7‘, nq> = 0 olur. O halde
N=0

bulunur. Bu durumda A = sabit oldugu aciktir. Boylece

d(o(s),B(s) = [B(s)—a(s)]
= |[Ang (s)
= Mg ()]
= M
olup
IB(s) = ou(s)l| = [M = sabit

olur. Yani bu iki egri arasindaki uzaklik sabittir.

(b) (5.19) denkleminde A" = 0 degeri yerine yazilir ve denklemin her iki tarafinin normu

alinirsa

(i) (‘Z—)‘ = 020200 4328 (0|

olur ve buradan

d
% = /(1= M)+ A2 (5.20)
bulunur. O halde (5.20) denklemi
ds
A aS1
t"— = (1 — Aky )t + Aksb
s ( 1)t +Mk3bg

ifadesinde yerine yazilirsa

S (1 —Xky)t + Aksb, (5.21)

V(=12 +2283
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elde edilir. Ayricat ve * spacelike vektorleri arasindaki ag1 ¢ alinirsa

<t,t7“> = cos @

olur. (5.21) denklemi ¢ ile skaler olarak ¢arpilirsa
1 — Ak
V(=12 +2283

cosQ =+ (t,t)

bulunur. O halde
1 —Aky

V(=1 )2 +2283
olur. Burada k3 = 0 oldugunda cos@ = +1 olarak bulunur. Yani @ = 0 dir. O halde teget

cosQ ==+

vektorler arasindaki agi sabittir.

Teorem 5.1.5 o(s) birim hizli yonlii spacelike bir uzay egrisi ve yay parametresi s;
olan B(s) egrisi, ct(s) nin yonlii spacelike Bertrand egri ¢ifti olsun. Burada izdiisiim vektorii k

(spacelike) tir. Bu iki egrinin g-catilar1 arasindaki iliski

p 1— Mk 0 M3 1
1

P 0 \/(1—M<1)2+x2k§ 0 ng

S V(1= Me)2 4223

b Tk 0 +(1—2ki) | L g

seklinde verilir.

Ispat. (5.21) denklemi & ile vektorel olarak carpilirsa
(1 —Aky)(t Nk) +Ak3(by Nk)

M Ak==+ (5.22)
\/(1 — My )2 4+ A28
bulunur. Ayrica (3.1) denkleminden dolay1

t Nk =t Nk|[ng (5.23)

olup Lagrange 6zdesligi ve k = (0, 1,0) spacelike izdiigiim vektorii kullanilarak

e K[ = /[{t Ak, AK))|
= \/ - <t7t> <k7k> + <tak>2’

(5.24)

- ‘(t,k>2—1‘

- VTl



58

elde edilir. Burada y, o(s) egrisinin teget vektoriiniin ikinci bilesenidir. Benzer sekilde

hesaplamalar yaparak
by Nk = (ng A1) Nk =—(ng, k)t +(t,k)ng = ung (5.25)

bulunur. (5.23), (5.24) ve (5.25) denklemleri (5.22) de yerine yazilirsa

:t\/ |2 — 1|(1 = Aky)ng + Aksuny

*Ak =
V(=1 )2 +2283
(5.26)
L V=101 = M) + Mesgng
V(1= Me)2 4223
elde edilir. nz; y1 bulmak i¢in Ht7b A k” ifadesi hesaplanarak
g = (YT )
t =
|(1—Akp)2 +A2K3|
_ Y |2 —1)(1 —Aky) + Mksp
V(=1 )2 +2283
bulunur. (3.1) denklemi kullanilarak (5.26) denkleminde gerekli islemler yapilirsa
2 —1[(1 —Xky) + Ak
Htx/\anZ;:i(\/W ( 1) + Aksp)ny (5.27)
V(=1 )2 +2283
olup Ht7L A k|| ifadesi (5.27) denkleminde yerine yazilirsa
(V12 = 1](1 = M) + Mspry | (VIR =TI = M) + Msgng
V(=1 )2 +2283 V(=1 )2 +2283
bulunur. O halde N
A t" Nk
L 5.28
] o

olur. Boylece bu ¢alismanin en énemli sonuglarindan biri elde edilir:

k izdiistim vektorii spacelike olan yoOnlii spacelike Bertrand egri ¢iftlerinde her zaman

quasi-normal vektorleri lineer bagimlidir.

Son olarak b?; quasi-binormal vektoriinii hesaplayalim.

A A A
bq—nq/\t
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oldugundan (5.21) ve (5.28) denklemleri yardimiyla

n (1=2ky) (ng At) 4+ k3 (ng Aby)

A
ng Nt™ =
V(1= Me)2 4223
elde edilir. Buradan da
—Mkst + (1 —Aky) b
pr = kst (LM by (5.29)
V(=12 42283
olur. O halde
h 1 —Aky 0 Ak t
1
g 0 JO-M)24R; 0 g
N V(=1 )2 42283
b, FAks 0 +(1—Mky) bq
bulunur.

Teorem 5.1.6 o(s) birim hizli yonlii spacelike bir uzay egrisi ve yay parametresi s;
olan B(s) egrisi, ct(s) nin yonlii spacelike Bertrand egri ¢ifti olsun. Burada izdiisiim vektorii k

spacelike olup g-egrilikleri arasindaki iliski

(1 —Nky) kg — Ak3

K=
V(=1 )2 +2283
o ixkg(l—xk1)+x2k3k’l+((1—xk1)2+7&k§)k2
2 (1—Nk1)2 42243
o= 4+ &

V(=1 )2 +2283

seklinde verilir. Burada [ (s) egrisinin g-egrilikleri ki‘, k%‘ ve k%‘ dir.

Ispat. Ilk olarak k%‘ egriligini hesaplayalim.

K= <t>“l,n;“> __ <ﬂ,n§’> (5.30)
olup (5.21) ve (4.16) denklemleri yardimiyla * nin tiirevi
= £[(Wkiksk — Nhksky — MIGK) + 20 k1kaks — ANkFkoks — Meoks — Aok 1
+ (BAKT + Ak — ki — 323 + A3k} + A3k + 2033 k3 — 302 k1k3) ng + (— A kiksk]
FAK, + A2 ksk| — 202k Ky + W33, — Mkikok3 + ko — 3Mkika + A kak3 + 302Kk,

Kb, (1 - Mey)? +2282) 2
(5.31)
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olarak bulunur. O halde (5.30) ve (5.31) denklemleri kullanilarak
(1—Mky) kg — k3

K=
1
\/(1 — Ak1)2 +A2k3

elde edilir. Simdi k;‘ egriligini hesaplayalim.
K = <t”,b2;> _ <t’~,b’;’> (5.32)
oldugundan (5.29) ve (5.31) denklemleri (5.32) denkleminde yerine yazilarak

ML (1= Mep) + A2kak, + ((1 k)2 +x2k§) ks

K=+
2 (1 —Akp)2 4+ 223

bulunur. Son olarak k%‘ egriligini hesaplayalim.
K= (b} (5.33)

oldugundan (4.16), (5.29) ve (5.33) denklemleri yardimiyla
k3

=+
V(=12 2283

elde edilir.

5.1.2 Minkowski uzayimnda yonlii timelike Bertrand egri ciftleri

Bu altkisimda 3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike bir uzay egrisinin quasi-normal
vektorii kullanilarak yonlii Bertrand egrileri tanimlanacaktir. Burada birim teget vektor ¢
(timelike) ve izdiiglim vektodr k (spacelike) olup buna bagh olarak quasi-normal vektor n,
(spacelike) ve quasi-binormal vektor b, (spacelike) olarak alinmugtir. Ayrica yonli timelike

Bertrand egrilerinin egrilikleri arasindaki iligki elde edilecektir.

Teorem 5.1.7 os) birim hizli yonlii timelike bir uzay egrisi ve yay parametresi s;
olan B(s) egrisi,ot(s) nin yonlii timelike Bertrand egri ¢ifti olsun. Burada izdiigiim vektorii &

(spacelike) olup bu durumda
(a) Yonli timelike Bertrand egrileri olan ou(s) ve B(s) egrileri arasindaki uzaklik sabittir.

(b) k3 = 0 ise yonlii timelike Bertrand egrilerinin karsilik gelen noktalarindaki teget

vektorler arasindaki agi sabittir.
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Ispat. (a) a(s) ve P(s) Bertrand egri ciftlerinin g-catilarini sirastyla {t,ng,by} ve
{ , q,bk} ile gdsterelim. Sekil 5.1 den

B(s) = a(s) +Ang (5.34)

seklinde yazilabilir. s parametresine gore (5.34) un tiirevini alarak

dp(s)dsi _ dafs)

/ /
g, ds I —|—7unq(s)+7unq(s)

elde edilir. Buradan da (4.26) denklemi yardimiyla

de

t d—;:t+k(k1t+k3bq)+k’nq

olup gerekli diizenlemeler yapilirsa

ds
=L

T (14 Aky )t 4+ Nng + Aksb, (5.35)

olur. (5.2) denkleminin her iki tarafi n, ile skaler olarak ¢arpilirsa
<t7‘,nq> % = (14Xk)(t,nqg) + N (ng,ng) +Ak3 (by,ng)
= N
elde edilir. n, ve nZI‘ lineer bagimli olup <t7‘, n;‘> = 0 oldugundan <t7‘, nq> = 0 olur. O halde
N=0

bulunur. Bu durumda A = sabit oldugu aciktir. Boylece
d(a(s),B(s)) = lB(s)—a(s)ll
= [[Ang ()]
= [M||ng (5)]]
= A
olup
IB(s) = ou(s)l| = [M = sabit

olur. Yani bu iki egri arasindaki uzaklik sabittir.

(b) (5.2) denkleminde A’ = 0 degeri yerine yazilir ve denklemin her iki tarafinin normu

alinirsa

R e

olur ve buradan

ds
[V = (1 1) (5.36)
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bulunur. O halde (5.3) denklemi

d
AL (14 My )t + Mesby
ds
ifadesinde yerine yazilirsa
1+ Aky)t + Aksb
= (LEAR)I Mabg (5.37)

- \/\x2k§—(1+xk1)2\

elde edilir. Ayricat ve t* timelike vektorleri arasindaki hiperbolik a¢1 @ alinirsa

<t,t7‘> = —cosho

olur. (5.37) denklemi ¢ ile skaler olarak carpilirsa
1+ Ak

—coshp =+
V128 = (140 2

{t:1)

bulunur. O halde
1+ Ak

VIV = (1422
olur. Burada k3 = 0 oldugunda cosh@ = +1 olarak bulunur. Yani ¢ = 0 dir. O halde teget

coshgp =+

vektorler arasindaki ac1 sabittir.

Teorem 5.1.8 os) birim hizli yonlii timelike bir uzay egrisi ve yay parametresi s;
olan B(s) egrisi,o(s) nin yonlii timelike Bertrand egri ¢ifti olsun. Burada izdiisiim vektorii &

(spacelike) tir. Bu iki egrinin g-catilar1 arasindaki iliski

A 1+ Ak 0 Mk ;
nt | =+ ! 0 \/Wk2—(1+xk )?| 0 n
1 2.2 2 3 : 1
N VIR = (1422 .
by +Ak3 0 + (14 Akyp) q

seklinde verilir.

Ispat. (5.37) denklemi k ile vektorel olarak carpilirsa
(14+Xkq)(t ANk) + Ak3(by Nk)
VI = (14202

Ak =+ (5.38)

bulunur. Ayrica (3.1) denkleminden dolay1

tAk= ||t Ak n, (5.39)
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olup Lagrange 6zdesligi ve k = (0, 1,0) spacelike izdiigiim vektorii kullanilarak

lEAkl| = EAGIAK)]
- \/‘—(t,t)<k,k>+(t,k)2‘

(5.40)
= /14 (1,k)?

= 1/]—}—‘112

elde edilir. Burada yu, o(s) egrisinin teget vektoriiniin ikinci bilesenidir. Benzer sekilde

hesaplamalar yaparak
by Nk = (ng A1) Nk =—(ng, k)t +(t,k)ng = ung (5.41)

bulunur. (5.39), (5.40) ve (5.41) denklemleri (5.38) te yerine yazilirsa

V14 p2(1+ Ak )ng + Mksung
VI8 = (140 2

Ak = £

(5.42)
i(\/ 1+ 12 (1 +Aky) + Aksu)ng
VIR = (1422
elde edilir. nZ]‘ y1 bulmak i¢in Ht7b A k” ifadesi hesaplanarak
‘(\/1 F2(1 4+ M) + M) <nq,nq>‘
|~ a] = :
IA2K3 — (14 Aky)?|
V14 2(1+Aky) + Aksu
VIR = (14202
bulunur. (3.1) denklemi kullanilarak (5.42) denkleminde gerekli islemler yapilirsa
V142 (1+ Mk Ak
Hﬂ/\anZ;:i( (LA + Maspng (5.43)
VIV = (1422
olup Ht7L A kH ifadesi (5.43) denkleminde yerine yazilirsa
(V1421 +Aky) —|—7uk3,u)n7qL . (v 1412 (1 4 ki) + Aksu)ng
VIR = (1422 VIR = (1422
bulunur. O halde N
A "Nk

olur. Boylece bu ¢alismanin en 6nemli sonuclarindan biri elde edilir:
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Yonli timelike Bertrand egri ciftlerinde her zaman quasi-normal vektorleri lineer

bagimhdir.

Son olarak b;‘ quasi-binormal vektoriinii hesaplayalim.

A A A
bq—nq/\t

oldugundan (5.37) ve (5.44) denklemleri yardimiyla

7”/\1‘7” (14—7\./(1) (nq/\t)+7»k3 (I’lq/\bq)

! VI8 = (140 2
elde edilir. Buradan da
Akt + (1 +Aky) b
ph= "2 M) by (5.45)
VIR = (1422
olur. O halde
A 1+ Ak 0 Ak3 ¢
1
| =+ 0 JRB-(+Ma2 0 n
N \/Wkg— (14 kp)2|
bg +k3 0 +(1+Ak;) | L bg
bulunur.

Teorem 5.1.9 o.(s) birim hizli yonlii timelike bir uzay egrisi ve yay parametresi s; olan
B(s) egrisi, au(s) nin yonlii timelike Bertrand egri ¢ifti olsun. Burada izdiisiim vektorii k spacelike

olup g-egrilikleri arasindaki iligki

(1 +7\.k1)k1 —Xk%

K
VIV = (1422
0 ikkg(1+kk1)—k2k3k’l+((1+kk1)2—k2k§>k2
2 A2kZ — (1+ Xk )?|
o= s

+
VI = (1422

seklinde verilir. Burada [ (s) egrisinin g-egrilikleri kﬁ”, k%“ ve k%‘ dir.

Ispat. Ik olarak k%” egriligini hesaplayalim.

K= (M) == (*al) (5.46)
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olup (5.37) ve (4.26) denklemleri yardimiyla * nn tiirevini hesaplayalim. Burada kzkg # (1+
Mc1)? seklindedir. Ayrica A%k3 — (14 Ak;)? > 0 olarak alinirsa,

o=

elde edilir.

o=

[ (=A3kikskl — Nkskly + A3 K3K, — 202k koks — M kThoks — Mkoks + A3 kok3 ) t
+ (=33 + AKk3 — ki — 3Nk — Mk — W3k 4+ 203k3K3 + 302k K3) ng + (W3 ki ksk]
— MKy + A ksky — 202k Ky — M3 k3K, + M kikok3 — ky — 3Mkika + A2 kok3 — 3Mktka

3
—Nkka)bg]/ (M2KE — (14 Mkp)?)?

(5.47)

A%k3 — (1+ Mkp)? < 0 olarak aliirsa,
[ (A kikskl + Akskly — M k3k) + 202k koks + A kThoks + Moks — Kkok3 ) t
+ (3Mk} — M3 + ki + 3023 + A3k} + A3k — 203343 — 302 kik3) ng + (— A kikak]
+AKy — A2 hak) + 202k K + A3k K, — A kikok3 + ko + 3Mki ko — M2 kok3 + 302 k3 k,

A k)bgl /(14 Mkp)? — A22) 2
(5.48)

olur. O halde (5.46) ile (5.47) veya (5.48) denklemleri kullanilirsa

elde edilir.

. (1+Aky) by — K3
h
VI8 = (141 2

Simdi k;‘ egriligini hesaplayalim.

K= <t7‘/,b2> __ <t’~,bﬁ;’> (5.49)

oldugundan (5.45), (5.47) ve (5.48) denklemleri (5.49) denkleminde yerine yazilarak

MG (14 M) = 22kaki + ( (14 M) =023 ) k2
A3 — (14 Mkp)?|

K=+

bulunur. Son olarak k%‘ egriligini hesaplayalim.

K= (b1 (5.50)

oldugundan (4.26), (5.45) ve (5.50) denklemleri yardimiyla

elde edilir.

k3
VIR = (1422

=4+

5.2 Minkowski Uzayinda Yonlii Mannheim Egri Ciftleri

Bu

kisimda, 3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike veya spacelike bir uzay

egrisinin quasi-normal vektorii kullanilarak yonlii Mannheim egrileri tammmlanmigtir.  Ayrica

yonlii Mannheim egrilerinin bazi 6zellikleri incelenmistir.
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Tanim 5.2.1 oo ve 0, 3-boyutlu Minkowski uzayinda birim hizli egriler olsun. o egrisinin
g-catisi {t, ng, bq} ve o) egrisinin g-¢gatisi {ﬂ, nz, bg} olmak lizere, o egrisinin quasi-normali ile
ol egrisinin quasi-binormali lineer bagimli ise, o egrisine yonlii Mannheim egrisi, ot egrisine

de yonlii Mannheim egri ortag1 denir.

Sekil 5.2: Yonli Mannheim egrileri

5.2.1 Minkowski uzayinda yonlii spacelike Mannheim egri ciftleri
i) k izdiisiim vektorii timelike olan yonlii spacelike Mannheim egri ciftleri

Bu altkisimda 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike bir uzay egrisinin quasi-normal
vektorii kullanilarak yonlii Mannheim egrileri tanimlanacaktir. Burada birim teget vektor ¢
(spacelike) ve izdiisiim vektor k (timelike) olup buna bagh olarak quasi-normal vektor n,

(spacelike) ve quasi-binormal vektor b, (timelike) olarak alinmugtir.

Teorem 5.2.1 o ve 0., R% Minkowski uzayinda birim hizli yonlii spacelike egriler olsun.
Burada izdiisiim vektorii k timelike olup {o, o } yonlii Mannheim egri ¢iftinin ilgili noktalar

arasindaki uzaklik sabittir.
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Ispat. Sekil 5.2 den

o= a + Wb (5.51)
yazilabilir. (5.51) denkleminin s e gore tiirevi alinir ve (4.6) tiirev denklemleri kullanilirsa
2—?% = %—Fj—ibg—l—?\.i[i—f% = z% = Y+ Y+ Ay
= tj—; =1+ Nby + A (kY —Kln))
olur veya
thS] = (1= M3)(¥ — Men? + N'bY (5.52)

elde edilir. n, ve bz lineer bagimli oldugundan <t, bz> = 0 dir. (5.52) denkleminin her iki tarafi
bz ile skaler olarak carpilirsa

ds y v
<ta,bz> = (1= M)t — Mein} + N'bY, bY)

bulunur. Buradan bz timelike vektor oldugundan

0 = Wb

- =0
elde edilir. Yani A sifirdan farkli bir sabittir. Diger taraftan iki nokta arasindaki uzaklik
fonksiyonundan
d(og,0) = flo—oul

= [|nd]

= [M|lpg]

= |A| = sabit #0
bulunur.

Teorem 5.2.2 ol ve 0., ]R? Minkowski uzayinda birim hizli yonlii spacelike egriler olsun.
o ile yay parametresi s olan o egrisinin yonlii spacelike Mannheim egri ¢ifti olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul A sifirdan farkl: bir sabit ve izdiisiim vektor k timelike olmak iizere
ki — Mk + k3

K =F : ;
(1— My ) — 222

esitlifinin saglanmasidir. Burada &y, kp ve k3, o egrisinin, kY,kg ve kg, o] egrisinin

g-egrilikleridir.

Ispat. (=) a ve oy Mannheim egri ciftlerinin g-catilarini sirasiyla {t,nq,bq} ve
{t¥,nd b} } ile gosterelim. Sekil 5.2 den

o (s) = as) +Ang(s) (5.53)
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yazilabilir. (5.53) denkleminin s ye gore tiirevi alinarak (4.6) tiirev formiilleri uygulanirsa

dO(.l dSl dsi
N An' — =t +M—kit —k3b
Do ds o +Nng+An, = 7. +A(—k 3by)

ds1
==

(5.54)
(1 — 7\,](1)1‘ — 7\.k3b

elde edilir. (5.54) esitliinin s ye gore tiirevi alinir ve (4.6) tiirev formiilleri uygulanirsa

dt¥ dsy dsy d*si /
i t' — MKt — Nyt — ANkhb, — M b,
ds; ds ds (d2 1T AT T AP T A

olur ve buradan
2
y ds1
t —_— t
(%) +

elde edilir. (5.55) denkleminde gerekli islemler yapilarak

dar—ion) (41
( g — k3 q) ds +17

d2
( L ) — King — kaby — Mt — Ny (King — kabg) — Wby — M (—kot — ksny)
(5.55)

2
(Czszl) = (Moks — M) 1+ (ki — Mk +Ak3) ng (5.56)

+ (—k2 + Mkika — k3 by

bulunur. (5.56) denkleminin her iki tarafi n, ile skaler olarak carpilirsa

vy () (4 — (ky — M2+ M2
(klnq kzbq> ds +17 ds2 (kl ki + k3) <”q7”q>

olur ve gerekli islemler yapilarak

(20 ) 1 (20 )+ (S20) ) =k G428 6

elde edilir. ny ile bz lineer bagimli oldugundan n, L ng ve ¥ 1 n, dur. Ayrica bl = +n,

yazilabilir. O halde (5.57) denkleminde gerekli islemler yapilarak

—k (£ng,ng) (d‘“> = ki — Mk} + k3

olur ve buradan da

d
$k"’( d“) =k — ME+ M2 (5.58)
h)

esitlii bulunur. (5.54) denkleminde esitligin her iki tarafinin normu alinirsa

(Y, 1Y) (‘2 ) ‘ \/‘ 1—Mkp)? (2,8) +A2k3 (g, by >‘

olup

dsi —i\/ ’ 1~ My)2 x2k2‘ (5.59)
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elde edilir. (5.59) denklemi (5.58) denkleminde yerine yazilirsa

- — Mk} +AKk3
y=
‘(1 — Mep)? — A2
olur.
— M+ k3
(=) =7 1A esitliginin saglandigini kabul edelim.

(1— M) — kag‘
o (s) = as) +Ang(s) (5.60)

denklemini goz Oniine alalim. (5.60) denkleminin s ye gore tiirevi alinarak (4.6) tiirev formiilleri

uygulanirsa
dOCl dS1
s ds o +Nny+Ang,
d
AL = Mkt kaby) (561

= (1 —kkl)t—xkﬂ?q
bulunur. (5.61) esitliinin s ye gore tiirevi alinarak (4.6) tiirev formiilleri uygulanirsa

dlydsl dsi (d S])
+17

- = 73

t' — Myt — Myt — Mkhb, — Mksb,
dsy ds ds ! ! 374 3%q

olur ve buradan

ds
y 1
, (d) ot

elde edilir. Son denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa

d2
( = ) ) = king — kaby — Mt — My (king — kabg) — Mksby — My (—kat — kng)

d d?
(kin? — k3bY) (%) + Y( ds;) = (Moks —AK)) t + (ki — AkT +AK3) g (5.62)

+ (—ka + Merky — MKS) by

olarak bulunur. (5.62) denkleminin her iki tarafi n, ile skaler olarak ¢arpilirsa

dsi > d?
<<k¥nz—kzbz> () + (%) > = (k1 — MG +143) {mgomy)

olur ve gerekli islemler yapilirsa

ds 2 ds 2 d?s;
Kl <£> (nl,ng) — k) <$> Blong)+ |~z ) (ng) =k =M +M5 - (5.63)

> 32

2

elde edilir. (5.63) denkleminin her iki tarafi ( > ifadesine boliiniirse
S
2s1 2
52 — MG+ M3

( (1M,ng)y = —"1--3 (5.64)

(%) (‘2—;>2

Q

k}( <”Zu”Q> - kg <va”(1> +

Q
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esitligi bulunur. (5.64) denklemi ve kabuliimiiz goz Oniine alinirsa bZ ile n, lineer bagimh

olmalidir. Bu durumda nz 1 ng ve t¥ L ng olur. Boylece o ve o Mannheim egri ¢iftidir.
ii) k izdiisiim vektorii spacelike olan yonlii spacelike Mannheim egri ciftleri

Bu altkisimda 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike bir uzay egrisinin quasi-normal
vektorii kullanilarak yonlii Mannheim egrileri tamimlanacaktir. Burada birim teget vektor ¢
(spacelike) ve izdiigiim vektor k (spacelike) olup buna bagli olarak quasi-normal vektor n,

(timelike) ve quasi-binormal vektor b, (spacelike) olarak alinmugtir.

Teorem 5.2.3 o ve 0., R? Minkowski uzayinda birim hizli yonlii spacelike egriler olsun.
Burada izdiisiim vektorii k spacelike olup {ot, 0 } yonlii Mannheim egri ¢iftinin ilgili noktalar

arasindaki uzaklik sabittir.

Ispat. Sekil 5.2 den

o=0g+ kbz (5.65)
yazilabilir. (5.65) denkleminin s e gore tiirevini alip (4.16) tiirev denklemleri kullanilirsa
dods _doy  dh db), ds y
ae x— =t P NBY b
ds ds; dsi s d51 ds| AP+ A
ds
= = Y+ XD+ A (k5 +Kdnd)
olur veya
d
1o = (1= M)+ MY+ NBY (5.66)
dS1 g

elde edilir. n, ve b} lineer bagimli oldugundan (b)) = 0 dir. (5.66) denkleminin her iki tarafi

bz ile skaler olarak carpilirsa

ds v v
< d_sl b’Y> <(1 —Kkz)t7+7uk3nz—|—7»/bz,bz>

bulunur. Buradan bz spacelike vektor oldugundan

0 = N{(bhbl)

No=0
elde edilir. Yani A sifirdan farkli bir sabittir. Diger taraftan iki nokta arasindaki uzaklik
fonksiyonundan
d(og,0) = flo—oul
=[]
= I |led]

= |A| = sabit #0
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bulunur.

Teorem 5.2.4 o ve 0., ]R? Minkowski uzayinda birim hizli yonlii spacelike egriler olsun.
o ile yay parametresi s olan o egrisinin yonlii spacelike Mannheim egri ¢ifti olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul A sifirdan farkli bir sabit ve izdiisiim vektor k spacelike olmak iizere
— Mk — k3
+ 2
(1—Ak1)” +A2k3

N

esitliginin saglanmasidir.  Burada kj,k; ve k3, o egrisinin, ky,kg ve kg, op egrisinin

g-egrilikleridir.
Ispat. (=)o ve o Mannheim eri ciftlerinin g-catilarini sirastyla {t,nq,b4} ve
{tV,n},b}} ile gosterelim.Sekil 5.2 den
o (s) = as) +Ang(s) (5.67)

yazilabilir. (5.67) denkleminin s ye gore tiirevi alinarak (4.16) tiirev formiilleri uygulanirsa

doy d d
NS @ 4 Nng M, = VoL = MKyt +ksby)
ds1 ds ds (5.68)
p .
= dssl (1= Mkt + Mksby,

elde edilir. (5.68) esitliginin s ye gore tiirevi alinir ve (4.16) tiirev formiilleri uygulanirsa

thdsl ds d<s; /
bl el NI t' — Mkt — Neyt' + Akyby + Mks b,
dsy ds ds+ (ds2 ! A AMGPg T Aby

olur ve buradan
2
y ds 1
t —_— t
(%) -

elde edilir. (5.69) denkleminde gerekli islemler yapilarak

d2
( dsszl) = —king+kaby — Mt — My (—king +kaby ) +Mesbg -+ My (—kat +kzng)
(5.69)

T Y dﬂ Yd2S1 — (MK — 2 _ 2
(—k{n) +k3bY) o) T 2 (—AK} — Akaks) 1+ (AT — ki + Ak3) ng

+ (ko — Mkika +AK3) by (5.70)

bulunur. (5.70) denkleminin her iki tarafi n, ile skaler olarak carpilirsa

2 2
<(_kynz,+kgbg) (‘%) o (‘2;;) q>:(—k1+xk%+xk§) (ngsng)
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olur ve gerekli islemler yapilarak

() ) k(40 o)+ (42 @) =k =243 570

elde edilir. ny ile bz lineer bagimli oldugundan n, L nz ve ¥ 1 n, dur. Ayrica bY = *ny

yazilabilir. O halde (5.71) denkleminde gerekli islemler yapilarak

d 2
k! (ng,ny) (%) = ki — N — M3

olur ve buradan da

d 2
k! (ﬂ> = kg — M3 — M3 (5.72)

esitligi bulunur. (5.68) denkleminde esitligin her iki tarafinin normu alinirsa

(tYﬂ)(‘ifl)‘ \/‘ 1— k)2, t)+7»k2<bq,b>‘

olup

dsi
ds
elde edilir. (5.73) denklemi (5.72) denkleminde yerine yazilirsa

- ki — Ak} — Ak3
2T (=M )2+ 0282

— /(1 = M)+ 2202 (5.73)

olur.
— M2 — i3
+ 2
(1—Xk1)”+A2k3
o (s) = as) +Ang(s) (5.74)

(<) k;{ esitliginin saglandigin1 kabul edelim.

denklemini goz Oniine alalim. (5.74) denkleminin s ye gore tiirevi alinarak (4.16) tiirev

formiilleri uygulanirsa

dOCl ds1
ds; ds o'+ Mg + A
‘ZSSI = 1Mkt +ksby) (5.75)

= (1 —XAk1)t+MAk3by

bulunur. (5.75) esitliginin s ye gore tiirevi alinarak (4.16) tiirev formiilleri uygulanirsa

dt’ dsy dsy d*si
E%%H (d : 1" — Myt — Mkyt' + Mkyby + M3 bl

olur ve buradan

d d?
ty (%) +£Y ( dsszl) = —klnq+k2bq—kk’lt—xkl(—kln,,+k2bq)+7»k’3bq+7»k3(—k2t+k3n,,)
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elde edilir. Son denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa

2
(—kn} +K3bY) (‘%) + v(‘ii S;) = (—MK| —Meoks) 1+ (MG — ki +Me3) g

+ (ka — Merky 4 Ak ) by (5.76)

olarak bulunur. (5.76) denkleminin her iki tarafi n, ile skaler olarak ¢arpilirsa

<( Kl + KLbY) (@)ZH (dzsl) >= (—ki + MG +0k3) (ngong)
ds ds? ! ! 3\

olur ve gerekli islemler yapilirsa
d d d
( Sl) (n} nq>+kY( Sl) <bq,nq>+( Sl)(z gy =k —ME—MG (5.77)

d 2
elde edilir. (5.77) denkleminin her iki tarafi (%) ifadesine boliiniirse
s

).,
— Mk — \k3
—ki (n,ng) + k3 (b, ng) + 7 (t,ng) = dsl : (5.78)
(%) (%)
esitligi bulunur. (5.78) denklemi ve kabuliimiiz gbz Oniine alinirsa bZ ile n, lineer bagimh

olmalidir. Bu durumda nz 1 ng ve t¥ L ng olur. Boylece o ve o Mannheim egri ¢iftidir.

5.2.2 Minkowski uzayinda yonlii timelike Mannheim egri ciftleri

Bu altkisimda 3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike bir uzay egrisinin quasi-normal
vektorii kullanilarak yonlii Mannheim egrileri tanimlanmistir. Burada birim teget vektor ¢
(timelike) ve izdiigiim vektor k (spacelike) olup buna bagh olarak quasi-normal vektor n,

(spacelike) ve quasi-binormal vektor b, (spacelike) olarak alinmigtir.

Teorem 5.2.5 o ve oy, ]R% Minkowski uzayinda birim hizli yonlii timelike egriler olsun.
Burada izdiisiim vektorii k spacelike olup {co, 0 } yonlii Mannheim egri ¢iftinin ilgili noktalar

arasindaki uzaklik sabittir.

Ispat. Sekil 5.2 den

o=0o+ sz (5.79)
yazilabilir. (5.79) denkleminin s e gore tiirevini alip (4.26) tiirev denklemleri kullanilirsa
duds _doy  dh db} ds y
- A—L = — ="+ NbI+\b
ds ds1 dsy ds1 bg + dsi dsq A DGt Aby

ds
= td—_t7+k’bz+k(k7ﬂ Kind)
s1
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olur veya

d
zﬁ = (1+ M) = A + 2B (5.80)

elde edilir. n, ve bz lineer bagimli oldugundan <t, bz> = (0 dir. (5.80) denkleminin her iki tarafi

bz ile skaler olarak carpilirsa

ds
<td—S1,bg> (1 AR — AR 4 BB

olur. Buradan bz spacelike vektor oldugundan
0 = MN(bl.b})
No=0

elde edilir. Yani A sifirdan farkli bir sabittir. Diger taraftan iki nokta arasindaki uzaklik

fonksiyonundan
d(og,0) = [lo—oul
= |4
= [AlJod]
= |\ =sabit £0
bulunur.

Teorem 5.2.6 o ve Ol R? Minkowski uzayinda birim hizli yonlii timelike egriler olsun.
o ile yay parametresi s1 olan o egrisinin yonlii timelike Mannheim egri ¢ifti olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul A sifirdan farkli bir sabit ve izdiisiim vektor k spacelike olmak iizere

ki 4+ Ak7 — k3
A2US — (14 Mky)?

ks =+

esitliginin saglanmasidir.  Burada kj,k; ve k3, o egrisinin, k}(,kz ve kg, ol egrisinin

g-egrilikleridir.

Ispat. (=)o ve oy Mannheim efri ciftlerinin g-catilarini sirastyla {t,ng,b,} ve
{1V,nd b} ile gosterelim. Sekil 5.2 den

o (s) = ous) +Ang(s) (5.81)

yazilabilir. (5.81) denkleminin s ye gore tiirevi alinarak (4.26) tiirev formiilleri uygulanirsa

doyy d d
_1ﬂ:oc’+7u’nq+7m; = lvﬂ:l+7“(k1t+k3bq)
dsy ds ds (5.82)

dS1
lyg = (1 +}Lk1)t+}\,k3bq
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elde edilir. (5.82) esitliginin s ye gore tiirevi alinir ve (4.26) tiirev formiilleri uygulanirsa

@@@t@ﬂ

=t/ + Nkt + Mkt + Nksb,, + Aks b
ds, ds ds dZ) AL MAT A ARy T AKSD,

olur ve buradan
2
y dS]
t —_— t
(%) +

elde edilir. (5.83) denkleminde gerekli islemler yapilarak

d2
( s 521 ) = klnq + kzbq + 7\.](,11‘ + Aky (kll’lq —l—kzbq) + )\,kgbq + Ak3 (kzt — k3l’lq)
(5.83)

dsi\* d’s
(k! +K3DY) (d—s‘) 1Y ( ds‘) = (M + Meaks) £+ (ki + MG — M3 )y (5.84)

+ (kz + Ak ko —}-kkg) bq

bulunur. (5.84) denkleminin her iki tarafi n, ile skaler olarak ¢arpilirsa

s\ &
<M@+@@<ig_u(dj) >:@Hmﬁ—ma@ww

olur ve gerekli islemler yapilarak

(20 ) + 1 (20) )+ (S20) 0y =k 828 589

elde edilir. ny ile bz lineer bagimli oldugundan n, L nZI ve t¥ L ng dur. Ayrica bl = +n,

yazilabilir. O halde (5.85) denkleminde gerekli islemler yapilarak

d 2
ky {(Zng,ng) (%) = ki + MG — M3
olur ve buradan da

d
+k! ( dssl ) = ki + MG — M3 (5.86)

esitligi bulunur. (5.82) denkleminde esitligin her iki tarafinin normu alinirsa

(t7, 1) <Cf;1> ‘ \/’ (1+kp)? (t,1) +A23 (by, by >‘

olup

ds 1
ds
elde edilir. (5.87) denklemi (5.86) denkleminde yerine yazilirsa

i\/ ‘}»Zkz (1+Aky) ‘ (5.87)

ki + M3 —Ak3

ky =
2 5 2
‘k2k3—(1+7»k1) ‘

olur.
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ki + ki — M3
(<) k; SR A 3__ esitliginin saglandigini kabul edelim.

A2UE — (14 My )

o (s) = as) +Ang(s) (5.88)

denklemini goz Oniine alalim. (5.88) denkleminin s ye gore tiirevi alinarak (4.26) tiirev

formiilleri uygulanirsa

doy ds
d—s‘l% = (X/+}\4/l’lq+7\,l’l/q
d
Z‘Yﬂ = t+7\,(k1t+k3bq) (5.89)
ds
= (1+7uk1)t+7»k3bq

bulunur. (5.89) esitliginin s ye gore tiirevi alinarak (4.26) tiirev formiilleri uygulanirsa

dr? dsy ds A d S
dsy ds ds ds?

) = 1"+ Nkt + Mkyt' 4 Mkybg + Mk b),

olur ve buradan

d 2
Y (%) + 17

elde edilir. Son denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa

d2
( 752 ) = klnq —’rkzbq —’r}»k/ll + Aky (klnq —I—kzbq) —|—7uk/3bq + 7\./(3(kzt — k3nq)

2
(kin? + k3bY) (C%) + v(‘;szl) = (AK| +Meoks )t + (ki + Ak —Ak3) g (5.90)

+ (k2 + Akika -+ AK3) by

olarak bulunur. (5.90) denkleminin her iki tarafi n, ile skaler olarak ¢arpilirsa

ds; \*
Y Y 1
<(k1ng+k2bz) (%) +l

olur ve gerekli islemler yapilirsa

y [ dsi 2 Y dsl Y
ky s (nhng) +k; s <bq7 ng) +

d 2
elde edilir. (5.91) denkleminin her iki tarafi <d_> ifadesine boliiniirse
s

d2S1 2 2
ds I - (kl +7\«k] —)\«k3) <nq,nq>

ds1)<z gy =ki+MG—ME (5.91)

ki + Mk} — i3
S (g = =153 (5.92)

CAC)

esitligi bulunur. (5.92) denklemi ve kabuliimiiz gbz Oniine alinirsa bZ ile n, lineer bagimh

k! (nd ng) + k) 5 (bY,ng) +

olmalidir. Bu durumda nZI 1 ng vet? L n, olur. Bdylece o ve o,y Mannheim egri giftidir.
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5.3 Minkowski Uzayinda Yénlii Involiit-Evoliit Egri Ciftleri

Bu kisimda, 3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike veya spacelike bir uzay egrisinin
quasi-normal vektorii kullanilarak yonlii involiit-evoliit egrileri tanimlanmigtir.  Ayrica

yonlii involiit-evoliit egrilerinin baz1 6zellikleri incelenmistir.

Tanim 5.3.1 M,N C R} iki uzay egrisi M ve N sirasiyla (I,a) ve (I,B) koordinat
komsuluklari ile verilsin. o(s)ve B(s) noktalarinda M ve N nin g-catist sirastyla {¢,ng, by}
ve {r*,n},b}} olmak iizere, eger (t,t*) =0 ise N ye M nin yonlii involiitii, M ye de N nin

evoliitii denir.

Sekil 5.3: Yonlii involiit-evoliit egrileri

5.3.1 Minkowski uzayinda yonlii spacelike involiit-evoliit egri ciftleri

i) k izdiisiim vektorii timelike olan yonlii spacelike involiit-evoliit egri ciftleri

Bu altkisimda 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike bir uzay egrisinin quasi-normal
vektorii kullanilarak yonlii involiit-evoliit egrileri tanimlanacaktir. Burada birim teget vektor
t (spacelike) ve izdiisiim vektor k (timelike) olup buna bagh olarak quasi-normal vektor n,

(spacelike) ve quasi-binormal vektor b, (timelike) olarak alinmigtir.

Teorem 5.3.1 o.(s) birim hizl1 yonlii spacelike bir uzay egrisi ve yay parametresi s olan
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B(s) egrisi, o(s) nin yonlii spacelike involiit-evoliit egri ¢ifti olsun. Burada izdiisiim vektorii k
timelike olup

d(os),B(s)) = |c—s|, c = sabit

tir.

Ispat. o(s) ve B(s) involiit-evoliit egri ¢iftlerinin g-catilarini sirasiyla {t,nqg,bq} ve

{r*,n},b}} ile gosterelim. Sekil 5.3 den

B(s) = a(s) +Az(s) (5.93)

yazilabilir. Boylece, s nin o i¢in yay parametresi oldugu kabul edilip (5.93) denkleminin tiirevi
alinirsa
dB(s) ds; dos)

_t— = — / ! 5.94
s, ds I +Nt(s)+ M (s) ( )

elde edilir. (4.6) yardimiyla (5.94) denklemi

dSl
t'*— = t+Nt+Akn, —kob
ds + + ( 11y 2 q) (5.95)

= (1+MN)+ kklnq — Kkzbq
olarak yazilabilir. (5.95) denkleminin her iki tarafi t ile skaler olarak carpilirsa

(t*,1) c% = (L+A") (r,1) + Aky (ng,t) — Mo (bg,t) (5.96)

elde edilir. Burada (t*,7) = 0 ve (t,¢) = 1 olup (5.96) denklemi
0=1+2 (5.97)

olur. (5.97) denklemi diizenlenip gerekli islemler yapilirsa

N(is) = -1

JNds = [(—1)ds
bulunur. Buradan da

Ms) = —s+c; ¢ =sabit (5.98)
ifadesi elde edilir. Diger taraftan
d(ofs),B(s)) = [IB(s) —als)]]
= M) (s)ll
olup (5.98) denklemi yardimiyla
d(afs),B(s)) = l(=s+c)(s)]
= VI{(=s+)t(s),(=s+c)t(s))]
= VI(=s+e)*{t(s),1(5))]

= |e—s
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olarak bulunur.
ii) k izdiisiim vektorii spacelike olan yonlii spacelike involiit-evoliit egri ciftleri

Bu altkisimda 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike bir uzay egrisinin quasi-normal
vektorii kullanilarak yonlii involiit-evoliit egrileri tanimlanacaktir. Burada birim teget vektor
t (spacelike) ve izdiistim vektor k (spacelike) olup buna baglh olarak quasi-normal vektor ny

(timelike) ve quasi-binormal vektor b, (spacelike) olarak alinmigtir.

Teorem 5.3.2 o(s) birim hizli y6nlii spacelike bir uzay egrisi ve yay parametresi s olan
B(s) egrisi, o(s) nin yonlii spacelike involiit-evoliit egri ¢ifti olsun. Burada izdiigiim vektorii k
spacelike olup
d(os),B(s)) = |c—s|, c = sabit

tir.

Ispat. a(s) ve B(s) involiit-evoliit egri ciftlerinin g-catlarim sirasiyla {t,ng, by} ve

{t*,n;“l,bfl} ile gosterelim. Tanim 5.3.1 ve Sekil 5.3 geregince

B(s) = aus) +Ar(s) (5.99)

yazilabilir. Boylece, s nin o igin yay parametresi oldugu kabul edilip (5.99) denkleminin tiirevi

alinirsa

dB(s)ds;  do(s) ., /
Gs; ds — ds MM (5.100)

elde edilir. (4.16) yardimiyla (5.100) denklemi

ds1
t'— = t+Nt+X—=kin,+kb
ds (=king +kaby) (5.101)

= (14+A)t —Aking + Mkoby

olarak yazilabilir. (5.101) denkleminin her iki tarafi t ile skaler olarak ¢arpilirsa
d
(t*,1) % — (14X) (t,1) = My {ng,1) + Mz (b, 1) (5.102)
elde edilir. Burada (t*,¢) = 0 ve (t,¢) = 1 olup (5.102) denklemi
0=1+2 (5.103)

olur. (5.103) denklemi diizenlenip gerekli islemler yapilirsa
N(is) = -1
[Nds = [(—1)ds
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bulunur Buradan da

A(s) = —s+c; ¢ =sabit (5.104)
ifadesi elde edilir. Diger taraftan
d(afs),B(s)) = [IB(s) —als)l]
= M) ()l
olup (5.104) denklemi yardimiyla

d(a(s),B(s)) = [l(=s+c)(s)]]
= VI{(=s+)t(s),(=s+c)(s))]
= VI(=s+0)2(t(s),1(9))]

= |e—s

olarak bulunur.

5.3.2 Minkowski uzayimnda yonlii timelike involiit-evoliit egri ciftleri

Bu altkistmda 3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike bir uzay egrisinin quasi-normal
vektorii kullanilarak y6nli involiit-evoliit egrileri tanimlanmistir. Burada birim teget vektor
t (timelike) ve izdiigiim vektor k (spacelike) olup buna bagh olarak quasi-normal vektor n,

(spacelike) ve quasi-binormal vektor b, (spacelike) olarak alinmugtir.

Teorem 5.3.3 o.(s) birim hizli yonlii timelike bir uzay egrisi ve yay parametresi s; olan
B(s) egrisi, o(s) nin yonlii timelike involiit-evoliit egri ¢ifti olsun. Burada izdiigiim vektori &
spacelike olup

d(os),B(s)) = |c—s|, ¢ = sabit

tir.

Ispat. o(s) ve B(s) involiit-evoliit egri ¢iftlerinin g-catilarini sirasiyla {t,nqg,bq} ve

{r*,n},b}} ile gosterelim. Tamm 5.3.1 ve Sekil 5.3 geregince

B(s) = a(s) +Az(s) (5.105)

yazilabilir. Boylece, s nin o i¢in yay parametresi oldugu kabul edilip (5.105) denkleminin tiirevi

alinirsa
dp(s) ds dos) / /
—_—r = —Z 1
s, ds I +Nt(s)+ M (s) (5.106)
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elde edilir. (4.26) yardimiyla (5.106) denklemi

dsq
t*— = t+Nt+Aking+kab
ds (king +kabg) (5.107)
= (1+X)t+ M king+ Akaby
olarak yazilabilir. (5.107) denkleminin her iki tarafi ¢ ile skaler olarak carpilirsa

(t*,1) % = (L+X) (t,1) + ki (ng,1) +Aky (bg,1) (5.108)

elde edilir. Burada (*,#) =0 ve (¢t,#) = —1 olup (5.108) denklemi

0=—-1-A (5.109)

olur. (5.109) denklemi diizenlenip gerekli islemler yapilirsa

N (s) = -1
[Nds = —[ds
bulunur. Buradan da
A(s) = —s+c; ¢ =sabit (5.110)

ifadesi elde edilir. Diger taraftan

d(a(s)B(s)) = [IB(s) —as)]
= M) ()l

olup (5.110) denklemi yardimiyla

d(a(s),B(s)) = [l(=s+c)(s)]]
= VI{(=s+)t(s),(=s+c)e(s))]
= VI(=s+0)2(t(s),1(9))]

= |e—s

olarak bulunur.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, Oklidyen ve Minkowski uzaylarinda diferensiyel geometrik kavramlarin
incelenmesi, temel kavramlarin agiklanmasi ve yapilan ¢alismaya yardimei olacagi diisiiniilen
teoremler, onermeler ve ispatlar agiklanmistir. Oncelikle temel geometrik kavramlar ifade
edilmis, sonra bu kavramlar yardimi ile c¢alismanin dordiincii boliimiinde; Minkowski
3-uzayinda bir uzay egrisinin ve alinan izdiisiim vektoriiniin timelike veya spacelike olmasi
durumunda olusan quasi-normal vektorii de kullanilarak bes farkli durum elde edilmistir.
Bu durumlardan dordii spacelike egriler icin k izdiisiim vektOriiniin timelike veya spacelike
olmasina bagh olarak olusturulmustur. Izdiisiim vektorii timelike olan spacelike egriler igin
iki farklt durum incelenmis ve yapilan hesaplarda iki durum ig¢inde tiirev denklemleri aym
bulunmustur. Benzer sekilde izdiisiim vektorii spacelike olan spacelike egriler i¢in iki farkl
durumda da tiirev denklemleri aym olarak elde edilmistir. Timelike egriler i¢in k izdiigiim
vektoriiniin timelike veya spacelike olmasi1 yapilan hesaplar degistirmediginden bir tek durum
icin tiirev denklemleri hesaplanmigtir. Ayrica her bir durum igin g-egrilikleri elde edilmistir.
Calismanin besinci boliimiinde, Minkowski 3-uzayinda Bertrand, Mannheim ve involiit-evoliit
egri ciftleri g-catis1 ile tanimlanmistir.  Bu yonlii egri ¢iftleri ile ilgili bazi1 o6zellikler
incelenmistir. Ayrica Minkowski 3-uzayinda yonlii Bertrand egri ¢ifti ve yonlii Mannheim egri

ciftinin egrilikleri arasindaki iligki elde edilmistir.

Benzer hesaplar Minkowski 3-uzayinda null egri ¢iftleri i¢in yapilabilir. Oklidyen
uzaymda Mannheim ve involiit-evoliit egri c¢ifti i¢in g-¢atis1 kullanilarak bazi teoremler elde
edilebilir. Minkowski space-time ile Oklidyen 4-uzayinda g-catis1 tanimlanip, yonlii Bertrand,
Mannheim ve involiit-evoliit egri cifti icin baz1 6zellikler verilebilir. Dual uzayda quasi-normal
vektorii yardimiyla g-catisi tanimlanarak yonlii Bertrand egri ¢ifti icin cesitli teoremler elde
edilebilir. Minkowski uzay-zamanda genellestirilmis yonlii Bertrand ve Mannheim egrileri

caligilabilir.
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