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OZET

Bu doktora tezi sekiz boliimden olusmaktadir. Bu tezde RLW denkleminin sayisal
¢Oziimleri zaman pargalanmasi i¢in iki ve i adimli Adams Moulton, konum pargalanmasi
icin ise kuadratik, kiibik, kuartik ve kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonlarin

kullan1ldig1 Galerkin sonlu elemanlar1 yontemi kullanilarak elde edilmistir.

Tezin kapsami ve amaci ilk boliimde agiklanmistir. Ikinci béliimde, ilk olarak RLW
denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in daha Once yapilan baz1 g¢alismalardan bahsedilmis,
solitary ve soliton dalgalar ile ilgili kisa bir tarih¢e verilmistir. Sonrasinda sonlu farklar,
Crank-Nicolson ve Adams Moulton yontemleri agiklanmistir.  Spline ve B-spline
kavramlar1 6zetlendikten sonra kuadratik, kiibik, kuartik ve kuintik trigonometrik B-spline
fonksiyonlar tanimlanmis ve elde edilmistir. Sonlu elemanlar metodu ve RLW
denkleminin sayisal ¢oziimii arastirilirken kullanilacak olan Galerkin metodu agiklandiktan
sonra son olarak sayisal ¢Oziimii arastirilacak olan RLW denklemi baslangic ve smir

sartlari ile birlikte tanitilmistir.

Bu tezde trigonometrik B-spline sonlu elemanlar Galerkin yontemi ile RLW

denkleminin sayisal ¢ozlimleri elde edilmistir.

Sonraki dort boliimde RLW denklemi sirasiyla, kuadratik, kiibik, kuartik ve kuintik
B-spline fonksiyonlar kullanilarak Galerkin yontemi ile sayisal olarak ¢oziilmiistiir. Her bir
boliimde, solitary dalgasinin hareketi ve iki solitary dalgasinin ¢arpigmasi test problemleri

kullanilarak onerilen sayisal yontemin gecerliligi incelenmistir.
Son iki boéliimde ise, onerilen yontemlerle ilgili sonuglar verilmis ve tartisilmistir.

Ayrica ileriki ¢alismalar i¢in Onerilerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Trigonometrik B-spline, sonlu elemanlar yontemi, Galerkin yontemi,

RLW denklemi, solitary ve soliton dalgalar1
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SUMMARY

This Ph.D. thesis consists of eight chapters. In this thesis, numerical solutions of
Regularized Long Wave (RLW) equation are obtained using Galerkin finite element
method, based on two and three steps Adams Moulton method for time discretization and
quadratic, cubic, quartic and quintic trigonometric B-spline functions for the space

discretization.

The scope and purpose of the thesis are explained in the first chapter. In the second
chapter firstly, some earlier studies for the numerical solution of the RLW equation are
mentioned and then a brief history for solitary and soliton waves are given. Then finite
difference, Crank-Nicolson and Adams Moulton methods are described. After the concept
of the spline and B-spline functions is outlined, quadratic, cubic, quartic and quantic
trigonometric B-spline functions are described and constructed. Later on, finite element
methods and Galerkin method which will be used for the numerical solution for the RLW
equation are explained. Finally, RLW equation solved numerically in the next chapters is

introduced together with their test problems.

In the next four chapters, regularized long wave (RLW) equation is solved
numerically by using quadratic, cubic, quartic, quintic trigonometric B-spline Galerkin
method, respectively. In each chapter, the efficiency of the present method is investigated
by using motion of single solitary wave and interaction of two solitary waves test

problems.
In last two chapters, some results about the proposed methods are given and

discussed. Furthermore, for the next studies suggestions are given.

Keywords: Trigonometric B-spline, finite element method, Galerkin method, RLW

equation, solitary and soliton waves.
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1. GIRIS VE AMAC

Miihendislik ve fen alanlarinda kargimiza c¢ikan hemen hemen her olgu fizik
kurallar1 yardimiyla matematiksel olarak modellenebilmektedir. Fiziksel olarak
modellenen ¢ogu problem ise adi ve kismi diferensiyel denklemler ve bunlarin
denklem sistemleri ile ifade edilir. Bu diferensiyel denklemlerin veya denklem
sistemlerinin analitik ¢oziimlerinin oldukc¢a karmagik ya da bulunmasinin miimkiin
olmadigl durumlarda, tam c¢oziimii veren analitik yontemler yerine yaklagik ¢oziimii
veren sayisal yontemler kullanilmaktadir. Bu sayisal yontemler igerisinden siklikla
kullanilanlardan biri de sonlu elemanlar yontemidir. Sonlu elemanlar yonteminin
integral formlar1 agirlikh rezidiiler yontemi yardimiyla formiile edilmektedir. Agirlikl
rezidiiler yontemine dayanan sonlu elemanlar yontemlerinin bazilar1 Galerkin, Petrov
Galerkin, Subdomain, Kolokasyon yontemleridir. Bu c¢alismada, sonlu elemanlar
yontemlerinden Galerkin yontemi ele alinacaktir. Galerkin yontemi uygulamasi zor ve
maliyeti yiiksek bir metot olmasina ragmen genelde daha iyi sonuglar vermektedir. Bu
calismada RLW denkleminin yaklagik ¢oziimleri trigonometrik B-spline fonksiyonlar
ile Galerkin yontemi kullanilarak elde edilecektir. Galerkin yontemi ve bu yontemde
trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 kullanilmasinin RLW denkleminin yaklasik

¢oziimleri {izerinde iyilesmeye sebep olup olmayacagi arastirilacaktir.

Spline fonksiyonlar adi ve kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinde
sikca kullanilirlar. Kullanilmas1 ve depolanmasindaki avantajlarin yani sira
bilgisayarlardaki gelismeler ile spline fonksiyonlarin ¢nemi artmigtir. Belirli derece
ve diizgiinliikteki her spline fonksiyon, ayni derece ve diizgiinliikteki B-spline
fonksiyonlarin bir lineer kombinasyonu ile gosterilebilir (De Boor, 1978). Bu
sebeple de B-spline fonksiyonlar spline fonksiyonlar i¢in birer taban olustururlar.
Bu calismada kullanilan trigonometrik B-spline fonksiyonlar, trigonometrik spline
fonksiyon uzay1 icin birer tabandir. Trigonometrik B-spline fonksiyon tabanli
sayisal yontemler, diferensiyel denklemlerin yaklagik ¢oziimlerinin bulunmasinda son
zamanlarda kullanilmaya baglamigtir. Kuadratik ve kiibik trigonometrik B-spline
fonksiyonlarin kullanimi daha yaygin olmasina ragmen daha yiiksek derecelerden

trigonometrik B-spline fonksiyonlar kullanilarak yapilan calismalar literatiirde nadiren



bulunmaktadir. Bu c¢aligmada indirgeme bagmtisi yardimiyla (Hamid vd., 2010;
Abbas vd., 2014; Walz, 1997) kuartik ve kuintik trigonometrik B-spline bagmtilar:
elde edilmistir. Boylece farkli derecelerden trigonometrik B-spline fonksiyonlari
kullanilarak Galerkin yontemi ile RLW denkleminin sayisal ¢oziimleri elde edilmistir.
Literatiirde kuadratik ve kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak
farkli sonlu elemanlar yontemleri ile sayisal coziimler mevcut olmasina ragmen
Galerkin yontemi ile yapilan ¢aligmalar bilindigi kadariyla bulunmamaktadir.
Ayrica bu caligmada lineer olmayan diferensiyel denklemi lineerlegtirmek ic¢in 3
farkli lineerlestirme kullanilmigtir. RLW denkleminin sayisal ¢oziimii, onerilen
farkli lineerlestirmeler ve elde edilen farkli derecelerden trigonometrik B-spline
fonksiyonlarin her biri i¢in ayr1 ayri elde edilmistir. Dolayisiyla diferensiyel denkleme
uygulanacak Crank Nicolson ve Adams Moulton zaman parcalanmalar:1 ve 3 farkh
lineerlegtirme ile trigonometrik B-spline fonksiyonlarinin derecelerindeki degisimler
icin Galerkin yonteminin daha iyi sonuglar verip vermedigi incelenecektir. Ayrica
onerilen yontemlerin dogrulugunu gormek icin farkl test problemleri kullanmilmig ve

elde edilen sonuclar cizelgeler ve sekiller yardimiyla gosterilerek yorumlanmigtir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Bu boliimde, ilk olarak trigonometrik B-spline fonksiyonlar ve iizerinde ¢alisilacak
olan RLW denklemi ile ilgili literatiirdeki baz1 ¢aligmalar ele almacaktir. Daha
sonra, ¢alismanin daha rahat anlasilabilmesi icin bazi temel kavramlardan ve RLW

denkleminin sayisal ¢oziimiinde kullanilacak yontemden bahsedilecektir.

Trigonometrik B-spline fonksiyon tabanli sayisal yontemler, diferensiyel
denklemlerin yaklagik coziimlerinin bulunmasinda son zamanlarda kullanilmaya
baglanmigtir.  Trigonometrik spline fonksiyonlar: ilk olarak Schoenberg (1964)
tarafindan parcali trigonometrik polinomlarin interpolasyonu i¢in tamitilmistir. Daha
sonra, Lyche ve Winther (1979), trigonometrik B-spline’lar1 tanmimlamak igin
trigonometrik boliinmiig farklari kullanmiglardir.  (Koch, 1988) ¢ok degiskenli
polinom B-spline fonksiyonlar1 kullanarak, cok degiskenli trigonometrik B-spline’lari
ingsa etmistir. Adi diferensiyel denklem iceren bir baslangic deger probleminin
sayisal ¢oziimii kuadratik trigonometrik spline kullamlarak aragtirilmgtir (Nikolis,
2004) kuadratik trigonometrik spline’lar1 kullanmiglardir.  Nikolis ve Seimenis
(2005) yaptiklar: caligmada, lineer olmayan dinamik sistemlerin kiibik trigonometrik
spline’lar yardimiyla sayisal ¢oziimiinii elde etmislerdir. Kiibik trigonometrik B-spline
interpolasyon yontemini kullanarak (Hamid vd., 2010), ikinci dereceden lineer iki
noktali siir deger problemini ¢ozmiiglerdir. (Abbas vd., 2014 a) caligmasinda
kiibik trigonometrik B-spline konum ayristirmasi yaparak klasik olmayan difiizyon
probleminin kolokasyon metodu ile niimerik ¢oziimii arastirilmistir.  Abbas ve
arkadaglar1 bu caligmalarinda zaman ayrigtirmasi i¢cin Crank Nicolson yontemini
kullanmiglardir. Tek boyutlu dalga denkleminin niimerik ¢oziimii i¢in (Abbas vd.,
2014 b) kiibik trigonometrik B-spline kolokasyon metodunu tnermiglerdir. Dag ve
arkadaglar1 (2014) ¢aligmalarinda Burgers denklemini, kiibik trigonometrik B-spline
yardimiyla kolokasyon metodu ile niimerik olarak c¢ozmiiglerdir. Calismalarinda
zaman ayrigtirmasi igin Crank Nicolson metodu o6nerilmigtir.  (Ay vd., 2015),
Burgers denkleminin yaklasik ¢oziimiinii quadratik trigonometrik B-spline subdomain
Galerkin yontemiyle aragtirmiglardir. Bu calismada zaman ayrigtirmasi i¢in Crank
Nicolson metodu onerilmistir. Ayrica trigonometrik spline’lar egri dizayni icin de

kullamlmglardir (Koch vd., 1995; Walz, 1997; Han, 2003, 2006).



RLW denklemini ilk olarak, ardigik dalgalarin gelisimini modellemek igin Peregrine
onermigtir. Aymi calismada denklemin sonlu farklar metodu ile sayisal ¢oziimleri elde
edilmigtir (Peregrine, 1966). Benjamin ve arkadaglar1 RLW denklemini daha yaygin
olarak bilinen Korteweg-de Vries (Kdv) denklemine bir alternatif olarak énermislerdir
(Benjamin vd., 1972). RLW denkleminin sadece baz1 baglangi¢ sartlar1 altinda 6zel
analitik coziimleri mevcut oldugundan, bu denklemin sayisal yontemler kullamlarak
¢oziimleri elde edilmistir. Bu denklemin literatiir ¢caligmasi yapilirken, polinom spline
ve B-spline fonksiyonlar kullanilarak sonlu elemanlar sayisal ¢oziimlerinin yapildig:
galigmalar baz alinmugtir. (Dag, 2000), kuadratik B-spline sekil fonksiyonlarim
kullanarak, en kiigiik kareler metodu ile RLW denklemini sayisal olarak ¢ozmiistiir.
Bu calismada zaman ayristirmasi icin Crank Nicolson metodu, elde edilen sistemi
lineerlestirmek igin de i¢ iterasyon onerilmistir. RLW denkleminin ¢6ziimlerini
(Dag ve Ozer, 2001), kiibik B-spline sekil fonksiyonlarim kullanarak, en kiiciik
kareler yontemiyle sayisal olarak elde etmislerdir. Bu calismada lineerlestirme icin
i¢ iterasyon kullamilmigtir. (Zaki, 2001) RLW denklemini parcalayip, kiibik B-spline
sekil fonksiyonlarini kullanarak, Bubnov Galerkin metodu ile sayisal olarak ¢ozmiistiir.
RLW denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in (Dogan, 2001), kuadratik B-spline sgekil
fonksiyonlar1 ile Petrov Galerkin metodunu onermistir. Bu calismada diferensiyel
denklemin sayisal ¢oziimii icin lineer indirgeme bagintis1 Crank-Nicolson yaklagimi
ile elde edilmigtir. Soliman ve Raslan (2001) galigmalarinda, béliinme noktalarmin
orta noktalarinda kuadratik B-spline sekil fonksiyonlar: yardimiyla, kolokasyon
metodunu kullanarak RLW denkleminin sayisal ¢oziimiinii aragtirmiglardir. Dogan
(2002) ise galigmasinda lineer gekil fonksiyonlarimi kullanarak Galerkin metodu ile
RLW denkleminin sayisal ¢oziimiinii aragtirmigtir. RLW denkleminin sayisal olarak
¢oziimiinii Dag ve arkadaglar1 (2003), zaman ayrigtirmasi igin Crank Nicolson,
konum ayrigtirmasi igin ise kuadratik ve kiibik B-spline kullanarak kolokasyon
metoduyla sayisal olarak elde etmiglerdir. Bu calismada sistemi lineerlegtirmek icin ig
iterasyon yapilmistir. Kiibik B-spline kolokasyon metodu ile RLW denkleminin sayisal
¢oziimii (Dag vd., 2004) caligmasinda elde edilmigtir. Bu caligmada, denklemdeki
lineer olmayan terimi lineerlestirmek i¢in Rubin Graves lineerlegtirmesi onerilmistir
(Rubin ve Graves, 1975). Saka ve arkadaglari, RLW denkleminin sayisal ¢oziimiinii

konum ayrigtirmas: teknigi ve kuadratik B-spline Galerkin sonlu elemanlar metodu



ile (Saka vd., 2004) adl g¢alismada incelemiglerdir. ~ Aymi calismada boliinme
noktalarinda Crank Nicolson yaklagimi kullamilmigtir. Kiibik B-spline kolokasyon
metodu ile RLW denkleminin sayisal ¢oziimii Irk ve arkadaglar tarafindan (Irk vd.,
2005) caligmasinda aragtirilmigtir. Irk ve arkadaslari, denklemdeki lineer olmayan
terimi lineerlestirmek i¢in Rubin Graves lineerlestirmesi uygulamiglardir. Soliman ve
Hussien (2005) yaptiklar galigmada, Septik spline sekil fonksiyonlarimi kullanarak
kolokasyon metodu ile RLW denkleminin sayisal c¢oziimiinii elde etmislerdir. Bu
calismada adi diferensiyel denklemin zaman ayrigtirmasi i¢in Crank Nicolson metodu
uygulanmigtir. RLW denkleminin sayisal ¢oziimii kiibik B-spline sekil fonksiyonlar:
kullamlarak kolokasyon metodu ile (Raslan, 2005) adh makalede aragtirilmigtir.
Bu ¢aligmada zaman ayrigtirmasi i¢in merkezi farklar yaklagimi onerilmigtir. Saka
ve Dag (2005) calismalarinda, parcalanmig RLW denleminin kiibik B-spline sekil
fonksiyonlar1 kullanilarak kolokasyon metodu ile sayisal ¢oziimiinii arastirmiglardir.
Calismalarinda elde edilen sistemi lineerlestirmek igin i¢ iterasyon kullanmislardir.
(Esen ve Kutluay, 2006) caligmalarinda, kuadratik B-spline gekil fonksiyonlarini
kullanarak Lumped Galerkin sonlu elemanlar metodu ile RLW denkleminin sayisal
¢oziimiinii elde etmislerdir. RLW denkleminin sayisal ¢oziimii icin Dag ve arkadaglar:
(2006), kuintik B-spline gekil fonksiyonlarimi kullanarak Galerkin sonlu elemanlar
yontemini Onermiglerdir.  Sistemdeki lineer olmayan terimi lineerlestirmek icin
i¢ iterasyon yapilmugtir. Aym g¢alismada RLW denklemine zaman pargalanmasi
yapilarak tekrar kuintik B-spline Galerkin yontemi uygulanmig ve elde edilen
sonuglar kargilagtirilmigtir. Saka ve Dag (2007) galigmalarinda, kuartik B-spline sekil
fonksiyonlarini kullanarak kolokasyon metodu ile RLW denkleminin sayisal ¢oziimiinii
aragtirmiglardir. Zaman pargalanmasi igin Crank Nicolson metodu, lineer olmayan
terim i¢in ise ig iterasyon 6nerilmigtir. Kuartik B-spline gekil fonksiyonlar: kullanilarak
Galerkin sonlu elemanlar yontemi ile RLW denkleminin sayisal ¢oziimii (Saka ve
Dag, 2008) calismasinda incelenmigtir. Kuintik B-spline kolokasyon metoduyla
denklemin sayisal ¢oziimii, Saka ve arkadaglar tarafindan cahsilmigtir (Saka vd.,
2008). Bu makalede konum ayrigtirmasi i¢in kuintik B-spline sekil fonksiyonlari,
zaman ayrigtirmasi i¢in Crank Nicolson yaklagimi kullamilmigtir.  Ayrica yontemin
uygulanmasi sonucu elde edilen sistemdeki lineer olmayan terimi lineerlestirmek icin

i¢ iterasyon onermisglerdir. Denklemin sayisal ¢oziimii i¢in sektik ve septic B-spline



kolokasyon metodu (Saka vd., 2011) tarafindan énerilmistir. Bu ¢alismada denklem
sistemi i¢in i¢ iterasyon ile lineerlestirme yapilmistir. Irk 2012 yilinda yaptig:
calismada (Irk, 2012), zaman ayrigtirmasi i¢in Adams Moulton, konum ayrigtirmasi
i¢in ise kuintik B-spline sekil fonksiyonlarini kullanarak kolokasyon metoduyla RLW
denklemini sayisal olarak cozmiistiir. RLW denklemini eksponansiyel B-spline sekil
fonksiyonlar1 kullanarak Galerkin metodu ile Gorgiilii vd. (2015) sayisal olarak
aragtirmiglardir.  Bu caligmada zaman ayrigtirmast i¢in Crank Nicolson metodu

onerilirken, sistemin lineerlegtirilmesi i¢in i¢ iterasyon kullanilmigtir.

Bu bolimiin geri kalan kisminda, bu caligmada kullanilacak olan bazi temel
kavramlardan bahsedilecektir. Oncelikle sayisal coziimii arastirilacak olan RLW
denklemi solitary dalga coziimlerine sahip oldugu icin, soliton teorisi hakkinda
bilgi verilecektir. ~ Ardindan sonlu fark yontemi olan Crank-Nicolson ve ¢ok
adimh  Adams Moulton yontemleri kisaca aciklanacaktir. Bu yontemlerin
aciklanmasinin amaci, ¢aligmada ele alinan denklemin zaman parcalanmasi icin bu
yontemlerin kullanilacak olmasidir. Daha sonra yontemin konum ayrigtirmasi igin
kullanilacak olan trigonometrik B-spline fonksiyonlarini agiklamak icin oncelikle,
spline ve B-spline fonksiyonlarmin tamimi ve genel ozellikleri verilecek, ardindan
da trigonometrik B-spline fonksiyonlarinin elde ediligi gosterilecektir. Ardindan
bir¢ok alanda kullanilan karmagik problemlerin ¢oziimiinde kolayliklar saglayan sayisal
yontemlerden biri olan sonlu elemanlar yontemi hakkinda genel bilgiler verilecek ve
bu ¢aligmada kullanilan Galerkin yontemi agiklanacaktir. Son olarak sayisal ¢oziimii
aragtirilan RLW denklemi, baglangic, sinir sartlar1 ve test problemleri ile birlikte

tanitilacaktir.
2.1. Soliton Teorisine Fiziksel Bakig

Bir fizik terimi olarak dalga, bir ortamda veya bir boslukta yayilan ve genellikle
enerjinin taginmasina yol acan titregime verilen isimdir. Solitonlar ise agagidaki iki

temel 6zelligi saglayan lineer olmayan dalgalar olarak tanimlanabilir (Wadati, 2001):
1. Sekil, hiz gibi 6zellikleri degismeksizin yayilan yerlesik (lokalize) dalgalardir.

2. Karsilikli carpismaya karst kararhdirlar ve kendi 6zelliklerini carpisma

sonrasinda koruyabilirler.



Ik ozellik, solitary dalga sartidir ve ilk kez Iskocyali miihendis olan John Scott

Russel (1808-1882) tarafindan tammlanmstir (Russel, 1844). Ikinci sart ise pargacik

ozelligine sahip bir dalga anlamina gelmektedir.

Solitary dalgalari, soliton dalgalarina benzeyen yani ¢arpisma sonrasi dzelliklerini

korumaya calisan dalgalar olarakta tanimlanmaktadir. Bu sebeple solitonumsu

dalgalar olarakta adlandirilabilirler.

Solitary dalgalarini kegfeden Russel, labaratuvarinda su tanklar: olugturmus ve bu

su tanklarimin bir ucuna agirhik birakarak stelenme dalgalarim (solitary dalgalarini)

elde edebilmek icin deneyler yapmig ve bu deneyler sonucunda, asagidaki onemli

bilgilere ulagmigtir (Falkovich, 2007):

(i)

(i)

(i)

Solitary dalgalar1 asech? (k(x — vt)) sekline sahiptirler. Burada a dalganmin

genligine, k dalga boyuna ve v ise dalganin hizina karsilik gelmektedir.

Yeterince biiyiik miktardaki su kiitlesi, iki veya daha fazla bagimsiz solitary

dalgas: iiretir.

Normal dalgalarin aksine solitary dalgalar1 asla birlesmezler. Bu sebeple kiiciik
genlige sahip bir solitary dalgas: ile biiyiik genlige sahip bir solitary dalgasi
birbirleri ile carpistiktan sonra, iki solitary dalgasi birbirlerinden ayrilarak
sekillerinde bir bozulma olmadan yollarina devam edebilirler. Normal dalgalar,
ya diizlesmeye baglar yada dikleserek sonecek sekilde hareket ederlerken, solitary

dalgalar1 kararhidirlar ve uzun mesafelerde yolculuk yapabilirler.

g yercekimi ivmesi olmak tizere, a yiiksekligine sahip olan ve d derinligindeki bir

kanalda hareket eden bir solitary dalgasi
v=1/g(d+a) (2.1)

ile ifade edilen bir hiza sahiptir.

Dolayisiyla biiyiik genlikli bir solitary dalgasinin hareket hizi, kiiciik genlikli bir

solitary dalgasina gore daha fazladir. Diger bir ifadeyle solitary dalgasinin hizi genligi

ile orantihdir. Bu sebeple de, solitary dalga normal dalgalardan farklidir. Ornegin aym



anda olusan biri alcak biri yiiksek iki ses kulagimiz tarafindan ayni1 anda duyulacaktir.
Eger ses dalgalari solitary dalga olsaydi, yiiksek genlige sahip sesi daha 6nce duymamiz
gerekirdi. Bu alt boliimde ele alinan konular ayrintih olarak (Irk; 2007) ¢aligmasinda

ve verdigi referanslarda bulunabilir.
2.2. Sonlu Farklar Yoéntemi

Bir cok bilim dalinda karsilagilan problemleri modelleyen adi ve kismi tiirevli
diferensiyel denklem ve denklem sistemlerinin analitik ¢oziimlerinin olmadigl ya da
¢ok karmasgik oldugu durumlarda, bu denklemleri ¢ozebilmek icin sayisal yontemler
kullanilmaktadir. Sonlu fark yontemleri de, bu denklemlerin yaklagik ¢oziimlerinde

yaygin olarak kullanilan sayisal yontemlerdendir.

Sonlu farklar yontemi, bir diferensiyel denklemin ¢6ziim bolgesi, sonlu sayida esit
veya farkli boyutta boliinme noktalarina ayrilarak, her bir boliinme noktasindaki
tiirev degerleri yerine, Taylor seri agilimu ile elde edilen ileri, geri veya merkezi sonlu
fark yaklagimlarindan birinin yazilmasi ile elde edilen bir sayisal yontemdir. Boylece
baglangicta verilen diferensiyel denklem, bir cebirsel denklem sistemine indirgenmis

olur. Elde edilen cebirsel denklem sistemi, bilgisayar programlar1 yardimiyla c¢oziiliir.
2.2.1. Crank-Nicolson yontemi

Crank ve Nicolson (1947) tarafindan onerilen Crank-Nicolson yontemi, kapali ve
ikinci mertebeden dogruluga sahip bir sonlu farklar yontemidir. Crank-Nicolson
metodu, diferensiyel denklemin ¢oziimiinde zamana gore tiirev icin ileri sonlu
fark yaklagimi, diger terimler igin ise simdiki zaman ve bir sonraki zamana ait
fonksiyon degerlerinin ortalamalarinin kullanilmasina dayali bir yontemdir. Zamana
gore tiirev icin geri veya merkezi sonlu fark yaklagimlar: da kullanilabilir. Bu durumda

Crank-Nicolson metodunda At zaman adimi olmak iizere agagidaki esitlikler kullanilir;

u — U
u ~
t At )
n+1 n
u o~ 2 2—|—u , (2.2)
n+1 n
Uy~ (uz) + (ug)



2.2.2. Adams Moulton yontemi

Adams Moulton yontemi John Couch Adams’in gelistirmesiyle, Forest Ray
Moulton’in katkilariyla bulunan kapali bir yontemdir. Farkli mertebelerden Adams
Moulton yontemleri olmakla birlikte bu ¢caligmada zamana gore parcalanma yapilirken

1 ve 2 adiml yontemler kullanilacaktir.

ye = f(t,y) (2.3)

diferensiyel denklemi i¢in 1-2 adimli Adams Moulton yontemi At zaman artimi ve ¢,

zamanindaki bilinmeyen fonksiyon 7,, olmak iizere

Yn+1 = Yn + At [91f (tn+17 yn—|—1> + ‘92f (tm yn) + 03f (tn—lv yn—l)] (24)

formiilii ile verilir.

e Yontemde 0, = 5/12, 05 = 2/3, 65 = —1/12 secimleri yapilirsa hata terimi

O(At*) olan, 2 adimh ve 3. mertebeden Adams Moulton yéntemi bulunur.

e Yontemde 0, = 1/2, 0y = 1/2, 03 = 0 secimleri yapilirsa hata terimi O(A#?)
olan, 1 adimli ve 2. mertebeden Adams Moulton yontemi bulunur. Ikinci
mertebeden Adams-Moulton yontemi ayni zamanda Crank-Nicolson yéntemine

dondisiir.

2.3. Spline Fonksiyonlar

Yaklagim yontemleri arasinda polinom yaklagimi onemli bir yer tutmaktadir.
Bilindigi gibi kullanilan noktalarin sayisinin artmasiyla yaklagimda kullanilacak
polinom derecesi artacagindan hesaplama hatalar1 da artabilir.  Ayrica istenilen
fonksiyon [a,b] arahgmin farkli kisimlarinda birbirlerinden farkhi 6zelliklere sahip
olabileceginden fonksiyona tek bir egri ile yaklagmak hatali sonuglar dogurabilir.
Bu sebeplerden dolay1 ard arda gelen iki veri arasinda yiiksek derecesi olmayan,
birinci, ikinci, {iciincii veya istenilen dereceden polinom fonksiyonlar ile yaklagimin
yapildigi spline interpolasyon yontemini kullanmak daha uygun olacaktir. Bilinmeyen

fonksiyonlarin yaklagik ¢oziimlerinde kullanilan spline fonksiyonlar pargali polinomlar
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siifindan olup, tanimlanan [a, b] araligim sonlu sayida alt araliklara bolerek, birbirini
ortmeyen her bir alt aralikta diisiik dereceden polinomlarla yaklagim yapma esasina

dayanir.

Spline terimi, ilk olarak 1946 yilinda Schoenberg tarafindan literatiire ge¢mistir
(Schoenberg, 1946). Spline fonksiyonlar, etkili yaklagim giicii ve hesaplamalarda
kolayliklar saglamasi nedeniyle interpolasyon, diferensiyel denklemlerin sayisal
¢oziimlerinde, egri ve yiizey uydurma gibi bir ¢ok bilim dalinin uygulamasinda siklikla

kullanilirlar.
Reel sayilarin monoton artan bir dizisi
a=x0<x1<...<axNy=0D (2.5)

olacak gekilde boliinme noktalarinda tanimlanan k. dereceden S () spline fonksiyonu
agagidaki iki ozelligi saglayan bir fonksiyondur. Burada verilen aralik (—oo,c0)

araligida olabilir.

1. S(z), her [z, Tpmy1] (m=0,..., N — 1) altarahginda k. ya da daha kiigiik bir

dereceden polinomdur.

2. S(x) ve kendisinin 1,2,...,(k —1). basamaktan tiirevleri tanimlanan her

aralikta ve x,,, (m =1,2,..., N — 1) boliinme noktalarinda siireklidir.

Yukaridaki 6zelliklere gore, parcali polinom fonksiyonlarinin kendisi ve tiirevlerinin
belirli kogullar1 saglamasi durumunda bir spline fonksiyon olugur. & = 0 i¢in ikinci
kosul gegersizdir ve 0. dereceden spline fonksiyonu adim fonksiyonu olarak adlandirilir.
m = 1 olmas1 durumunda S (x) fonksiyonu bir kirik ¢izgi olup, dogrusal polinomlarin

birlestirilmesi ile olugur (Karakog, 2011).
Spline fonksiyonlar agagidaki ¢zelliklere sahiplerdir (Schumaker, 2007):
e Spline fonksiyonlar diizgiin (smooth) fonksiyonlardir.
e Spline fonksiyonlar uygun tabanlara sahip sonlu boyutlu lineer uzaylardir.

e Spline fonksiyonlar bilgisayarlarda hesaplama ve depolama agisindan uygun

fonksiyonlardir.
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e Spline fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleri yine spline fonksiyonlardir.

e Spline fonksiyonlarin kullanilmasi sonucu elde edilen cesitli matrisler, uygun

isaretleri ve determinant 6zellikleri sayesinde kolay hesaplanabilir.

e Yeteri kadar alt araliklara boliinmiig [a,b] araligl iizerinde tanmimh her siirekli

fonksiyon; k. dereceden spline fonksiyonu ile iyi bir sekilde temsil edilebilir.

e Spline fonksiyonlar ile sadece fonksiyonun kendisine degil ayn1 zamanda bu

fonksiyonun tiirevlerine de iyi yaklagimlar yapilabilir.

e Spline fonksiyonlarin kullanilmasi yakinsaklik ve kararliligin incelenmesinde

kolaylik saglar.

e Diisiik dereceli spline fonksiyonlar oldukca esneklerdir ve polinomlardaki gibi

keskin salimimlar yapmazlar.

2.3.1. B-spline fonksiyonlar

Belirli bir derece ve diizgiinliikteki her spline fonksiyon, ayni derece ve
diizgiinliikteki B-spline fonksiyonlarin bir lineer kombinasyonu ile temsil edilebilir
(De Boor, 1978). Dolayisiyla B-spline fonksiyonlar aym dereceye sahip spline
fonksiyonlar igin bir tabandir. Bu nedenle bu fonksiyonlara B-spline (basis spline)

denir.

Sifirer dereceden B-spline fonksiyonlar1 B? ile gosterilir ve

1, <r<ux
BY (z) = i (2.6)
0 , diger durumlar

seklinde tammmlanir. k& > 1 ve 1 = 0,41,42, ... olmak iizere sifirnci dereceden BY

B-spline fonksiyonlar: kullanilarak daha yiiksek dereceden B-spline fonksiyonlar,

T — T _ Titk+1 — T _
Bf (z) = me Ha) + mf”ﬁf (z) (2.7)

indirgeme bagimtis1 yardimiyla tiiretilebilir (De Boor, 1978).
[a, b] araligimin diizgiin bir pargalanigi bu ve bundan sonraki tiim boliimlerde

(ZZZL‘0<ZL‘1<...<ZL‘N_1<ZL‘N:b
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olarak alinacaktir. h = x4 1—2,, m =0,..., N olmak iizere x,, diigiim noktalarinda,

(2.7) indirgeme bagmtis1 yardimiyla B}, (x) lineer B-spline fonksiyonu;

(X1 — ) =2 (T — ), Ty < < Ty
1
By (1) = L = 3 (i1 — ) T ST < (2:8)

0 , diger durumlarda

seklinde tanmmlamr (Prenter, 1975).

{Bé (z), Bi (z),..., B}V(x)}

kiimesi a < x < b araliginda tanimh lineer spline fonksiyonlar i¢in bir taban olusturur.
Lineer B-spline fonksiyonu [x,, 1, ®;,11] arahg diginda sifirdir. Ayrica [z, ©p1]

arah@ B}, ve B}, gibi iki lineer B-spline fonksiyonu tarafindan ortiilmektedir.

h = Zmi1 — xm ve m = —1,..., N i¢in z,, diigiim noktalarinda, (2.7) indirgeme

bagintis1 yardimiyla bu kez B2 (z) kuadratik B-spline fonksiyonunu elde edilecek

olursa,
( 2 2
i — _ _
(Tmi2 = 2)" = 3 (T — @)
9 y Tm—1 S T < Tm
+3 (T, — )
1
B, (z) = 2 (@mr2 —2)* =3 (@ms1 — 2)° T ST < Tyt (2.9)

(Tpyo — I)Q y Tyl ST < Ty

\ 0 , diger durumlarda

bulunur (Prenter, 1975). Burada

kiimesi a < x < b araliginda tanmimh kuadratik spline fonksiyonlar i¢in bir taban
olusturur. Kuadratik B-spline fonksiyonlar: ve onlarin birinci mertebeden tiirevleri
[T_1, Tmio] aralign diginda sifirdir. Bu aralikta, her bir B2 (x) kuadratik B-spline

fonksiyonu ardigik ii¢ elemani értmektedir. Dolayisiyla her bir [x,,, z,,1] arahig

2
Bm717

2 2
Bm7 Bm+1

gibi tamimlanan ardisik ii¢ kuadratik B-spline tarafindan ortiiliir.
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Benzer sekilde h = z,41 — 2, ve m = —1,..., N+ 1 i¢in z,, diigiim noktalarinda,
(2.7) indirgeme bagmtis1 yardimiyla B2 (x) kiibik B-spline fonksiyonlar,

,
(I - xm—2)3 y Tm—2 S T < Tm—

h3 + 3h* (x — Tp1)

y Tm-1 ST < Ty
+3h(z — Zpp1)’ = 3(x — zpps)’

Bi (x) =59 h®+3h?(2pp — ) (2.10)
h 9 3 y Tm S T < Tm+1
+3h (Tpme1 — )" — 3 (Tmy1 — )

3
(T2 — ) y Tyl ST < Ty

0

\ , diger durumlarda

seklinde elde edilir (Prenter, 1975). Burada

(B (x), By(x)..... BY(2), By (2)}

kiimesi ¢ < z < b araliginda tamimlh kiibik spline fonksiyonlar icin bir taban
olusturur. Kiibik B-spline fonksiyonlar1 ve onlarin birinci ve ikinci mertebeden
tiirevleri [, 2, Tymio] arahgl diginda sifirdir.  Bu aralikta, her bir B3 () kiibik
B-spline fonksiyonu ardigik dort elemani értmektedir. Dolayisiyla her bir [z,,, @m11]
aralig

B3

m—1

3 3 3
Bm? Bm+1> Bm+2

gibi tamimlanan ardisik dort kiibik B-spline fonksiyonu tarafindan ortiiliir.

h=2Zni1—xmvem=—2,... N+1igin z,, diigiim noktalarinda, (2.7) indirgeme
bagintisi yardimiyla B2 (z) kuartik B-spline fonksiyonlar,

)
(2 — @pmo2)’ , T2 < T < Tyt

(l’ - xm—2)4 -5 (ZL’ - xm—1)4 y Tm—1 S T < Ty

4 4
T — Typeo) —O(T — Ty
( m2) ( ml) ,Z‘m§$<l‘m+1

1
Bl (2) =54 10(r—an)’ (2.11)
(@mrs — )" =5 (@miz — 1), Tt T < Ty
(Tpots — $)4 y T2 ST < Ty

[ 0 , diger durumlarda



14

seklinde elde edilir (Prenter, 1975). Burada da daha ¢ncekilere benzer gekilde

{B; (), BYy(2),..., By(2), By, (2)}

kiimesi ¢ < x < b araliginda tanimli dordiincii dereceden fonksiyonlar igin bir
taban olusturur. Kuartik B-spline fonksiyonlar: ve onlarin birinci, ikinci ve iigiincii
mertebeden tiirevleri [7,, o, 7,,13] araligi diginda sifirdir. Bu aralikta, her bir B2 (z)
kuartik B-spline fonksiyonu ardisik bes elemani ¢rtmektedir. Dolayisiyla her bir
[T, Tmy] araligl

By, 5, By s,

4 4 4
m—2 BmﬂBm+17Bm+2

gibi ardigik beg kuartik B-spline fonksiyonu tarafindan ortiilmektedir.

Son olarak h = x,,11 — &, Ve m = —2,..., N + 2 i¢in z,, diigiim noktalarinda,

(2.7) indirgeme bagmtis1 yardimiyla B2, (x) kuintik B-spline fonksiyonlar,
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,
(-I - xm—3)5 y Tm—3 S T < Tm—2

(# = @mes)’ — 6 (2 — Tpm2)’ ) Tz ST < Ty

(x — xm,3)5 —6(x— xm,2)5
s Tm—1 T < Ty
+15 (2 — )’ '

(@ = Tn-3)’ = 6/(2 — Toya)’
y Ty SO < Ty
+15 (2 — Zpp1)® — 20 (x — )"

(- $m73)5 —6(x— xm72)5 (2.12)

+15 (x — xm71)5 y Tyl ST < Ty
—20(z — ) 4+ 15 (2 — Zpr)°

(= Tp3)’ — 6(2 — Tp_s)”

+15(2 — 1)’ = 20 (2 — 2,)° ) Tz ST < Tyys

+15 (x — $m+1)5 —6(x — $m+2)5

\ 0 , diger durumlarda

seklinde tanmimlanir (Prenter, 1975). Burada

{BEQ (), B2y (2),..., By (2), Biis (*T)}

kiimesi ¢« < x < b arahiginda tamimh beginci dereceden fonksiyonlar icin bir
taban olusturur. Kuintik B-spline fonksiyonlar: ve onlarin birinci, ikinci, ti¢iincii ve
dordiincii mertebeden tiirevleri [x,,_3, T3] aralig diginda sifirdir. Bu aralikta, her
bir B> (x) kuintik B-spline fonksiyonu ardigik alti elemam értmektedir. Dolayisiyla

her bir [x,,, Z;.1] araligl

B5 B7‘31717

5 5 5 5
m—2 Bm7Bm+17Bm+27Bm+3

gibi ardigik alt1 kuintik B-spline fonksiyonu tarafindan ortiillmektedir.
2.3.2. Trigonometrik B-spline fonksiyonlar

Sifirinci dereceden B-spline fonksiyonu

1 x <z<uz
TO(z) = ! (2.13)
0 ,diger durumlar
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ve k=1,2,3,4,5,... olmak {izere

. <$—£Cz> . (xi+k+1_l'>
S 5 sin T
T (x) = T (a) + T (@), (2.14)
. Titk — Ty . LTitk+1 — Tit+1
sin (| ———— sin (| ——————
() ()
bagintisi ile trigonometrik B-spline fonksiyonlar elde edilebilir

(Hamid vd., 2010; Abbas vd., 2014; Walz, 1997). Eger [a,b] ¢dziim araligi igin
parcalanma diizgiin ise yani tiim alt aralik uzunluklarnn A ise (2.14) indirgeme

bagintisi

. <I—$z> . (Iz‘+k+1—$>
S1n 5 Sin f
TH(z) = ———LTF Y (z) + TFNx),k=1,2,3,4,... (2.15)

1 in @ 7 in @ +1
S )

olarak elde edilir.
2.3.2.1. Lineer trigonometrik B-spline

[a, b] ¢oziim araliginin bir diizgiin pargalanmasi
a=x9<r1<...<axy=0b, x;=2;1+h, 1=0,...,N—1

olsun. h = x;4; — z; olmak iizere 7T; lineer trigonometrik B-spline fonksiyonlarini

hesaplamak i¢in (2.15) bagntisinda k = 1 alinirsa,
- e
p(x;) = sin (x 296 ) , 0 =sin (§>

7 (@) = Aoy - 0l (o (2.16)

yazilir. Esitlik parcali fonksiyon olarak

olmak {izere

p(x;) T S < Xy
1
7;1 (’r) = 5 _p(IH_Q) y Lit1 S Tr < LTit2 (217)
0 , diger durumlar

seklinde diizenlenebilir. Lineer trigonometrik B-spline fonksiyonlarin lineer B-spline
fonksiyonlarin yazilimi ile uyumlu olmasi i¢in diizenlemeler yapilirsa boliinme

noktalarindaki T () lineer trigonometrik B-spline fonksiyonlar

— 4m . h
p(xm):sin<x zx )7 9:s1n<§>7 m=0,...,N
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olmak tizere
P(Tm-1) s Tm1 ST < Ty

1
To(@) =59 =p(@mi1) T <7< Ty (2.18)
0 , diger durumlar
seklinde tanimlanir. Lineer trigonometrik B-spline fonksiyonlar i¢in

lim T (r) = lim T (z) (2.19)

T—Tom, T—Tm,

oldugundan lineer trigonometrik B-spline fonksiyonunun z,, noktasinda siirekli oldugu

goriilebilir.

Problemin analitik ¢oziimii i¢in Uy(x,t) genel yaklagimi lineer trigonometrik
B-spline kullanilarak

N

u(z,t) = Uy(x,t) = ZTzl(x)(Sz(t) (2.20)

i=0
seklinde tamimlanabilir.  Burada 7; fonksiyonlar1 lineer trigonometrik B-spline

fonksiyonlarin gosterir. Esitlikteki §; katsayilar1 zamana bagh degiskenlerdir.

T! (x) lineer trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 [z, 1, ¥;,.1] araligimin diginda
sifirdir ve [x,_1, Tmy1| araligindaki ardigik iki elemam ortmektedir. Bu durumu
gostermek i¢in A = 1 almmig ve [z,,_1, Tpe1] araligl [0,2] araligina doniigtiiriilerek
(2.8) lineer B-spline ve (2.18) lineer trigonometrik B-spline fonksiyonlar Sekil 2.1. ve
Sekil 2.2.’de gosterilmistir.

17777777 777777 N T Ir----1 T N T
| | | | | | | |
| | | | | | | |

08} --------fh X 08f------ B e
| | | | | | | |
| | | | | | | |

08F -4/t —-\¢ 06F -~ R\
/ l ‘ l ‘ l l l

04 - S Fo - N---- | 04—/~ R o N :
l l l l l l l l
| | | | | | | |

02+-/--- - - I— — — A\~ — 4 02+H-/---+ |- — — — — = - - — — ¢ — -
l l l l l l l l
| | | | | | | |
1 1 1 1 1 1

00 0.5 1 15 2 OO 0.5 1 15 2

Sekil 2.1. Lineer B-spline Sekil 2.2. Lineer trigonometrik B-spline
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Sekil 2.1.  ve 2.2.”de goriildiigii gibi spline fonksiyonlar ardigik iki elemani
orttiigiinden her bir [z, ;1] sonlu elemani iki lineer B-spline tarafindan
ortiilmektedir. h = 1 i¢in [x,,, T,y1] araligy [0, 1] arahigima déniistiiriilerek bu araliga
diigen tiim lineer B-spline ve lineer trigonometrik B-spline sekil fonksiyonlari ise

Sekil 2.3. ve Sekil 2.4.’de verilmistir.

1 ‘ ‘ ‘ ‘ 1 ; ‘ ; ;
ol N L oo N
e I S L S
S e
o N w TN
00 0}2 014 0:6 0:.8 1 00 OiZ 0:4 0:6 0?8 1
Sekil 2.3. Lineer B-spline Sekil 2.4. Lineer trigonometrik B-spline
sekil fonksiyonlar: sekil fonksiyonlar:

[T, Tma1]  sonlu  elemam  iki lineer trigonometrik B-spline tarafindan
ortiildiigiinden bu eleman {izerindeki yaklagim

m+1

u(w, )~ Uy(a,t) =Y THw)6 = T (2)0m + Ty (€)1 (2.21)

olacaktir. x,, noktasimdaki u(z,,,t) i¢in yaklagim ise (2.18) lineer trigonometrik

B-spline egitliklerinin (2.21) esitliginde kullanilmasiyla

Un (T, t) = Up =T (20)0m + T#,L+1<Im>5m+1

. Tm — Tm+l . Tm — Ty
sm{ ———— sm|y ———
2 2 5

= - 0 5m+ 0 m-+1
Up = Om (2.22)

olarak bulunur.

[T, Tma1] sonlu elemani

SZI—ZEm



19

doniigiimii ile [0, h] araligina doniistiiriilebilir. Bu durumda lineer trigonometrik

B-spline fonksiyonlar
()
sin { ——
) = —, (223)

Sil’l (5)
(6 = —~% (2.24)
olarak elde edilir.

Aymni araliktaki lineer B-spline fonksiyonlar ise

BL(&) = 1-¢, (2.25)
Brln+1<f) - 5 (226)

esitlikleri ile verilir.

2.3.2.2. Kuadratik trigonometrik B-spline

T? kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlarimi hesaplamak igin (2.15)

p(z;) = sin (""” _23“")

12(0) = A1) - B o) (221

yazilabilir. (2.27) esitliginde gerekli olan lineer trigonometrik B-spline fonksiyonlar

bagintisinda £ = 2 alinirsa,

olmak {izere

p(wi)p(w;) ;T S < Tigy

sfr(ji) Tiw) = h —p(xi)p(Tiv2) Tit1 ST < Tipo
sin (h) sin <§)

0 ,diger durumlar

ve

—p(Tig3)p(Tiv1) Tiv1 ST < Tigo

P(»’Ui+3) 1
- sin (h) zl—l—l( ) = h) P(%‘+3)P($z‘+3) yTip2 ST < Xiq3

0 ,diger durumlar
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olacagindan (2.27) esitligi

p* () T S < Tiqn
—p(2i)p(Tit2)
9 1 yTip1 S < Tiyo
Ti(x) = h —p(Ti+3)p(Tit1) (2.28)
sin (—) sin(h)
P*(Tis3) s Tigo ST < Ty
,diger durumlar

seklinde diizenlenebilir. Kuadratik B-spline fonksiyonlarinin yazilimi ile uyumlu

olmasi i¢in gereken diizenlemeler yapilirsa

p(x,) = sin (x —me) , 0 =sin (g) sin(h), m=0,...,N

olmak {izere

P2($m—1) y Tm—1 S T < Tm
T2 (1_) o 1 _p(xm—1>p(xm+l) - p(xm-i-?)p(xm) y Tm, S T < Tm+1 (2 29)
: 0 P (Tm+2) s Tl ST < Ty
0 ,diger durumlar

\
egitligi ile T2 (z) kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar elde edilir. (2.29) ile

verilen kuadratik trigonometrik B-spline icin

lim T2 () = lim T2(z) ve lim T2(z) = lim T2(z)
mﬂx;"n T—Tm x"m;twrl :pﬂ:r:nJrl
lim 4 (T2(z)) = lim 4 (T2(z)) ve lim 4 (T2(z)) = lim 4 (T2.(x))
3;—>;z-;tl d.fB m T—Tm dl’ m m_)mj_nJrl d m gj—mj;wrl d.fB m

oldugundan T2 (z) pargali fonksiyonu ve birinci tiirevinin x,, ve T,.; boliinme

noktalarinda yani konum araliginin i¢ noktalarinda siirekli oldugu goriilebilir.

Problemin analitik ¢oziimii igin genel yaklasim kuadratik trigonometrik B-Spline

kullanilarak

u(a,t) ~ Un(z,t) = Y TP (2)8(t) (2.30)

i=—1

seklinde tanimlanabilir. Burada ¢; katsayilar1 zamana bagl degiskenler olmak iizere

T?(z) fonksiyonlar kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlarim gosterir.

T2 (x) kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlari [z, 1,%m,.2] araligimin

disinda sifirdir ve ayrica [x,,_1, T2 araligindaki ardigik ii¢ elemani ortmektedir.
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Bu durumu gostermek igin A = 1 almmig ve [p,_1, Tymie] araligl [0, 3] araligina
dontigtiirillerek (2.9) kuadratik B-spline ve (2.29) kuadratik trigonometrik B-spline
fonksiyonlar Sekil 2.5. ve Sekil 2.6.’da gosterilmigtir.

15 777777777 \777 7777\777777777\ 1 777777777 T \777777777\
SN s

IR S — /N

l l l 04f /- R — R W -

05F ===/~ T R I l l l
N e SN

00 i é 3 00 i é 3

Sekil 2.5. Kuadratik B-spline Sekil 2.6. Kuadratik trigonometrik B-spline

Benzer sekilde T2 (x) kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlarm birinci
tiirevleri de [2,,_1, T2 araligimin diginda sifirdir, bslilnme noktalarinda siireklidir
ve [Tym_1, Tmyo] araligindaki ardigik ti¢ elemam 6rtmektedir. Bu durum Sekil 2.7. ve
Sekil 2.8.’de sirasiyla kuadratik B-spline ve trigonometrik kuadratik B-spline

fonksiyonlarin birinci tiirevleri i¢in gosterilmistir.

Sekil 2.7. Kuadratik B-spline Sekil 2.8. Kuadratik trigonometrik B-spline

fonksiyonunun birinci tiirevi fonksiyonunun birinci tiirevi

Sekil 2.5., 2.6., 2.7. ve 2.8’den goriildiigii gibi kuadratik trigonometrik

B-spline fonksiyonlar ve birinci tiirevi ardisik ¢ elemam  orttiigiinden
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her bir [@,, Tm+1] sonlu elemam T, T2 ve T2, olarak {ii¢ kuadratik
trigonometrik B-spline tarafindan ortiilmektedir. h = 1 ig¢in |2y, Tme1]
araligi [0,1] araligina doniigtiiriilerek  bu arahga diigen tiim kuadratik
B-spline ve kuadratik trigonometrik B-spline sekil fonksiyonlar1 Sekil 2.9. ve

Sekil 2.10.’da verilmistir.

Sekil 2.9. Kuadratik B-spline Sekil 2.10. Kuadratik trigonometrik B-spline

sekil fonksiyonlar: sekil fonksiyonlar

Sekillerden de anlagilacagn gibi T2 (z) kuadratik trigonometrik B-spline
fonksiyonlart [z, 1, Tpie] araligimn diginda sifir olup 72 () trigonometrik B-spline
fonksiyonu [x,,_1, Tm1e] araliginda ardigik ii¢ elemam ortmektedir. Dolayisiyla her

bir [T, Tyi1] sonlu elemam T2, T2 ve T?2 ., olarak {i¢ kuadratik trigonometrik

m—1»

B-spline tarafindan ortiilmektedir. Bu durumda (2.30) yaklagimi

m+1
(e, t) m Uy(a,t) = > THw)0 =T 4 (2)6m-1 + To()0m + Ty (€)1 (2.31)

i=m—1

olacaktir. (2.29) kuadratik trigonometrik B-spline egitliklerinin kullanilmasiyla x,,

noktasindaki u(x,,,t) ve x e gore birinci tiirevi igin yaklagimlar,

m—+1
UN(#mit) = Un= Y Txm)d
i=m—1
AUy (2, 1) AT (3)

olarak yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilarak diizenlenirse boliinme noktalarindaki
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yaklagimlar icin

sin? ﬁ
2 sin(h)
— 7 =

6 6

a =
olmak tizere
Un = a10m—1+ a16, (2.32)
U, = —=bidm_1+bidn (2.33)
esitlikleri bulunur.
[T, 1] sonlu elemani
§=12—ap

doniigiimii ile [0, k] arahgma doniigtiiriilebilir. Bu durumda kuadratik trigonometrik

sin? (E)
2

B-spline fonksiyonlar

Thoi(6) = — (2.34)
po - ) (5) ()
T2,(6) = ﬁ (2.36)

olarak elde edilir.

Aymi araliktaki kuadratik B-spline fonksiyonlar ise

B, (&) = (1—%)2, (2.37)

2
B2 = h2+22§_2€, (2.38)
2
B, (&) = % (2.39)

esitlikleri ile verilir.

2.3.2.3. Kiibik trigonometrik B-spline

T? kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlarm hesaplamak igin ise (2.15)

= in (255

bagintisinda k£ = 3 alindiginda
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olmak {izere
30\ p(xi) 20\ P(Tiva) o
To(0) = LT - ST ) (2.40
T2 2
elde edilir. Kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlarini bulabilmek i¢in gerekli olan

kuadratik trigonometrik B-spline egitlikleri

o= (£) sty an (2)

olmak {izere

p* () T S < Tiqq
p(;) T2(x) 1 —Pz(%’)ﬂ(%‘w) — p(:)p(xigs)p(Tip1) S Tig1 < T < Tigo
sin (%) 0 p(xi)p2(xi+3) s Tige S < Xiy3
\ 0 ,diger durumlar
ve
( 2
—p(Tia)p*(Tig1) yTit1 ST < Tiqo

P(Tits) T2 ( ) 1

0

—P3($i+4)

P(@isa) p(2i31)p(Tig3) + P2 (@iva) p(Tig2)  Tive < @ < Tigs

yTigg ST < Ty

A
S1n (7)

olarak yazilabileceginden (2.40) esitligi

\ 0 ,diger durumlar

(

P () T S < Tiyqq
—102(331‘)P($i+2) — p(x:)p(@iy3)p(Tit1)
) yTip1 ST < Tiqa
, —p(Tiya) p*(Tit1)
Tf(x) ~ 0 q p@)p*(igs) + p(@ipa) p(wivr) p(Tigs) (2.41)
s Tipe ST < Ty
+0 (iya) p(Tita)
—p*(2i14) yTip3 ST < Tiyyg
0 ,diger durumlar

\
seklinde bulunur. Kiibik B-spline fonksiyonlarin yazimi ile uyumlu olmasi igin
diizenlemeler yapilirsa boliinme noktalaridaki 77 (x) kiibik trigonometrik B-spline

fonksiyonlar

p(z,,) = sin (x _2%”) , 0 =sin (g) sin(h) sin (%) ,m=0,...,N
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olmak {izere

)
P} (Tm—2) A

—0*(Tm—2)p(Tm)
—p(Tm—2)P(Trmi1) p(Tm—1) Tp-1 ST < Ty

—0(Tmi2) 0 (Tm-1)

To(@) =51 p@m2)p(@mi) (2.42)
HP(Tm42) p(Tm-1)p(Tmr1) 5 Tm ST < T
+0*(Tm+2) (T )

—Pg($m+2) s g1 ST < Typgo
0 ,diger durumlar

\

formunda bulunur. ¢ = m — 1, m, m + 1 olmak {izere,

lim 73 (z) = lim T3 (z)

111%% (T3 (z)) = Emdi (Th(x))
. d2 3 : d2 3
xli,ril+@ (T3 (x)) = xllrill_@ (T ()

oldugundan T3 (z) kiibik B-spline fonksiyonunun, birinci ve ikinci tiirevinin
Tm—1, Tm V€ Tpyyr bOlinme noktalarinda dolayisiyla da konum araligimin ig

noktalarinda siirekli oldugu goriilebilir.

Problemin analitik ¢oziimii icin ise genel yaklagim kiibik trigonometrik B-spline

kullanilarak
N+1

u(a,t) ~ Un(z,t) = Y T(x)5(t) (2.43)

i=—1

seklinde tanimlanabilir. Burada §; katsayilar1 zamana bagh degiskenler olmak {izere

T3(z) fonksiyonlar kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlarini gosterir.

B3 (z) kiibik B-spline fonksiyonlarinda oldugu gibi 773 (x) kiibik trigonometrik
B-spline fonksiyonlar1 da [z, o, Z;,12] araliginin diginda sifirdir ve ayrica [, 2, Ty, 12]
araligindaki ardisik dort elemani 6rtmektedir. Bu durumu gostermek igin A = 1
alinmig ve [Tp—2, Tymie] araligy [0,4] araligina doniistiiriilerek (2.10) kiibik B-spline
ve (2.42) kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar Sekil 2.11. ve Sekil 2.12.’de

gosterilmigtir.
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Sekil 2.11. Kiibik B-spline Sekil 2.12. Kiibik trigonometrik B-spline

Benzer sekilde T3 (x) kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlarinin birinci ve
ikinci tiirevleri de aym dereceden B-spline fonksiyonlardaki gibi [z, 2, .1 2] araligimin
disinda sifirdir, boliinme noktalarinda siireklidir ve [2,,_2, T,12] araligindaki ardigik
dort elemani ortmektedir. Bu durum Sekil 2.13. ve Sekil 2.15.’de kiibik B-spline
fonksiyonlarin birinci ve ikinci tiirevleri, Sekil 2.14. ve Sekil 2.16.’da ise kiibik

trigonometrik B-spline fonksiyonlarin birinci ve ikinci tiirevleri gizilerek gosterilmistir.

Sekil 2.13. Kiibik B-spline Sekil 2.14. Kiibik trigonometrik B-spline

fonksiyonunun birinci tiirevi fonksiyonunun birinci tiirevi



Sekil 2.15. Kiibik B-spline

fonksiyonunun ikinci tiirevi
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Sekil 2.16. Kiibik trigonometrik B-spline

fonksiyonunun ikinci tiirevi

2.11.-2.16. sekillerinden de goriildiigii gibi kiibik B-spline ve kiibik trigonometrik

B-spline fonksiyonlar ile birinci ve ikinci tiirevleri ardigik dort elemani értmektedir.

Dolayisiyla her [,,, 1] sonlu elemam T3, T3, T3 | ve T3, olarak dort kiibik

trigonometrik B-spline tarafindan ortiillmektedir. h = 1 igin [2,,, Z,,.1] arahg [0, 1]

araligina dontigtiiriilerek bu araliga diisen tiim kiibik B-spline ve kiibik trigonometrik

B-spline sekil fonksiyonlar1 Sekil 2.17. ve Sekil 2.18.’de verilmistir.

By h
T
; m-1

Sekil 2.17. Kiibik B-spline

sekil fonksiyonlar

Sekil 2.18. Kiibik trigonometrik B-spline

sekil fonksiyonlar:

T3 (z) kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlarimn [z, 2, T, araligimin

diginda sifir oldugu ve T3 (z) trigonometrik B-spline fonksiyonlarmin [z, 2, Z,, o]

araliginda ardistk dort elemam orttiigii c¢izilen sekillerden de goriillmektedir.
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Dolayisiyla her bir [@,, Zm41] sonlu elemam T3, T3, T3 ., ve Ts ., olarak dort

kiibik trigonometrik B-spline tarafindan ¢rtiileceginden (2.43) yaklagimi

m—+2

u(e,t) ~ Ux(zt)= Y T(x) (2.44)

i=m—1

Tt ()01 + T (2)8m + Tr3n+1(95)5m+1 + Ti+2($)5m+2

&Q

u(z,t)

olacaktir.  Elde edilen bu yaklasim igin (2.42) kiibik trigonometrik B-spline

esitliklerinin kullanilmasiyla z,, noktasindaki u(x,,,t) i¢in ve birinci-ikinci tiirevi igin

yaklagimlar,
m+2
Un(@m, ) = Un= Y T}xm)di
i=m—1
Wnlent) g~ A am) s
dx B m_z—m—l dv '
LUy (21, 1) T2 P13 (x,,)
CONEmt) g i Wm) 5
dx? " Z,_mz_l dx?

olarak yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilarak diizenlenirse boliinme noktalarindaki

yaklagimlar,
/h 3h 2
a; = sin’ (§> csc(h) esc (7) T 0 2c0s(h)’

3CSC(%>
b 2
1 — 4 )
h h
2 () 2 Z
3<3COS <2) 1) ) 3 cot <2)
g = ——— "/
4 (sin(h) sin (%)

) ’ (2 + 4cos(h))

Ccl =

olmak {izere

Um = além_l + CLQ(Sm + a16m+1 (245)
U = —bibm1+bidme (2.46)
U,l;l == lesm,1 + C25m + 616m+1 (247)

egitlikleri ile bulunur.
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[T, Tmy1] sonlu elemam
E=x—an
doniigiimii ile [0,h] aralhigma doniigtiiriilebilir. Bu durumda kiibik trigonometrik

B-spline fonksiyonlar

Ty (&) = Smg(ﬁ (2.48)

Ti(E) = H (f”h) ( >
e (2)(5) ()
+in’ (g_T) sin (é)] (2.49)
TS,,(6) = 1{ (f;h> w (hT—f)
()25
+Sm( ) (g)] (2.50)
&= (g) (2.51)

0

3
Tm+2

olarak elde edilir.

[0, h] araligindaki kiibik B-spline fonksiyonlar ise

5 3
B, .(§) = (1_E) , (2.52)
S
B3 = 4- 65 + 375, (2.53)
2 3
B (& = 1+3i+3%—3%, (2.54)
3
By 56 = % (2.55)

seklindedir.

2.3.2.4. Kuartik trigonometrik B-spline

T} kuartik trigonometrik B-spline fonksiyonlarmi hesaplamak igin ise (2.15)

=i (255

bagintisinda £ = 4 alindiginda
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olmak {izere

a0 N p(xi) s P(Tiys) 3
T(a) = TP — EEEs i) (2.56)

elde edilir. Kuartik trigonometrik B-spline fonksiyonlarini bulabilmek i¢in gerekli olan

kiibik trigonometrik B-spline esitlikleri

f = sin (g) sin(h) sin (%) sin (2h)

olmak {izere

( pt(x;) T ST < Tiqq
—Pg(xi)P@z’H) - P2(Ii)ﬂ($i+3)ﬁ($i+1)
s Tip1 ST < Tiyqo
—p(:) p(Tita) P (Tit1)
sin (2h) 0 ( z)p($z+4) (it1)p(Tits) s Tivy ST < Tigs
(i) p* (Tira) p(Ti12)
—p(:) p*(Tiy4) 1 Tiys ST < Tigyg
(0 ,diger durumlar
ve
(
—p(Ti15)p* (Ti41) yTip1 ST < Ty

P(i15)p? (Tir1)p(Tivs)
+0(Ti45)p(Tit1) p(Tiga) p(Tit2) > Tiva ST < Tigs
+0*(2i15)p* (Tiya)

BT )

= 0 —P($i+5)ﬁ($z+1)ﬂ (Tita)
—0*(2i15) p(Tiy2) p(Tita) yTig3 ST < Xjya

)
—p° (Tiys)p(Tits)

4
p*(Tis5) yTipa ST < Tyiys

0 ,diger durumlar
\
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olarak yazilabileceginden (2.56) esitligi

pH(x) T ST < Ty

s Tip1 ST < Tiyo

)0(@it4) p(Tit1) p(Tit3)
+p(2:) p* (Tia) p(Tir2) Bira < T < Ties
TH(z) = % +p(Tits5) P (Tir1) p(Tis3) - (2.57)
+p(Tiv5) p(Ti1)p(Tita) p(Tit2)

+0*(Tiss5) P (Tit2)
—P(%’)P?’(%H)
—p(it5)p(@is1) P (Tisa)
s Tig3 S < Tiyq
—P2<$¢+5)P<$¢+2)P<$¢+4)
—PS<%+5)P<95@'+3)

4
pH(Tiys) s Tiga ST < Tiys

| O ,diger durumlar

seklinde bulunur. Kuartik B-spline fonksiyonlarin yazimi ile uyumlu olmasi igin gerekli
diizenlemeler yapilirsa boliinme noktalarindaki 72 (x) kuartik trigonometrik B-spline

fonksiyonlar

p(x,) = sin (31j _me> , 0 =sin <g) sin(h) sin <%> sin(2h), m=0,...,N

olmak {izere
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p4(£m,2) y Tm—2 S T < Tm

y Lm—1 §I<xm

( ) s T S < Tpyg
(Tm-1)p(Tm+1) (2.58)

—=p(Tn13)p(Tm—1)P* (Tint2)
y Tm+1 S T < Tm+2

~*(Tm43) () (T 142)

0> (Tm13) p(Tms1)
P (Tim+3) T2 ST < Ty
0 ,diger durumlar

\

formunda bulunur. i = m — 1, m, m + 1, m + 2 olmak iizere,

lierT;ll(x) = lim T2 (z)

. d i 4 I i d 4
a:lig:lj'% (T (x)) = xlfil,—% (T ()
. d2 4 . d2 4
Jm, Tz Tn(w) = Jim 72 (1)
] 1 d3 4 . Z d? 4

oldugundan T} (x) kuartik trigonometrik B-spline fonksiyonunun, birinci, ikinci ve
ticlincii tiirevinin @,,_9 Tp—1, T, Ve Tpyq1 bolinme noktalarinda dolayisiyla da konum

araliginin i¢ noktalarinda siirekli oldugu goriilebilir.

Problemin analitik ¢oziimii i¢in ise genel yaklagim kuartik trigonometrik B-spline
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kullanilarak
N+1

u(a,t) ~ Un(z,t) = Y THx)s(t) (2.59)

i=—2

seklinde tanimlanabilir.

B2 () kuartik B-spline fonksiyonlarinda oldugu gibi T2 (z) kuartik trigonometrik
B-spline fonksiyonlari da [z,,_2, T3] araliginin diginda sifirdir ve ayrica [x,,_o, T3]
araligindaki ardigik beg elemam ortmektedir. Bu durumu gostermek icin A = 1
alinmig ve [2,,,_2, T3] aralig [0, 5] araligina doniigtiiriilerek (2.11) kuartik B-spline ve
(2.58) kuartik trigonometrik B-spline fonksiyonlar Sekil 2.19. ve Sekil 2.20.’de

gosterilmigtir.

Sekil 2.19. Kuartik B-spline Sekil 2.20. Kuartik trigonometrik B-spline

T2 (x) kuartik trigonometrik B-spline fonksiyonlarmin birinci, ikinci ve {igiincii
tiirevleri de aymi dereceden B-spline fonksiyonlardaki gibi [2,,—2, T3] arahgmm
diginda  sifirdir, béliinme noktalarinda siireklidir  ve [2,,_2, ;3] arahigindaki
ardigitk bes elemani ortmektedir. Bu durum Sekil 2.21., Sekil 2.23. ve Sekil
2.25.’de kuartik B-spline fonksiyonlarinin birinci, ikinci ve ftigiincii tiirevleri;.
Sekil 2.22., Sekil 2.24.  ve Sekil 2.26.da ise kuartik trigonometrik B-spline

fonksiyonlarimin birinci, ikinci ve iiciincii tiirevleri cizilerek gosterilmistir.



34

1o
05-----
0
)] E -
1

Sekil 2.22. Kuartik trigonometrik B-spline

Sekil 2.21. Kuartik B-spline

fonksiyonunun birinci tiirevi

fonksiyonunun birinci tiirevi

Sekil 2.24. Kuartik trigonometrik B-spline

Sekil 2.23. Kuartik B-spline

fonksiyonunun ikinci tiirevi

fonksiyonunun ikinci tiirevi

Sekil 2.26. Kuartik trigonometrik B-spline

Sekil 2.25. Kuartik B-spline

fonksiyonunun iiciincii tiirevi

fonksiyonunun iiciincii tiirevi
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(izilen sekillerden goriildiigii gibi kuartik B-spline ve kuartik trigonometrik
B-spline fonksiyonlar ile birinci, ikinci ve iigiincii tiirevleri ardigik bes elemani
ortmektedir.  Dolayisiyla her [, Z,41] sonlu elemam T o0 T4 1, To, Ty
ve T4 4o olarak bes kuartik trigonometrik B-spline tarafindan o&rtiilmektedir.
h = 1 igin [xp,zny] araligy [0,1] aralhigmma doniigtiirilerek bu araliga diigen

tiim kuartik B-spline ve kuartik trigonometrik B-spline sekil fonksiyonlar:

Sekil 2.27. ve Sekil 2.28.’de verilmigtir.

15

10

Sekil 2.27. Kuartik B-spline Sekil 2.28. Kuartik trigonometrik B-spline

sekil fonksiyonlari sekil fonksiyonlari

T2 (z) kuartik trigonometrik B-spline ve ilk 3 tiirevinin [x,, o, Z,,13] arahginin
diginda sifir oldugu ve T2 (z) trigonometrik B-spline fonksiyonlarinin [z, 2, T3]
araliginda ardisik beg elemam orttiigii sekillerden de goriilmektedir. Dolayisiyla

her bir [Z,,, T, 1] sonlu elemam T2 , T4

4 pa 4 :
mezs L1, T, Ty ve T 5 olarak bes kuartik

trigonometrik B-spline tarafindan ortiildiigiinden (2.59) yaklagimi

m—+2

u(a,t) & Uy(z,t)= Y T(x); (2.60)

i=m—2

T o(2)0m—s + Ty 1 (%) 01 + T ()5 + T,iﬂ(x)émﬂ + T:$L+2<x)5m+2

Q

u(z,t)

olacaktir.  Elde edilen bu yaklagim igin (2.58) kuartik trigonometrik B-spline
esitliklerinin kullanilmasiyla x,, noktasindaki u(x,,,t) ve birinci-ikinci-iigiincii tiirevi

i¢in yaklagimlar,
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dUx(zm,t) R~ dT ()
w T T
d2UN(xm7t) _ U// _ mZH d2Tz4<$m)5
dx? o S~ dx? ‘
ngN(xm7t> " = dgTZA(xm)
e T2 Tt

olarak yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilarak diizenlenirse boliinme noktalarindaki

yaklagimlar
h h h
el v 2 () _
_Sln (2> _sm (2) (12(:05 (2> 1)
ay = 0 ) g = 0 )
h h h h h
-3 o 3 - 2 () _
. 2 sin (2)005(2) . __2sm (2>cos(2) (4(:05 (2) 1)
1 — 0 ) 2 — 0
h h h h h
20 2 () ; _ _ 212 —
) _sm (2) (4cos (2) 1) ] __sm(2>cos (2) (8(:05 (2) 5)
1 9 ) 1 — 9 )
2
sin <ﬁ> cos (E> (4 cos? <—) — 1)
d 2 2

olmak {izere

Un = a16m_2+ 20,1+ 020, + a10m41, (2.61)
U = bidms + bt — babm — 16y, (2.62)
Ul = ¢10m-2—10m_1— 10m + 10m11, (2.63)
U" = didns + dobpyy — dobiy — d1Omsr,s (2.64)

egitlikleri ile bulunur.

[, Tmy1] sonlu elemam
E=z—1x)

doniigiimii ile [0, h] arahgma doniigtiiriilebilir. Bu durumda kuartik trigonometrik

B-spline fonksiyonlar
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sin* E-h
(&) = # (2.65)

T (&) = % {sin <7€ +23h> sin® (%)
+ sin (Qh; 5) sin (6 +22h> sin? (%)
+ sin? <€ _22h) sin <€ _; h) sin (%)
i 5)] (2.66)
E—h
T)
+2h\ . [&E—2h)\ . ﬂ . u
( 5 >sm( 5 >sm< 5 )sm< 5 >
+ sin (5 i 2h> sin? <§ — Qh) sin <§>
2 2 2

£ 30\ qa (EH0) g (E20
9 111 5 11 5
—3h sin (ﬂ) sin (€ _ Qh) sin (é)
2 2 2 2
—3h ) sin’ (g)} (2.67)

2
mt1(§) = %[Sing’ §;h> sin h_é)

( 2
+ sin <4h 2_ 5) sin® (%)] (2.68)
it (&

2

Tpia(§) = Sm4() (2.69)

olarak elde edilir.

[0, h] araligindaki kuartik B-spline fonksiyonlar: ise

2 3 4
m2(§) = 1— 4% + 6% - 4% + % (2.70)
2 3 4
BY (&) = 11— 12% - 6% + 12% - 4%, (2.71)
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£ & ¢ &

4 — > (/2 19> >
Bu(§) = 114127 =635 — 1225 46, (2.72)
¢, & 8 ¢
54
B = 73 (2.74)

seklindedir.

2.3.2.5. Kuintik trigonometrik B-spline

T} kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonlarmmi hesaplamak igin ise (2.15)

plz;) = sin (‘7” —23:>

T5(a) = —28) i) - P20 g (o (2.75)

l sin @ sin %
2 2

elde edilir. Kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonlarini bulabilmek icin gerekli olan

bagintisinda k£ = 5 alindiginda

olmak {izere

kuartik trigonometrik B-spline esitlikleri
h h h
§ = sin (§> sin(h) sin (37) sin (2h) sin (%)

p°(z;) T ST < Tigy

olmak {izere
.

—p*(@i)p(wiya) — p* (20 p(wiys) p(wiyr)

yTip1 ST < Tiyo
—02(951)/0(331‘+4)/02(95i+1) - P(%)P(%%)P?’(%H)

p* () p*(ivs) + p*(2:0) p(iva) p(Ti1) p(Tir3)
+p%(2:) 0 (Ti44) p(Ti42)

+p(2:) p(Tit5) P (Ti1) p(Ti43) »Titz S T < Tit3
BT +0(2)p(Ti45) p(Ti41) p(Ti4a) p(Ti42)

sin (?) +p(2:)p? (Tiv5) 0 (Ti2)

—p*(2:)p*(@iva) = p(2) p(%i45) p(Ti1) PP (Tia)

—p(2:) P (Ti5) p(Ti2) p(Tita)  Tiys <& < Tipa

—P(xi)P3<Ii+5)P<Ii+3)

p(:)p* (Tiys) yTiva ST < Tigs

[ 0 ,diger durumlar
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ve

4
—p(iy6)p*(wit1) yTip1 ST < Tyiyo

P(Tite)p <$z+1),0<$z+3)
+p(Tir6) PP (Ti1) P(Tira) p(Ti2)
+p(Tir6) p(i41) p(Tit5) P (Ti2)
+0*(Ti16)p* (Tiya)

yTigo ST < Ty

—p(Tiv6) P (Tit1) p*(Tiya)
—p(@i16)p(@i41)P(Ti15) p(Tit2) p(Tisa)
—p(it6) p(Tis1) P (Tin5) p(Tir3)
Tive) T (z yTitg ST < Tiya
_,0( ) ) - : 2(%it6) p*(Tiv2) p(Tisa)

sin (ﬁ) 0 s )
2 —P*(Ti16)p(Tiv2) p(Tits) p(Tit3)
—p°(Tits)

Tit6)pP (%+3)

p(Tiye)p(Tit1) P’ (Tiys)

+0°(Tit6)p(Tiv2) P (Tis)
yTipa ST < Tiys
+0° (Tit6) p(Tit3) p(Tivs)
)

+p*(Tir6) p(Tita

5
—p°(Tiy6) yTigs ST < Ty

(0 ,diger durumlar

olarak yazilabileceginden (2.75) esitligi



Tiv2) = pX(@)p(Tivs) p(Tit1)
i) p(Tia) P (Ti41)
—p(:)p(Tivs)p*(Tita)

—p(Tive)p* (Tit1)
p* () (Tiv3)
+0*(2:)p(2i4a) p(Ti41) p(irs)
+0*(24) p*(Tira) p(i42)

+p(xi)p(Tits)p (x1+1>p(xi+3)
+p(:) p(Tits) p(Tig1) p(Tira) p(Tit2)
(i) p* (Tiy5) P> (Tisa)

+

(xz+3

\_/\_/

)
)p(Tit2)
6)p <$z+1),0($z+5),02( 2)

+0*(Tiv6) P> (Tis2)

—p*(:)p*(isa)

+p(Tiy6) p* (Ti1) p(Tiga

(
(
(
P(it6) P’ (Tisa
(
+p(xit

—-P xz) ?(@i15) p(Tit2) p(Tita)

~—  ~—

)
)

P($z+3

|
e
8
T
(=)

(;
(
—p(:)p° (2igs
( )P (Ti1) p*(Tiya)
—p(@i16) p(@i41) p(Ti15) p(Tir2) p(Tiya)
—p(Tit6) p(Tit1) P (Tiys)p(wiys)
Tit6)P (xz+2) (Tita)

—p*(Tito)
P2($z+6)0(%+2) (Tiys)p(Tits)
—0°(Tito)

Tite6)p (xz+3)

p(x:)p* (Tirs) + p(ire)p(Tir1)p (Tits)
+0°(Ziv6)p(Tiv2) P (Tivs)
+0°(Tiv6) p(Ti43) p(Tivs) + 0*(Tivs) p(Tita)

—P5($z‘+6)

Ty < x < Xy

, Tig1 <z < Tiy2

, Lig2 <z < Tit3

yTig3 ST < Tiyq

yTipa ST < Tiys

yTigs ST < Ty

,diger durumlar

40

(2.76)
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seklinde bulunur.

Kuintik B-spline fonksiyonlarin yazimi ile uyumlu olmasi ig¢in diizenlemeler

yapilirsa boliinme noktalarindaki 772 () kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonlar

p(z,,) = sin (x _me> , 0 =sin (g) sin(h) sin (%) sin(2h) sin (%) ,m=0,...,N

olmak {izere
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y Tm—3 S T < Tm—2

/05 (*Tmf3)

—p4<l’m,3)p($m,1)

y Tmn—2 S T < Tm—1

_p3<xm—3)p(xm)p(xm—2)

P (Tm-3)P(Tm41) P* (Trm—2)

—0(Tm—3)P(Tmr2) P> (Tm—2) = P(Tmy3)p*(Tm—2)

p3 (xm,g)p2 (7m)

02 (Tn-3) p(T 1) p(Tin—2) p(Tm)

y Tm—1 §I<$’m

P*(Tmi2) 0 (Tn—1)
p3 (Tm—2)p(Tm)

p2 (Tm—2)p(Tms1) P(Tm—1)

p(xm—2)p<xm+2)P2 (xm—l)

™» /N /~~ /N /N

(2.77)

— ~— ~— ~— ~— ~—

+p

+p

+p

+p

—~ —~
— —
| =+
S S
8 8
~— N~—
™ o
Q Q
—~~ —~~
™
+ ,
S S
8 8
~— N~—
N
QU QU
+ _

axm§x<xm+l

P (Tm—2) 0" (Tmy1)

P(@m—2) p(Trmr2) P(Trm—1) p(Tms1)

P($m—2)p2 (:Ifm+2)p(l’m)

™ /N I/~ /N /N

~— ~—— ~— ~— ~— ~— O

—p

—p

P(Tm-3)p* (Tmya) + p(Tms3) P(Tim—2) p*(Tmr2)

y Tm+1 S r < Tm42

+0* (Tm13) p(Tm—1)p* (Tms2)

+p3 (xm+3)p(xm)p(fcm+2) + :04 (l'm+3)p(xm+1)

y Tm4-2 S T < Tm43

_P5 (xm—&-?))

, diger durumlar
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formunda bulunur. i =m — 2, m — 1, m, m + 1, m + 2 olmak {izere

lim+Tf;L(x) = lim 77 (z)

. d i 5 _ _> i d 5
xlfil;% (T5(x)) = xlfil;% (T5.(x))
L & s
Jim, G (Tnle)) = lim G (Tn(e)
e N
S g () = Jim G (Tnle)
. / d4 5 : d4 5

oldugundan 77 (z) kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonunun, birinci, ikinci,
tictinci ve dordiincii tiirevinin ,,—2, Tm—1, Tm, Tm41 V€ Tpio bolinme noktalarinda

dolayisiyla da konum araliginin i¢ noktalarinda siirekli oldugu goriilebilir.

Problemin analitik ¢oziimii icin ise genel yaklagim kuintik trigonometrik B-spline

kullanilarak
N+2

u(w, t) ~ Uy(a,t) = Y TP (x)di(t) (2.78)
i=—2
seklinde tanimlanabilir. Burada §; katsayilar1 zamana bagh degiskenler olmak {izere

T?(z) fonksiyonlar kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonlarim gosterir.

B? (x) kuintik B-spline fonksiyonlarinda oldugu gibi 77> (x) kuintik trigonometrik
B-spline fonksiyonlari da [z,,,_3, T3] araliginin diginda sifirdir ve ayrica [x,,_3, T3]
araligindaki ardigik alti elemanm ortmektedir. Bu durumu gostermek icin A = 1
alinmig ve [z,,_3, T3] araligy [0, 6] araligina doniistiiriilerek (2.12) kuintik B-spline ve
(2.77) kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonlar Sekil 2.29. ve Sekil 2.30.’da

gosterilmistir.

Sekil 2.29. Kuintik B-spline Sekil 2.30. Kuintik trigonometrik B-spline
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T?(z) kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonlarmmn  birinci,  ikinci,
iigiincii ve dordiincii tiirevleri de ayni dereceden B-spline fonksiyonlardaki
gibi [z, 3,Tme3] arah@min diginda sifirdir, boéliinme noktalarinda  siireklidir
ve [Tp_3,Tmes] araligindaki ardigik alti elemam ortmektedir. Bu durum
Sekil 2.31., Sekil 2.33., Sekil 2.35. ve Sekil 2.37.’de kuintik B-spline fonksiyonlarin
birinci, ikinci, ii¢iincii ve dordiincii tiirevleri; Sekil 2.32., Sekil 2.34., Sekil 2.36. ve
Sekil 2.38.’de ise kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonlarin birinci, ikinci, tigiincii

ve dordiincii tiirevleri ¢izilerek gosterilmistir.

L5~
o
Of—<----—----}--- IR
05 -------------b-- J: ‘
I R R T q-f--- :
15 ; ; ‘
Sekil 2.31. Kuintik B-spline Sekil 2.32. Kuintik trigonometrik B-spline
fonksiyonunun birinci tiirevi fonksiyonunun birinci tiirevi

100p == === -=====-----q-------oy

BOF ~ -~ NN

o=\ - SRR
BOF--——--—-- -4 ai
-100F ~ - - —---~- NS 43 ‘
1% ; 411 é
Sekil 2.33. Kuintik B-spline Sekil 2.34. Kuintik trigonometrik B-spline

fonksiyonunun ikinci tiirevi fonksiyonunun ikinci tiirevi
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300
200

100

-100

-200

-300

Sekil 2.35. Kuintik B-spline Sekil 2.36. Kuintik trigonometrik B-spline

fonksiyonunun iiciincii tiirevi fonksiyonunun {iciincii tiirevi

1000

500

-500O

Sekil 2.37. Kuintik B-spline Sekil 2.38. Kuintik trigonometrik B-spline

fonksiyonunun dordiincii tiirevi fonksiyonunun dordiincii tiirevi

(izilen sekillerden goriildiigii gibi kuintik B-spline ve kuintik trigonometrik

B-spline  fonksiyonlar ile birinci, ikinci, iigiincii ve dordiincii tirevleri

ardigik alt1 elemani oOrtmektedir. Dolayisiyla her [z,,,z;,.1] sonlu elemani
0, T2\, Tp, Tpy, TP, ve TP 5 olarak alt1 kuintik trigonometrik B-spline

tarafindan ortiillmektedir. h = 1 i¢in [z, T, 41] araligr [0, 1] araligina doniigtiiriilerek
bu araliga diigen tiim kuintik B-spline ve kuintik trigonometrik B-spline sekil

fonksiyonlar1 Sekil 2.39. ve Sekil 2.40.’da verilmigtir.
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70
| | | |
60F----+-- ——‘—————L— - - - —
l ‘ ! l
| | | |
451 - - === <o TN e
| | | |
| |
| | | |
0~ -+- -~ - ——— - [
| | | |
| | | B |
\$n+2 : : m-1"
15F---- T T T o T T T
l ‘ ‘ l
| T T |
0 . L L n

Sekil 2.39. Kuintik B-spline Sekil 2.40. Kuintik trigonometrik B-spline

sekil fonksiyonlar: sekil fonksiyonlar

Degerleri diger splinelara gore sifira daha yakin olan B,, 2, B3 ve Tr,_2, T3

sekil fonksiyonlar1 belirgin olmadigindan Sekil 2.41. ve Sekil 2.42.’de tekrar ¢izilmistir.

0.2

0.15

0.1

0.05

Sekil 2.41. Kuintik B-spline Sekil 2.42. Kuintik trigonometrik B-spline

sekil fonksiyonlar: sekil fonksiyonlar:

Cizilen tiim sekillerden de goriildiigii gibi 77 (r) kuintik trigonometrik
B-spline fonksiyonlar [z, 3,%,,13] arahgmm diginda sifirdir  ve T2 ()

trigonometrik  B-spline  fonksiyonlar1 [z, 3, 7,43] araliginda ardigk alta

eleman1  ortmektedir. Dolayisiyla  her  bir [z, Zpmy1]  sonlu  elemam
o o, TP 4, T2, T2 ., TP, ve T} 5, olarak alti kuintik trigonometrik B-spline
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tarafindan ortiillmektedir. Bu durumda (2.78) yaklaginu

m+3

u(a,t) ~ Uy(z,t)= Y T(x); (2.79)

i=m—2

Tg_g(x)(Sm_g + T;?L_l(x)&n_l + Tg(x)(Sm +

Q

u(zx,t)

T51+1(x)5m+1 + Tr?z+2<x)5m+2 + T,i+3(x)5m+3

olacaktir.  Elde edilen bu yaklagim i¢in (2.77) kuintik trigonometrik B-spline
esitliklerinin kullamlmasiyla x,,, noktasindaki w(z,,,t) ve birinci-ikinci-iigiincii ve

dordiincii tiirevi igin yaklagimlar,

UN(#m,t) = Un= Y T(xm)d;

m+3 5

dx i=m—2 dx l
d2UN(xmv t) _ U// _ mZJrB d27—;-5($m) 5.
dz? o A~ dx? !

m+3
dP*UN (T, ) - i d3ﬂ5(xm>5i

dx? = dx3
d4UN ($m> t) _ U//// _ ”§:3 d4T;5 (l’m) 0.
dx* o Rt dxt !

olarak yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilarak diizenlenirse boliinme noktalarindaki

h
-5 -
sin (2)
0

yaklagimlar,

a; = 5
h h h
- i 2 (V)
) _28111 (2)cos<2) (16COS (2) 3),
2 ]
h h h
4 2) 2 ind [ 2
) _2<1+48cos (2> 16 cos <2))sm <2>
3 — 9 )
5 sin? (ﬁ) Cos (ﬁ)
b 2 2
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() o (3) )

40 ’

h h h h
g (N LAYEE 2 (I 4
Hsin (2>cos(2) ( 15 cos <2> + 3+ 16 cos (2>>

Cy = )

20

(i () oo () )
o) e (3) )
(8o (2] ()5 (3) )

Ccl =

5sin®

5 sin?

|
(

)

5 (125 cos? (g) — 114 cos? ( ) + 13) sin ( )
€1 = s
. (h h h 5 [ h
Hsin <§) cos ( ) <176 cosb (§> — 137 cos? (§> — 6 cos (5) + 15)
€y = — )
h h h h h

6 (M) 4 (1 2 (MY _ 2 (" R

) 5(92(:05 (2> 117 cos (2>+62(:os (2) 13) ( 1+ 4cos <2))sm(2>
3 f—

86

olmak {izere

Un = 162+ a20,-1 + a30,, + 420,11 + a16,,42 (2.80)
U, = b10mo+b0m_1—b20m11 — b10mi2 (2.81)
Ul = ¢10m—2+ C20m_1+ €30, + c20mi1 + C10m12 (2.82)
U" = didm_o+dedm_1 — dodmi1 — d10m o (2.83)
UTSff) = €10m_2+ €20m_1+ €30, + €20m11 + €102 (2.84)

esitlikleri ile bulunur.

[, Tima1] sonlu elemani
5 =T — T,

doniigiimii ile [0, k] araligina doniigtiiriilebilir. Bu durumda kuintik trigonometrik



B-spline fonksiyonlar

5 5(8)

T5 (&)
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~ Lo (u) (2.85)
h

2
1 sin {+4 sin? —5 —h
0 2 2

+ sin (€ _22h sin (5 +23h> sin® <—§ ; h)

o (E—=2R\ . (E4+2h\ ., (&N
4+ sin ( 5 ) Sin ( 5 > Sin (T)
) E=2R\ . [(&E4+h\ . [(E—h
+ sin® ( ) Sin < ) Sin ( )
2 2 2
+ sin’ (€ _22h) sin <g>} (2.86)

% ] (2.87)
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Tan(f) = %{sin3 ﬂ) sin? (%)
h sin 2h —¢& sin ﬂ sin B
2 2 2
o (2R . (&
) sin (T) sin (5)

2 | 2
e ()

+ sin® (£ _|2— h) sin (2h2 5) sin (g)
(a5 ()
. — ) &
2

This(6) = % sin’ (g) (2.90)

olarak elde edilir.
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[0, h] araligindaki kuintik B-spline fonksiyonlari ise

2 3 4 5
5 _ £ £ £ RS
Bl 5(§) = 1-57 41055 — 1055 + 557 — o=, (2.91)

§ & & ¢ &
By _.(6) = 26— 507 + 205 + 2095 — 2007 + 5, (2.92)
& ¢ &
B2 (§) = 66— 6075 + 3057 — 1055, (2.93)
2 3 4 5
B3 (&) = 26+ 505 + 205 — 205 — 205 4 105 (2.94)

e Ry TR
§ & g & 8

Biia(§) = 1457 +1075 + 1055 + 527 — 5, (2.95)
55
Bp.5(6) = W (2.96)

olarak bulunabilir.
2.4. Sonlu Elemanlar Yoéntemi

Sonlu elemanlar yontemi, mithendislik ve ozellikle de havacilik miihendisligi
alanlarindaki problemlerin ¢oziimiindeki ihtiyactan dogmustur. Sonlu elemanlar
yontemi, karmasik fiziksel 6zellikler igeren problemleri basite indirgeyerek coziim
bulan bir sayisal yontemdir. Bu yontemde, problemin ¢oziim bolgesi her birine bir
eleman ad1 verilen bir¢ok alt araliga boliiniir. Elemanlar diigiim adi verilen noktalarda
tekrar birlestirilerek denklem takimlar1 olusturulur. Elemanlar ve diigiim noktalar:
numaralandirilir. Denklem takimlar1 elde edilirken elemanlar problemin yapisina
uygun sekilde yerlesgtirilmelidir. Coziimiin ani degisim gosterdigi yerlerde elemanlar
daha kiigiik segilerek daha hassas bir yaklagim yapilabilir. Sonlu elemanlara ayirma
isleminden sonra interpolasyon fonksiyonu belirlenir. Sonlu farklar yonteminde,
diferensiyel denklemdeki tiirev degerleri i¢in bir yaklagim yapilirken, sonlu elemanlar
yonteminde diferensiyel denklemin ¢oziimiine yaklagim yapilmaktadir. Ayrica sonlu
elemanlar metodunda aranan ¢oziim fonksiyonu, her bir sonlu eleman iizerinde kendisi
ve belirli bir mertebeye kadar tiirevleri siirekli olan interpolasyon polinomlar: ve

bilinmeyenlerin kombinasyonundan olusur.

Sonlu elemanlar yontemi, diizensiz sekilli yapilar1 kolay bir sekilde
modelleyebilmesi, smir sartlarinin degigsmesi durumunda sonlu eleman modelinin

degismemesi, gerekirse elemanlarin farkli biiyiikliiklerde secilebilmesi ve bilgisayar
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programlama mantigina uygun olmasi agisindan diger yontemlere gore avantajlar

saglamaktadir (Karakog, 2011).

Sonlu elemanlar yonteminin integral formlar1 varyasyonel ve agirlikhi rezidii
yontemleri olmak iizere iki farkl yoldan elde edilir. Bir diferensiyel denklemin tam
¢oziimii ile yaklagik ¢oziimii arasindaki farkin sifirdan farkli bir agirlik fonksiyonu ile
carpilip toplamlarinin minimum yapilmasi iglemine agirlikli rezidii yaklagimi ve bu
yaklagima dayanan yontemlere ise agirlikli rezidiiler yontemi denir. Yontemi ifade
etmek i¢in 2 tanim bolgesinde

Lu(x) = f(z) (2.97)

seklinde ifade edilen diferensiyel denklemde, L bir diferensiyel operator, f(z) bilinen
bir fonksiyon ve u(x) aranan ¢oziim olsun. (2.97) diferensiyel denkleminin sayisal

¢oziimii i¢in agirhkh rezidii yontemi kullamldiginda aranan ¢oziim fonksiyonu wu(z)

yerine
N
u(z) ~ U(z) = a;é;(x) (2.98)
j=1
formundaki  bir U(x) yaklagim serisi  kullanilr. Burada  ¢;(7),
j = 1,..., N fonksiyonlar1 diferensiyel denklemin {2 tamim bolgesinde tanimh
ve aj, j = 1,...,N olmak {izere bilinmeyen katsayilardir. Sonlu elemanlar

yonteminde, ¢;(x) fonksiyonlar1 problemin tiim smir sartlarini saglayacak sekilde
segilirler fakat genelde diferensiyel denklemi saglamazlar. (2.98) yaklagimi (2.97)

diferensiyel denkleminde kullanilip diizenlenirse,
LU(z) — f(z) = R(z) (2.99)

olarak tanimlanan R(x) ile gosterilen rezidii fonksiyonu elde edilir. Bu yontem ile,
W; agirhik fonksiyonu ve R(x) rezidii ifadesinin ¢arpimlarinin, € tanim bélgesi iizerinde

integralinin sifir olmas: istenir. Dolayisiyla

/m(x)R(x)dx =0,i=1,...,N (2.100)

seklinde N bilinmeyen N denklemden olusan bir denklem sistemi elde edilir. Bu
denklem sistemi c¢oziilerek a; bilinmeyenleri bulunarak, (2.98) yaklasim serisinde

yerine yazilirsa U (z) yaklagik ¢oziimiine ulagilmg olur. Agirhikh rezidiiler yonteminde,
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agirlik fonksiyonunun segimine gore yontem farkh isimler alir. Bunlardan bazilar
Galerkin, Petrov-Galerkin, Kolokasyon, En Kiiciikk Kareler yontemleridir. Bu

calismada bu yontemlerden Galerkin yontemi kullanilacaktir.
2.4.1. Galerkin yontemi

Galerkin yontemi diferensiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinde kullanilan
varyasyonel bir yontemdir. Maliyeti yiiksek bir yontem olmasina ragmen, diferensiyel
denklemlerin ¢oziimlerinde bir¢ok yonteme gore daha iyi sonuclar vermektedir.
Galerkin yonteminde (2.100) esitligindeki W; agirhik fonksiyonu, ¢; taban fonsiyonlar
olarak secilir. ~ Bu caligmada, taban fonksiyonlar1 olarak farkli derecelerden

trigonometrik B-spline fonksiyonlar: kullanilmistir.

[a, b] konum aralig1 olmak iizere, (2.98) ¢oziimii (2.97) denkleminde yerine yazilarak

denklemin her iki tarafi ¢, (z) ile garpilarak integrali aliirsa,

/qbi (LZajgzﬁj(x)—f(x)) dr =0, i=1,...,N (2.101)
elde edilir.
R; = L (a;¢,(x)) — f () (2.102)

olmak tizere (2.101) esitligi

b b b
a1/¢1R1dx+a2/gb1R2dx—|—...+aN/¢1RNd:L" = O,

b b b
ay /¢2R1dx+ a2/¢2R2dx + ... +aN/¢2RNdac = 0, (2.103)

b b b
al/ngRldx—I—ag/¢NR2dx+...+aN/¢NRNd:r =0

formunda yazilabilir. FElde edilen sistem N tane denklem ve N tane ai,as,...,a,
bilinmeyenlerinden olusan bir sistemdir. Bu sistem ¢oziilerek aq, as, . . ., a, bilinmeyen

katsayilar1 bulunabilir. Boylece yaklagik ¢oziim,

N

u(e) = Ulx) =) a;0,(2)

=1
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egitligi kullanilarak bulunabilir.
2.5. RLW (Regularized Long Wave) Denklemi

RLW denklemi, € ve p reel sabitler, x ve t alt indisleri konum ve zamana gore

tiirevler ve v dalganin genligi olmak {izere,
Up + Uy + EUUY — PUyyy = 0 (2.104)
olarak verilen 3. mertebeden lineer olmayan bir kismi tiirevli diferensiyel denklemdir.

RLW denklemi ilk kez Peregrine tarafindan ardigik dalgalarin gelisimini
modellemek i¢in dnerilmistir (Peregrine, 1966). RLW denklemi i¢in solitary dalgasimin
hareketi ve iki solitary dalgasinin carpismasi test problemlerinde sinir sartlar
r — Zoo iken w, Uy, Uy, — 0 seklindedir. Onerilen sayisal yontemlerin
uygulanabilmesi i¢in konum araligi sonlu bir [a,b] bolgesine simirlandirilacaktir.

Boylece baglangic ve sinir sartlar:

w(a,t) = u(bt) =0,

o (a,1) = up(bt) =0, t € (0,T], (2.105)
Urz(a,1) = Use(b,t) =0,

w(@,0) = f(z), v €lab.

olarak alinacaktur.

RLW denklemi icin korunum sabitleri sirasiyla kiitle, momentum ve enerjiye

kargilik gelen
+oo
Cy = [ udz,
+oo
Co= [ (v®+ p(ug)?)dz, (2.106)
+oo
Cs= [ (v®+ 3u?)dx

—00

esitlikleri ile tamimlanmigtir (Olver, 1979). Korunum sabitlerinin tam degerleri ise



%)

paket programlari yardimiyla

6¢

C11 = ?7
2 2
Oy — 12¢ n 48kc ,u7 (2.107)
k 5
36¢2
=—1(4

03 5k ( C+5)

olarak bulunabilir.

RLW denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in ¢nerilen metotlarin dogrulugu, solitary
dalgasinin  hareketi ve iki solitary dalgasinin carpigmasi test problemleri ile

incelenecektir.
2.5.1. Solitary dalgasimin hareketi

[a, b] araliginda tanimh 3¢ genlikli, v = 1+¢ec dalga izl RLW denkleminin solitary
. ec
dalga ¢ozlimiinii veren analitik ¢oziimii k£ = o olmak {izere,
\/ 4pw

u(x,t) = 3esech? (k[r — o — vt]) (2.108)
formunda yazlabilir (Peregrine, 1966). (2.108) esitliginde ¢t = 0 alindiginda
u(z,0) = 3esech® (k[ — o)) (2.109)

baglangic sart1 elde edilebilir. (2.108) esitligi ile tepe noktasi Z, noktasina kargilik
gelecek sekilde yerlestirilmis bir solitary dalgasinin zaman i¢inde v hiziyla soldan saga
dogru hareketi modellenir. Dalganin genligi olan 3c ile hizini veren v ayn1 parametreyi

icerdiginden, genlik biiyiidiikce dalganin hizida biiytimektedir.

RLW denklemi i¢in solitary dalga olugumu test probleminde sinir sartlart x — +oo
iken wu, u,, u., — 0 seklinde oldugu belirtilmigti. Sayisal yontemi uygulayabilmek icin
sirlandirilacak olan [a,b] konum araligr sinir sartlarini saglayacak sekilde miimkiin

oldugu kadar genis secilecektir.
2.5.2. Iki solitary dalgasimn carpismasi

t = 0 basglangi¢ aninda, tepe noktalar sirasiyla z; ve Z9 noktalarina karsilik gelecek
sekilde [a,b] konum arahiginda yerlegtirilen 3¢; ve 3¢y genliklerine sahip iki solitary

dalgasinin hareketi,

u(x,0) = 3cisech? (ky [x — 71]) + 3cgsech? (kg [ — F3)) (2.110)



formunda modellenebilir. Burada k; =

96

EC;

(1 +ec) i = 1,2 dir. (2.110) esitliginde

c1 > cg ve Ty > T secimleri yapildiginda genlik olarak daha biiyiik olan dalga solda

kalacaktir. Genlik olarak biiyiik dalga daha hizli oldugundan bir miiddet sonra 6ndeki

genligi ve hiz1 diigiik olan dalgaya yetisecek ve bir carpigma gerceklesecektir. Burada

korunum sabitlerinin tam degerleri ise paket programi yardimiyla

olarak bulunabilir.

661 602

0 =2 02
T E TR
12¢2 48k3pu 12¢2 48kyc3p
O, — 2 1 2 2 ‘
2 i + 5 " 5 (2.111)
36¢2 4y 36¢2 4cy
Co="2[14+ = 214 =
3 k1<+5>+k2(+5
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3. RLW DENKLEMININ SAYISAL COZUMU iCiN
TRIGONOMETRIK KUADRATIK B-SPLINE GALERKIN YONTEMIi

Bu bolimde kuadratik trigonometrik B-spline Galerkin yontemi ile RLW
denkleminin sayisal c¢ozlimlerinin bulunmasi amaclanmigtir. Sayisal ¢oziim
aragtirilirken zaman pargalanmasi icin nerilecek olan yontemlerden ilki bu zamana
kadar da sik¢a caligilmig olan Crank Nicolson yontemi, digeri ise Crank Nicolson
yontemine gore dogrulugu daha yiiksek olan Adams Moulton yontemidir. Konum
ayrigtirilmasi igin ise kuadratik trigonometrik B-spline Galerkin yontemi ¢nerilmistir.
Yontemlerin uygulanmasi sonucunda 3 farkli lineerlegtirme kullanilmig, dolayisiyla 6
farkli yontem ile sayisal ¢oziim arastirilmistir. Yontemlerin uygulanmasi sonucunda,
konum ve zamana gore parcalanmis RLW denklemi cebirsel bir denklem sistemine
doniigtiiriilmiistiir. Bu sistem Thomas algoritmasi yardimui ile ¢oziilerek denklem
sisteminin bilinmeyenleri elde edilmis ve yaklagik coziimde yerine yazilip yaklagik
¢oziim Dbelirlenmigtir. ~ Sayisal ¢oziimiin dogrulugu ise iki test problemi igin

incelenmigtir.
3.1. I¢ Iterasyonlu Lineerlestirme
Bu boliimde lineerlestirme islemi igin i¢ iterasyon yapilacaktir.
3.1.1. Zaman parcalanmasi i¢in Crank-Nicolson yontemi (KDCN1)

2. boliimde tamtilan

Uy + Uy + EUUY — Py = 0 (3.1)

formundaki RLW denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in

u(a,t) = wu(b,t)=0,t>0 (3.2)

ug(a,t) = u,(bt)=0,t>0 (3.3)
siir sartlar ve f(z) sonradan belirlenmek tizere
u(w,0) = () (3.4
baglangi¢ sart1 kullanilacaktir. (3.1) denklemi

U = (U — fllgy), = — (up + cuny,) (3.5)
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formunda yazlabilir. (3.5) denkleminin zaman parcalanmasi ig¢in 2. boliimiinde

verilen

Un+1 ~ " + At (Ql(vt)’“'l + 92<Ut)n + 93(Ut>n_1) (36)

Adams Moulton yonteminde 6; = 03 = 1/2, 03 = 0 segimleri yapilirsa Crank-Nicolson

yontemi elde edilir. Boylece (3.5) esitligine Crank-Nicolson yéntemi uygulandiginda,
1
(U — pige)" ™ = (U — pig,)" — At (i(uaj + suux)”“) (3.7)

1
—At <§(ux + 5uux)")

sonucuna ulagilir. (3.7) esitligi diizenlenirse,

At At
u”+1 + 7 (Ux)nJrl + Tgu

At n  Ate n
—7(%) Ty U (uq)

n

n+1 (u )n+1 )n+1 —u

— 1 (Uge — i (Uga)"

T

(3.8)

olarak RLW denkleminin Crank-Nicolson yontemi kullanilarak zaman pargalanmasi
yapilmig esitligi elde edilic. W (z) agirlik fonksiyonu olmak iizere (3.8) esitligine
Galerkin metodu uygulanirsa,

b A A
f W(I‘) (un+1 + 7t (ux)n+1 + %unJrl (ux)n+1 — (umc)n+l> dl’ _

b At Ate (39)
[ W (z) (u” — 1t (Ug)" — - ()" — Tu” (Ux)n> dx
esitligine ulagilir.  Galerkin yonteminde W (x) agirhk fonksiyonu ve w,u, yerine
T,, trigonometrik B-spline fonksiyonlari kullanilacaktir. Bu boliimde kullanilacak
olan kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 2. mertebeye kadar siirekli

olduklarmdan (3.9) esitligindeki ikinci tiirev igeren integral alma iglemine kismi

integrasyon uygulanacaktir. Kismi integrasyon islemi sonucunda elde edilen
b b
/W(x)umdac = W(z)u,|" — /ungg(x)dm

ifadesinde
ugz(a,t) = ug(b,t) =0

sinir sartlar: kullanilirsa

b

/W(x)umdx = —/buxWx(:r)dx

a
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elde edilir.

[a,b] konum aralign N esit uzunluklu alt araliga pargalanirsa [z,,, Z,,+1] arahg
tizerinde W (x) agirlik fonksiyonu ve u, u, yerine 7T, trigonometrik kuadratik B-spline
fonksiyonlar1 kullanildiginda kismi integrasyon iglemi sonucunda (3.9) esitliginin

diizenlenmis formu olan,

m+1 Tm+1 Tm+1
DIy [ TTide ) 67 +p| [ TTjdx | 65+
j=m— Tm Tm

At [ Tt Ate mAl [ Tmi
+7 ( f TlTJ/dZE> 5?“ + Tgk > ( f LT (5Z+1) Tj’dx) 5?“}

Tm =m-—1 T

» - - (3.10)
_j:%;l { ( mf TiTjdm) 8% + ( xf T{T;dm> o
A Tm+1 A m+1 Tm+1
_ Al 1l TTdx ) o} — ate > f TTy (6%) Tidx | 67
2 Tom 2 k=m—1
yaklagimi elde edilir. Bu yaklasim [z, z,,41] araligl iizerinde olup

m =0,1,..., N —1 degerleri igin her bir araliktaki yaklagimlar birlegtirildiginde (3.9)

esitligine donecektir.

(3.10) ifadesinde & = = — x,,, doniigiimii yapilir ise,

m+1 {(ITTCE) 6n—|—1 + (fT/T/d§> 6n—|—1
j=m—1
AT
. ‘h’” (3.11)
b 1{(OfﬂTjd€> o[ 1) o
o
_ At (fTT’d§> g - Ale S (fTTk (&) T'd,g> 5"}
0 2 k=m—1

elde edilir. (3.11) ifadesindeki integralleri hesaplamak icin 2. boliimde elde
edilen T, 1,7}, 1,11 trigonometrik kuadratik B-spline esitlikleri kullanilacaktir.
Bu durumda her bir alt araliktaki eleman matrislerinin her bir elemam

t, J, k:m —1, m, m+ 1 olmak {izere,
h

h
Ay = /TiTjd& B;Z-:/M’}di, (3.12)
0

0
h h
Cs(0m) = / TiT: (0F) Tyds,  Dfj = / TiTjdg
0 0
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olarak alinabilir. (3.12) esitliklerinde verilen A® eleman matrisi

Amtm-1 Am—1m Am—1ms1
A= A1 Amm Anmn

Amitm—1 Amitm Amsime
seklinde yazilir. Matrisin  her bir elemani igin gerekli olan integrallerin
hesaplanmasinda trigonometrik kuadratik B-spline esitlikleri kullanilir. B¢ ve D¢
matrislerinin hesaplanmasi da benzer gekilde yapilir. C¢ matrisi ise integraldeki T}
nedeniyle diger matrislerden farkli sekilde bulunur. Bu matrisin her bir elemaninda &
indisinin m — 1, m,m + 1 adimlarindan kaynaklanan {icer eleman1 daha olacaktur.
C¢ eleman matrisinin ilk elemaninin bulunusunu 6rnek olarak gosterecek olursak

t =7 =m — 1 alindiginda

!

h h
CE () = / Ty Ty (67 1) Ty + / Tpu i T (57) T €
0 0

h
+ / Tre1 D1 (07y) Ty d€
0

bulunur. Bu buldugumuz esitlik, £ indisinin degerleri i¢in C¢ eleman matrisinin sadece
ilk elemanidir. Bulunan eleman matrislerinin m = 0,1,..., N — 1 i¢in uygun sekilde

birbirlerine eklenmesi sonucunda,
0= (5—17 507 B 75N—17 5N>T

olmak iizere (3.11) ifadesinden,

A+uD+%B + %c (5“*1)] ot = [AWD—%B—%C (6™)| 6"  (3.13)

elde edilir.

(3.13) denklem sistemi N + 2 denklem ve N + 2 bilinmeyenden olusan bir
sistemdir. Smir sartlarini sisteme adapte edebilmek i¢in denklem sistemindeki ilk

ve son denklemler silinerek bolgenin u¢ noktalarindaki
u(a,t) = u(b,t) =0

siir gartlart kullanilarak 8" ve &% yok edilirse (3.13) denklem sistemi N x N
matris sistemine indirgenmis olur. Ulasilan denklem sistemi 5’li Thomas algoritmasi

yardimiyla ¢oziilebilir.
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RLW denkleminin trigonometrik kuadratik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢oziimii arastirilirken elde edilen denklem sisteminin ¢oziilebilmesi icin
(6°1,89,-...0%)

baslangic vektoriiniin bulunmasi gerekir. Bunun i¢in RLW denkleminin baslangic sarti

olan
u(z,0) = f(x)

ve kuadratik trigonometrik B-spline egitlikleri kullanilabilir.
3.1.2. Zaman pargalanmasi i¢in Adams Moulton yontemi (KDAM1)
Bir onceki alt boliimde
U = (U — flgy), = — (up + cuny,)

formunda yazilan RLW denklemine, 6, = 5/12, 0, = 2/3, 03 = —1/12 segimleri i¢in

zaman pargalanmasi olarak 2. boliimde verilen
V" 2 0™ 4 AL (01 (v)" T A+ Oa(v)" + O3(0)" )

Adams Moulton yontemi uygulandiginda,

(U — pe)" ™ = (U — ptgs)™ — At(01 (uy + cung)" ™) — At(0a(uy + cuu,)™)

(3.14)
—At(03(uy + cuu,)" 1)
sonucuna ulagilir. (3.14) esitligi diizenlenirse,
U 4 0 AL ()" O Ateu T ()" — g ()T = 0" — g1 ()"
(3.15)

—Oa At ()" — Oy Ateu™ (uy)" — O3t (uy)" " — OgAteu™ " (u,)"

olarak RLW denkleminin Adams Moulton yontemi kullanilarak zaman parcalanmasi
yapimig egitligi elde edilir. W (x) agirlik fonksiyonu olmak iizere (3.15) esitligine

Galerkin metodu uygulanirsa,
b
[W () (u™ + 01AE (u,)" + 01 Ateu™ (u,)™ = (uge)"™) do =
b
[W (@) (0" = p (tga)” — 02N ()" — Op Atz ()" — At (11,)" (3.16)

—03Ateu! (ux)"_l) dx
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esitligine ulagilir.  Galerkin yonteminde W (z) agirhk fonksiyonu ve w,u, yerine
T,, trigonometrik B-spline fonksiyonlari kullanilacaktir. Bu boéliimde kullanilacak
olan kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 2. mertebeye kadar siirekli
olduklarindan (3.16) esitligindeki ikinci tiirev igeren integral alma iglemine kismi
integrasyon uygulanacaktir. Bir ¢nceki alt boliimde gosterdigimiz sekilde (3.16)
esitligindeki

b
/W(m)umdx

integraline kismi integrasyon uygulanmasiyla

b

/W(x)umdx = —/buxWx(:r)dx

a

elde edilir.

[a,b] konum aralign N esit uzunluklu alt araliga pargalanirsa [z,,,Z,,+1] arahg
iizerinde W (x) agirlik fonksiyonu ve u, u, yerine 7T, trigonometrik kuadratik B-spline
fonksiyonlar1 kullamldiginda kismi integrasyon islemi sonucunda (3.16) esitliginin

diizenlenmis formu olan

m+1 Tm+1 Tm+1
> [ Tilidz ) +p| [ TiTidx
j:m—l Tm Tm

Tm+1 m+1 Tm+1
+01At< [ Tz-T]fdx)—i—QlAts 3 ( [ T (62*1)7yd:1:>}6§?+1

k=m—1 Tom

m+1 Trmt1 Tl Tynt1
- ¥ { ( i TiTjdm) + 1 ( i TZ-’T]{dx> — O At ( / Tﬂ?dw) (3.17)
I=m—1 Tm Tm

J Tm

m+1 Tm+1 m—+1 Tm+1
— O Ate > [ T (6p) Tidx | ¢ 07 + >0 < 0sAt| [ TTjdx

k=m—1 Tm j=m—1 Tm

m+1 Tm+1
+ O30t Y ( [ TT, (5;;—1)T;dx>}5;—1

k=m—1

Tm

yaklagimi elde edilir. Bu yaklagim [x,,, Z,,,+1] aralig1 iizerinde olup m = 0,1,..., N —1
degerleri igin her bir alt araliktaki yaklagimlar birlegtirildiginde (3.16) esitligine

donecektir.
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(3.17) ifadesinde ¢ = = — x,, doniigtimii yapilir ise

m+1 h h
¢ (o) ()
1 0 0

j=m-—

h m+1 h
+ 61 At ( g‘ Tﬂ’;d{) +0,1Ate Y ( [TT. (57+) T;df) } 5t

k=m—1 \0

() e

i —1

Y (fTiT;dg) PNNE > (fm (5Z)T;d€>}57
0

k=m—1 \0

m+1 h m+1 h
+ Y OsAt { (f nT;dg) DY (f T (07 7) T;d§> } &
0

j=m—1 k=m—1 \0

elde  edilir. (3.18)  ifadesindeki  integralleri ~ hesaplamak  ig¢in 2.
bolimde elde edilen 7T, 1,7, Tn+1  trigonometrik  kuadratik  B-spline
esitlikleri  kullanilacaktir. Dolayisiyla  her bir alt araliktaki eleman
matrislerinin  her bir elemam ,j,k = m — 1, m, m + 1

olmak {izere

h h
a, = [1rde By - [T (3.19)
0

J
0
h

h
cy6) = [TmEnTae D= [ 1T

0 0
olarak almabilir.  (3.19) egitliklerinde gosterilen tiim matrisler bir ©nceki alt
boliim olan zaman pargalanmasi igin Crank-Nicolson yonteminde anlatildigr sekilde
hesaplanir. Bulunan tiim eleman matrislerinin m = 0,1,..., N — 1 i¢in uygun sekilde

birbirlerine eklenmesi sonucunda,
8 =(6_1,00,--.,0n_1,0n)"
olmak tizere (3.18) ifadesinden
[A+uD+6;AtB + 6, AteC (6"1)] 6" =
[A+uD—0,AtB—0,AteC (™) 8" (3.20)
[ AIB 05 A1C (571)] 57

elde edilir.
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(3.20) denklem sistemi N + 2 denklem ve N + 2 bilinmeyenden olusan bir
sistemdir. Siir sartlarini sisteme adapte edebilmek i¢in denklem sistemindeki ilk

ve son denklemler silinerek bolgenin ug noktalarindaki
u(a,t) = u(b,t) =0

siir gartlar kullanilarak 6" ve 63! yok edilirse (3.20) denklem sistemi N x N
matris sistemine indirgenmis olur. Ulagilan denklem sistemi 5’li Thomas algoritmasi

yardimiyla ¢oziilebilir.

RLW denkleminin trigonometrik kuadratik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢oziimii aragtirihirken elde edilen (3.20) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi igin
(6%1,00,...,0%)

baslangic vektorii ve

(611,80, ---,0y)

vektoriiniin  bulunmas1 gerekmektedir.  Baslangic vektorii basglangic sartindan

bulunabilirken,

(61,00, ....0y)

vektoriiniin bulunabilmesi icin ise Crank-Nicolson programda bir kez ¢aligtirilmalidir.
3.2. Lineerlestirme 1

Bu boliimde lineerlestirme iglemi igin Rubin Graves tarafindan o6nerilen

lineerlegtirme kullanilacaktir.

3.2.1. Zaman parcalanmasi i¢in Crank-Nicolson yontemi (KDCNZ2)

v = (U — pyy), = — (uy + cuuy)

formunda yazilan RLW denklemine

Un+1 ~ Un + At (91(1),5)”+1 + 92<Ut)n + 03(Ut>n_1)
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Adams Moulton yonteminde 6, = 05 = 1/2, 03 = 0 segimleri yapilirsa Crank-Nicolson
yonteminin elde edilecegi belirtilmigti. (3.5) formunda yazilan RLW denklemine

Crank-Nicolson yontemi uygulandiginda (3.7),

(U — plpe)" T = (U — pttg,)™ — At (%(um + auuz)”H) — At <%(um + &tuum)”)

sonucuna ulagilmigt1. Elde edilen (3.7) esitligi (n + 1). zamana gore lineer degildir.

Bu egitligi lineerlegtirmek i¢in Rubin ve Graves tarafindan énerilen
(ue)"™ = wmu - w4 O((AL)?) (3.21)

esitligi kullanilarak lineerlegtirme yapilirsa,

At eAt
n+1 =", n+l o=
+ 5 U, — + 5

olarak RLW denkleminin Crank-Nicolson yéntemi kullanilarak zaman parcalanmasi

At
("™ ) — T = " — —u” -, (3.22)

u T 9 = -
yapilmig ve Rubin Graves lineerlestirilmesi ile (n + 1). zamana gore lineer hale

getirilmig egitligi elde edilir. W (x) agirhk fonksiyonu olmak iizere (3.22) esitligine

Galerkin metodu uygulanirsa,

b At At

[ W (z) (u’“rl + 71@“ + %(u”u?“ +uly" ) — uu§;1> dr =

¢ (3.23)

b At

[ W (z) (u” — 7'&2 — ,uugz) dx
esitligine ulagihr. Galerkin yonteminde W (z) agirhk fonksiyonu ve u,u, yerine T,
trigonometrik B-spline fonksiyonlari1 kullanmilacaktir. Kullanilacak olan kuadratik
trigonometrik B-spline fonksiyonlar: 2. mertebeye kadar siirekli olduklarindan (3.23)

esitligindeki ikinci tiirev iceren integral alma iglemine 6nceki boliimlerde gosterdigimiz

sekilde kismi integrasyon uygulanacaktir. (3.23) esitligindeki

b
/ W(x)uzdx

integraline kismi integrasyon uygulanmasiyla

b b
/W(x)umdx = —/uxWx(x)dx

elde edilir.  [a,b] konum araligi N egit uzunluklu alt araliga parcalanarak,
[T, Tyt araligy tizerinde W () agirhik fonksiyonu ve wu, u, yerine T, trigonometrik
kuadratik B-spline fonksiyonlari kullanilarak kismi integrasyon islemi sonucunda

(3.23) egitliginin diizenlenmis formu olan,
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m+1 Tm+1 At Tm+1 , Tm41 -
3 [ TiT;dx ~|—? [ TTde | +p| [ TiTjdx

Jj=m-—1 Tm Tm Tm

gAt m+1 Tm+1 , Tm+1 ,
t X J T (6p) Ty | + | [ TT5 (67) Tyda
k

=m—1 T

] } ot (3.24)

m-+1 Tm+1 At Tm4-1 , Tm4-1 . n
-3 [ T,Tidx -5 [ TTdx | +p| [ TiTidx | p0;
J=m— Tm Tm Tm

yaklagimi  elde edilir. Bu yaklasim [z, z,41] arahg iizerinde olup

m = 0,1,..., N — 1 degerleri icin her bir araliktaki yaklagimlar birlestirildiginde
(3.23) esitligine donecektir.

(3.24) yaklagiminda & = x — x,,, doniisiimii yapilirsa,

m+1 h At h ’ h
£ {(je) 2 () o )
0 0

j=m—1 0
eAt ! n n / i gy n+1
58 |(frmennie) « (frmenna)| o (3.25)
m+1 h At h h
- 5 ([ rmae) - 5 ([ rae) +u (frimae) o
=g 2 \; j . j j

elde edilir. (3.25) ifadesindeki integralleri hesaplamak icin 2. boliimde elde
edilen T}, 1,7}, 1,11 trigonometrik kuadratik B-spline esitlikleri kullanilacaktir.
Bu durumda her bir alt araliktaki eleman matrislerinin her bir elemam

i,J,k 3 m—1,m,m+ 1 olmak {izere
h hoo h ,
Ag = [TTyde, By = [TTdE, G5 (8") = [T (0) T;de,
0 0 0

(3.26)

h
Diej - bfTi,T;dfy E% <5n) - {ETk (52) Tjd§
olarak almabilir. (3.26) ifadesinde verilen tiim eleman matrislerin hesaplanmasi
daha once gosterildigi sekilde yapilir.  Elde edilen tiim eleman matrislerinin

m=0,1,..., N — 1 icin uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda ise
0= (5717 507 s 751\/717 5N)T

olmak tizere (3.25) ifadesinden

A+GBiS (€@ +B@) D7 = |a-S'B D6 o)
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elde edilir.

(3.27) denklem sistemi N + 2 denklem ve N + 2 bilinmeyenden olusan bir
sistemdir. Smir sartlarini sisteme adapte edebilmek i¢in denklem sistemindeki ilk

ve son denklemler silinerek bolgenin u¢ noktalarindaki
u(a,t) =u(b,t) =0

siir gartlart kullanilarak 6" ve 63! yok edilirse (3.27) denklem sistemi N x N
matris sistemine indirgenmis olur. Ulagilan denklem sistemi 5’li Thomas algoritmasi

yardimiyla ¢oziilebilir.

RLW denkleminin trigonometrik kuadratik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢oziimii aragtirilirken elde edilen denklem sisteminin ¢oziilebilmesi icin
0 0 0 0
(5_1, 50, ce ey 5N—17 5N)

baslangic vektoriiniin bulunmas: gerekir. Bunun i¢in RLW denkleminin baglangic sarti

olan
u(z,0) = f(z)

ve kuadratik trigonometrik B-spline esitlikleri kullanilabilir.
3.2.2. Zaman parcalanmasi i¢in Adams Moulton yéntemi (KDAM2)
(3.5) de gosterildigi gibi RLW denklemi
v = (U — flgy), = — (Uy + cuty)

formunda yazlabilir. Bu egitlik i¢in 6; = 5/12,0, = 2/3,05 = —1/12 segimleri ile

zaman parcalanmasi olarak 2. boliimde verilen
v~ ™ AL (Ql(vt)”+1 + Os(v)" + Qg(vt)”_l)
Adams Moulton yontemi uygulanmig ve agagidaki (3.14)

(4 — pttge)" ™ = (u — ptgy)™ — At(01 (uy + cun,)" ™) — At(02(uy + cun,)™)

—At(03(uy + cuuy,)" 1)
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esitligi elde edilmistir. (3.14) esitligini lineerlestirmek igin
(ug)™ ™ = umu ™t T — w4+ O((A)?)

Rubin Graves lineerlestirilmesi kullanilirsa

W O AL (1) 01 Ate (U™ () () ) — g (uge)" T =
u" — o (Uge)” — Ot (ug)" + (01 At — OxAte)u™ (uy)" (3.28)
—O3At((ug)" +eu (ug)" )

seklindeki RLW denkleminin Adams Moulton yontemi kullanilarak zaman
pargalanmasi yapilmig ve Rubin Graves lineerlegtirilmesi ile (n + 1). zamana gore
lineerlestirilmis esitligi elde edilir. W (z) agirhk fonksiyonu olmak iizere (3.28)
esitligine Galerkin metodu uygulanirsa,

b

[W () (u™™ + 1AL (u,)" + 01 Ate (u ()" + () "u™ 1)

a

— 11 (tae)" ) i = fb W () (u™ — i (ugg)™ — O3 ()" (3.29)

H(01Ate — O Ate)u" (u,)" — 032t ((up)" ™ + et (uy)" ")) do

esitligine ulagihr. Galerkin yonteminde W (x) agirlik fonksiyonu ve wu,u, yerine T),
trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 kullanilacaktir. Bu béliimde kullanilacak olan
kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlari daha ¢nce de bahsedildigi iizere 2.
mertebeye kadar siirekli olduklaridan (3.29) esitligindeki ikinci tiirev igeren integral
alma iglemine kismi integrasyon uygulanacaktir. Daha 6nce gosterdigimiz sekilde

(3.29) esitligindeki
b
/ W (x)uzdx

integraline kismi integrasyon uygulanmasi sonucunda

b b
/W(x)umdx = —/ume(:c)dx

elde edilir. [a,b] konum araligt N egit uzunluklu alt arahga parcalanirsa,
[T, Tmy1] araligy tizerinde W () agirhk fonksiyonu ve wu, u, yerine T, trigonometrik

kuadratik B-spline fonksiyonlari kullanildiginda kismi integrasyon iglemi sonucunda
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(3.29) egitliginin diizenlenmis formu olan

m—+1 Tm+1 Tm+1 Tm+1
B (Frmmar) (T 7] e (7

Tm+1 Tm+1
( [ <52>T;das> +< [ <6z>rjdx> }69*1

m+1 Tm+1 Tm+1 Tm+1
- 3 {( / TiTjdx> —|—u< i T;T;dac) —92At< 1l T,T;dm) (3.30)
1

m—+1
+ 91At€ Z

k=m—1

Jj=m Tm Tm Tm

m+1 Tm+1
+ > | TiT, (6y) Tidx | (01Ate — O:Ate) o 0%

k=m-—1 T

m+1 Tm+1 m+1 Tm+1
+ Y OAtS | [ TTyde | +e Y | [ T (0777) Tidx | o7t

j=m—1 Tom k=m—1 Tm

yaklagimi  elde edilir. Bu yaklasim [z, z,41] arahg iizerinde olup

= 0,1,...,N — 1 degerleri i¢in her bir araliktaki yaklagimlar birlestirildiginde
(3.29) esitligine donecektir.

(3.30) yaklagiminda & = x — x,,, doniisiimii yapilirsa,
{ (f T.T, d§> tu (f T'T'dg) +O0,AL <fTT'd,g>
1

m+1

j=m—
m—+1 m—+1

+ 01 Ate [ > 1 (fTT,C 5n)T'd§> + (fTiT,Q (5Z)Tjd§)} } DA

k= k=m—1

mﬂ { (;f:TT d§> +u ( [ T’T’d{) — 0, ( [ TT/dg) (3.31)

j=m—1
m+1

h
(f 7Ty (03) def) (0, Ate — 92At5)} 0"
k m—1
m-+1 0 h m+1
+ Y O3A¢ { (fTT;d§> +e (fTTk (6r ) T'd§>}5y—1

j=m—1 0 k=m—1 \0
elde edilir. (3.31) yaklagimindaki integralleri hesaplamak i¢in 2. béliimde elde
edilen T, 1,71, T,,+1 trigonometrik kuadratik B-spline esitlikleri kullanilacaktir.

Bu durumda her bir alt araliktaki eleman matrislerinin her bir elemani

t,J,k 3 m—1,m,m+ 1 olmak iizere

h h
Afy = [ TiTyde, By = [TTde. G5 (8") fTTk (7) Tide,

(3.32)
h h |
Djj = [TTjde, 5 (8") = [ TiT (6) Ty
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olarak almabilir.  Yukarida tanimlanan eleman matrislerinin nasil hesaplandig:
bu bolimiin baginda gosterilmistir. Elde edilen tiim eleman matrislerinin

m=0,1,..., N — 1 icin uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda,
0= (5—17 60 R 6]\/—17 6N)T

olmak iizere (3.31) ifadesinden
[A+uD+0,Ate (C (™) + E (6")) +0,AtB] 6" =
[A+uD+ (01 Ate — 0:Ate) C (™) —0,AtB] 6" (3.33)
— [QgAtB + QgAtSC (6“‘1)] (Sn_l

elde edilir.

(3.33) denklem sistemi N +2 denklem ve N +2 bilinmeyenden olugan bir sistemdir.

Sinir sartlarini sisteme adapte edebilmek i¢in denklem sistemindeki ilk ve son denklem

silinerek bolgenin ug noktalarindaki
u(a,t) = u(b,t) =0

siir sartlar kullanilarak 6" ve 63! yok edilirse (3.33) denklem sistemi N x N
matris sistemine indirgenmis olur. Ulasilan denklem sistemi 5’li Thomas algoritmasi

yardimiyla ¢oziilebilir.

RLW denkleminin trigonometrik kuadratik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢Oziimii aragtirilirken elde edilen (3.33) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi igin
(80,00, 6%)

baglangic vektorii ve
(611,80, -...0y)

vektoriiniin bulunmas: gerekmektedir. Baglangic vektorii basglangic sartindan elde

edilebilirken,
(611,80, -.-.0y)

vektoriiniin bulunmasi i¢in Crank-Nicolson programda bir kez caligtirilmalidir.
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3.3. Lineerlestirme 2

Bu boliimde lineerlegtirme islemi i¢in Rubin Graves lineerlestirmesine benzeyen,

dogrulugu daha yiiksek olan yeni bir lineerlestirme 6nerilecektir.
3.3.1. Zaman pargalanmasi i¢in Crank-Nicolson yéntemi (KDCN3)
(3.5) de gosterildigi tizere RLW denklemi
U = (U — flgy), = — (up + cuny,)

formunda yazlabilir. Bu RLW denklemine zaman parcalanmasi i¢in 2. boliimde
gosterilen

’Un+1 ~ 'Un + At («91(vt)"+1 + ‘92<Ut)n + 93(1]15)”71)

Adams Moulton yontemi uygulamir ve ¢; = 6 = 1/2, 03 = 0 segimleri yapilirsa,
Crank-Nicolson yonteminin elde edilebilecegi daha o6nce de belirtilmigtir. (3.5)

formunda yazdigimiz RLW denklemine Crank-Nicolson yontemi uygulandiginda

At N
T(uz + euuy)

n+1 __ At

(U = pgz)™™ = (U — pugy)" — 7(“96 + eug)

n+l

esitligi elde edilmisti. Elde edilen (3.7) egitligini (n + 1). zamana gore lineerlestirmek

i¢in bir 6nceki lineerlegtirmeden farkh bir lineerlegtirme uygulayacagiz. (3.7) esitligine

1 - _ _
T = 2uu T — T 4 2um T — T T 20 (3.34)

(uu, -

+2umt” — dumul — w4 O((A)Y

x_

lineerlestirmesi uygulanirsa,

w4 % (2(ug) " u" ™ — (ug)" T 4 2um (uy) T — u T (g )"
o)™ = )™ = ()"~ S )"

+u (ug)" <3A2t€> N %@“n_l ()" + 2(ua)"~ ") .
—I—%u”_l (um)nf1

olarak RLW denkleminin Crank-Nicolson yéntemi kullanilarak zaman parcalanmasi

yapilmig ve tanimlanan lineerlegtirme ile (n 4+ 1) . zamana gore lineerlegtirilmis esitligi
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elde edilir. W(x) agirhk fonksiyonu olmak iizere (3.35) esitligine Galerkin metodu

uygulanirsa,
oo (s 8
+% (2(ug) ™ — ()" M 4 20 (g )" — un_l(uz)“l)) dr =
fW(w) (u” — 1t (tge)" — % ()" + U (11)" (3A2t5> (3.36)
- S ) 2 S ) )

esitligine ulagilir.  Galerkin yonteminde W (z) agirhk fonksiyonu ve w,u, yerine
T,, trigonometrik B-spline fonksiyonlari kullanilacaktir. Bu boliimde kullanilacak
olan kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 daha énce de bahsedildigi {izere
2. mertebeye kadar siirekli olduklarindan (3.36) esitligindeki ikinci tiirev igeren
integral alma iglemine kismi integrasyon uygulanacaktir. Bu boliimiin baginda da

gosterdigimiz sekilde (3.36) egitligindeki

b
/W(m)umdx

integraline kismi integrasyon uygulanmasiyla

b b
/W(x)umdx = —/uxWx(x)dx

elde edilir. [a,b] konum araligl N egit uzunluklu alt arahiga parcalanirsa, [z, Tmy 1]
aralig1 tizerinde W (x) agirhk fonksiyonu ve u, u, yerine T, trigonometrik kuadratik
B-spline fonksiyonlar1 kullamldiginda kismi integrasyon iglemi sonucunda (3.36)

esitliginin diizenlenmis formu olan
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m—+1
D
j=m—1

Tm+1 Tm+1 At Tm+1
f TiTidx | +p| [ T/Tjdx —1—7 | TTjdx

Ate +1 Tm+1 Tm+41 1
+5 5 2 mmen e ) < (] T (07 Tae
Tm+1 Tm+1 1 1
2 [ TiT (67) Tidx | — [ TT (5’,};7 )Tj’dx 5;”
m+1 Tm+1 Tm+1 - At [ Tmit1 ,
_j:%:_l zf TiTdx | + p xf 1/Tdx — xf T;T;dx (3.37)
m+1 Tm+1 At
+ T s T | (225
k=m—1 Tom J 2
5 m—+1 Tm+1 Tm41
z 2 [ T (op ) Tida | + | [ LI (637") Tyda | | 3 6%
m+l Ate [ mtl [ @mi . .
> T{ 2 (f LT (35 1)T;dw)}5j1
j=m—1 k=m—1 Tm
yaklagimi elde edilir. Bu yaklasim [z, z,,41] araligl iizerinde olup
= 0,1,...,N — 1 degerleri i¢in her bir araliktaki yaklagimlar birlestirildiginde

(3.36) egitligine donecektir.

(3.37) yaklagiminda & = x — x,,, doniisiimii yapilirsa,

b {(fTng) ny (j’T'T'dg) LA (fTT'dg)

Ate m+tl 1
55 o(frmonmae) - (frm o) mae)
k=m—1 0 0
w2 (fnmen ) - (fm o)) Lo
m+1 h At
_ {([Tng) +u(f71T'd§) 2 (fTT’dg) (3.3%)
Jj=m—1 0
v 8 (frmonma) (357)
Ate mtl

-5 8 o (frm ey mae) + ([ () mae ) o

m+1 m~+1
S (fTTk(én 1)T’d§)}5 -
‘]:mfl 2 k=m—1

elde edilir.  (3.38) ifadesindeki integralleri hesaplamak igin 2. boliimde elde
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edilen T, 1,71, T,,+1 trigonometrik kuadratik B-spline esitlikleri kullanilacaktir.
Bu durumda her bir alt araliktaki eleman matrislerinin her bir elemani

i,J,k 3 m—1,m,m+ 1 olmak iizere

h h h
A = bszTjd& B, = L({,I%,-Tjd§7 Ci; (8") = {ﬂTk (0%) T;ds,

(3.39)
h oo
Di; = bfTi/T]{dé B (") = OfTiTk (0%) Tjd¢
olacaktir. Yukarida tanimlanan eleman matrislerinin  nasil  hesaplandig:

bu boliimiin baginda gosterilmistir. Elde edilen tiim eleman matrislerinin

m=20,1,..., N — 1 icin uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda,
0= (5717 60 R 6N717 6N)T

olmak iizere (3.38) ifadesinden

[A+MD+%B + % (2E(6") —E(6"") +2C(6") - C (5"—1))} &' =
lAJruD—%BJr?)%C (6") — Ate (C (5" ) + B (5711))] 5" (3.40)
i [%C (dn—l)] P!

elde edilir.

(3.40) denklem sistemi N +2 denklem ve N +2 bilinmeyenden olusan bir sistemdir.
Sinir sartlarini sisteme adapte edebilmek i¢in denklem sistemindeki ilk ve son denklem

silinerek bolgenin ug noktalarindaki
u(a,t) = u(b,t) =0

siir gartlart kullanilarak 6”1 ve 8% yok edilirse (3.40) denklem sistemi N x N
matris sistemine indirgenmis olur. Ulasilan denklem sistemi 5’li Thomas algoritmasi

yardimiyla ¢oziilebilir.

RLW denkleminin trigonometrik kuadratik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢oziimii arastirilirken elde edilen denklem sisteminin ¢oziilebilmesi icin

(6°,.63,...,6%)
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basglangic vektoriiniin bulunmas: gerekir. Bunun i¢in RLW denkleminin baglangic sarti

olan
u(z,0) = f(x)

ve kuadratik trigonometrik B-spline esitlikleri kullanilir.
3.3.2. Zaman pargalanmasi i¢in Adams Moulton yontemi (KDAMS3)
RLW denklemi (3.5) de gosterildigi gibi
v = (U — flyy), = — (Up + cUly)

formunda yazilabilir. (3.5) esitligine 6, = 5/12,05 = 2/3,605 = —1/12 segimleri ile 2.

boliimde gosterilen
V" 2 0™ 4 AL (01 (v)" T A+ Oa(v)" + O3(0)" )

Adams Moulton yontemi uygulanmig ve

(4 — ptge)" ™ = (u — ptgs)™ — At(01 (uy + cun,)" ™) — At(02(uy + cuu,)™)
—At(03(uy + cuuy)" 1)

esitligi elde edilmigtir. Bu alt boliimde daha once elde edilen yukaridaki (3.14)
esitligini (n + 1). zamana gore lineerlegtirmek i¢in Rubin Graves lineerlegtirmesinden

farkl bir lineerlegtirme uygulanacaktir. (3.14) esitligine

1 _ _ _
(uug)"™ = 2u ™ — T 2T — T 20

" — At — "+ O((ADY)

lineerlegtirmesi uygulanirsa
w4 Oy AL (1) 0 Ate (2(ug) u T — (up) Y+
20 (a1 Y o1, ) — () =
U — i (Ugy)" — 02 (ug)" + u"(u,)" (46, Ate — O Ate)— (3.41)
01 Ate(2u" ! (ug)" + 2(ug)" u™) — O3At (uy)" ' +
u (up)" " (01 Ate — BsAte)

olarak RLW denkleminin Adams Moulton yontemi kullanilarak zaman parcalanmasi

yapilmig ve tanimlanan lineerlegtirme ile (n + 1). zamana gore lineer hale getirilmis
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esitligi elde edilir. W (x) agirhik fonksiyonu olmak iizere (3.41) esitligine Galerkin

metodu uygulanirsa,
b
TW () (u™™ + 018 (u,)" + 01 Ate (2(ug) u™ ! — (u,)" tum+?
4 2un(um)n+1 o un—l(um)n—&-l) — (uzm)n-f—l) dr =
A 3.42
W (@) (" = pt (ge)” — 02 ()" + ™ ()" (40, Abe — Oy Ate) (3.42)
— 01 Ate(2u" 1 ()" + 2(up)" M) — O3 At (uy)"

+ u L (uy)" "t (01 Ate — 03Ate)) dx

esitligine ulagilir.  Galerkin yonteminde W (z) agirhk fonksiyonu ve w,u, yerine
T,, trigonometrik B-spline fonksiyonlari kullanilacaktir. Bu boéliimde kullanilacak
olan kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 2. mertebeye kadar siirekli
olduklarmdan (3.42) esitligindeki ikinci tiirev iceren integral alma iglemine kismi

integrasyon uygulanacaktir. Daha 6nce de gosterdigimiz sekilde (3.42) esitligindeki

b
/ W(x)uzdx

integraline kismi integrasyon uygulanmasiyla

b b
/W(x)umdm = —/ungg(ac)dac

elde edilir. [a,b] konum arahigi N esit uzunluklu alt araliga parcalamirsa, @, Tm11]
araligl iizerinde W (x) agirhik fonksiyonu ve u, u, yerine T,, trigonometrik kuadratik

B-spline fonksiyonlar: kullanildiginda kismi integrasyon iglemi sonucunda
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(3.42) egitliginin diizenlenmis formu olan

m+1 Tm+1 Tm+1 . Tm41 :
j:;n:_l | TTidz | +u| [ T]Tidx | +60,At i TiTidx

m+1 Tm+1 Tm41
+ 014t Y 2( J ETé(5Z)7}dfC)—< | T, (521)Tjda:>
n+1

k=m—1

Tm+1 T
2( S TT <5Z>T5dw> - ( | T (57 Td>

m+1 Tm+1 Tm+1
-2 | TTyde | +p| [ T/Tjdx

(3.43)
Tm+1 m+1 Tm+1
T k=m—1 T
m+1 Tm+1 Tm+1
—01 Ate 2 2 [ T (op ) Tida | + | [ TT (637") Tyda | | 5 6%
k= Tm Tm
m+1 Tm+1
j=m—1
m—+1 Tm+1
— Z f TTk (Sn 1)T’dx (91At€—93At€) 5?71
k=m—1
yaklagimi elde edilir. Bu yaklasim [z, Z,,41] araligi iizerinde olup

m = 0,1,..., N — 1 degerleri icin her bir araliktaki yaklagimlar birlestirildiginde
(3.42) egitligine donecektir.
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(3.43) ifadesinde ¢ = x — x,, doniigiimii yapilirsa,

b {(fTT d§> ny (fT'T'dg) -0, A (fTT'dg)
j=m—1
m+1 h
ANEDS {2 (f T (57) Tdf) (f TTL (57 T;-d&)
k=m—1 0

+ 2 (fTTk (o7) T;dg) (fTTk (67~ 1)T’d§)”(sy+l

5 ()
j=m—1 0

h
J
h m+1 h
—0, At ( I Tﬁ;dg) + 3 ( [TT (57 T’dg) (46, Ate — B,Ate)
0 k=m 0

=m—1

(3.44)

e S o (P opy 1) o ([ () e Loy
0 0

k=m—1

m-+1 h
-5 Lo ()
j 0

j=m—1
m—+1 h . .
-5 ( J T (37 T;d§> (0, Ate — 93At€)} o

elde edilir. (3.44) ifadesindeki integralleri hesaplamak icin 2. boliimde elde
edilen T, 1,71, 1,1 trigonometrik kuadratik B-spline esitlikleri kullanilacaktir.
Bu durumda her bir alt araliktaki eleman matrislerinin her bir elemam

t,J,k 3 m—1,m,m+ 1 olmak iizere

h h
A5y = [ TiTyde, By = [TiT5de, G (8") fTTk (67) Tde,

(3.45)

h
D = [T/TidS,  Ef;(8") = [T, (5%) Tydé
0 0
olacaktir. Yukarida tanimlanan eleman matrislerinin nasil hesaplandigi bu boliimiin
basinda gosterilmigtir. Elde edilen tiim eleman matrislerinin m =0,1,..., N — 1 icin

uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda,
0= (5—17 50 ) 5N—la 6N)T

olmak tizere (3.44) ifadesinden



79

[A+uD+6,AtB
+ 0, Ale (2B(8") — B (8"71) +2C (8") — C (6"71))] 6™ =
[A+uD—6,AtB (3.46)
+ C(8") (46, Ate — O,Ate) — 01 Ate (2C (6"71) 4+ 2E (6"7))] 6"+
[—0;sAtB + C (6"7') (01Ate — G3A¢te)] 6™
elde edilir.
(3.46) denklem sistemi N +2 denklem ve N +2 bilinmeyenden olusan bir sistemdir.

Sinir sartlarini sisteme adapte edebilmek i¢in denklem sistemindeki ilk ve son denklem

silinerek bolgenin ug noktalarindaki
u(a,t) = u(b,t) =0

siir sartlar kullanilarak 6" ve 63! yok edilirse (3.46) denklem sistemi N x N
matris sistemine indirgenmis olur. Ulagilan denklem sistemi 5’li Thomas algoritmasi

yardimiyla ¢oziilebilir.

RLW denkleminin trigonometrik kuadratik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢Ozlimii aragtirilirken elde edilen (3.46) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi igin
(6%1,89,-..,0%)

baglangic vektorii ve
(61,,88....5%)

vektoriintin  bulunmas1 gerekmektedir.  Baslangig vektorii baglangic sartindan

bulunabilirken,

(64,84, ....6%)

vektoriiniin bulunmast i¢in Crank-Nicolson programda bir kez ¢aligtirilmalidir.
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3.4. Test Problemleri
3.4.1 Solitary dalgasinin hareketi test problemi

[a, b] araliginda tanimli 3¢ genlikli, v = 1+¢ec dalga hizlh RLW denkleminin solitary

dalga analitik coziimii k = 48—0 olmak iizere
\/ 4p0

u(z,t) = 3csech? (k[x — Ty — vt])
olarak ilk boliimde verilmisti. Analitik ¢oziimde ¢ = 0 alindiginda
u(z,0) = 3csech® (k[ — o))
baglangic sart1 elde edilebilir.

Baslangig sart1 kullamlarak RLW denkleminin ti¢ korunum sabitinin tam degerleri

Ci=—, Gy= C3 = — 3

6c 12¢2 n 48k 362 . dc
k k 5 k

olarak bulunabilir.

Bu test probleminde ¢ = p = 1, £y = 0 parametreleri, —100 < x < 120 tanim
araliklar1 secilerek 3c genlikli, o = 0 noktasina tepe noktasi karsilik gelecek gekilde
yerlestirilmig bir solitary dalgasinin v = 1 + ec hizla saga dogru hareketi 0 < ¢ < 20
zaman araliginda incelenmistir. Verilen parametreler ve tanim araliklar: igin ¢ = 0.1
secimi yapilarak onerilen tiim yontemler icin elde edilen sonuclar tablolar halinde ve

hata grafikleri cizilerek verilecektir.

h = At = 0.1 se¢imi yapilarak belirli zamanlardaki dalganin konumunu gosteren
sekil sadece KDCN1 metodu igin Sekil 3.1.’de verilmisgtir. Seklin sadece bir metot
icin cizilmesinin sebebi diger metotlar i¢in cizilen sekillerle bu sekil arasinda gorsel
bir fark olmamasindan kaynaklanmaktadir. Sekil 3.1. incelendiginde £ = 0 aninda
tepe noktasi o = 0 noktasina karsilik gelecek sekilde yerlestirilen solitary dalgasinin

zamanla seklinde bir bozulma olmadan hareket ettigi goriilebilir.
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zaman 10

Sekil 3.1. h = At = 0.1 igin cesitli zamanlardaki U(z,t).

Ilk olarak konum ve zaman artimi aym secilerek hata normlari, hesaplama
zamanlar1 ve mertebeler Cizelge 3.1.’de verilmistir. Cizelge 3.1.’de goriildiigii gibi,
tiim yontemlerdeki konum va zaman artimi degerleri 2’den 0.01’e kadar azaldikca, hata
normlar1 da azalmaktadir. Crank-Nicolson yontemlerinin hata normlar1 birbirlerine
yakin iken, Adams Moulton yontemlerinden KDAM1 ve KDAMS3%in, KDAM?2
yontemine gore daha iyi sonuclar verdikleri soylenebilir. KDCN1 ve KDAMI ile
temsil edilen i¢ iterasyonlu yontemler iyi sonuclar vermelerine kargin, hesaplama
zamani diger yontemlere gore daha fazladir. Bununla birlikte lineerlestirme 3 alt
boliimiinde onerilen lineerlestirmenin kullamldigt KDCN3 ve KDAMS, i¢ iterasyon
ile lineerlegtirme kadar iyi sonuglar vermis, aymi zamanda da hesaplama zamani
agisindan biiyiik avantaj saglamigtir. Cizelge 3.1.’de verilen tiim yontemler mertebeye
gore kiyaslanacak olursa, Crank-Nicolson yoéntemlerinin kuadratik, Adams Moulton

yontemlerininse kiibik mertebeye sahip olduklar: stylenebilir.



Cizelge 3.1. t = 20 anindaki hata normlari, hesaplama zamanlari ve mertebe

KDCN1 KDAM1
h=At | Le Cpu Mertebe | L Cpu Mertebe
2 2.99 x 1072 | 0.14 1.84 0.02 x 1072 | 0.28 2.92
1 8.33 x 1073 | 0.12 1.94 2.10 x 1073 | 0.14 3.03
0.5 2.17x 1072 | 0.48 | 1.99 2.57x107*] 048 | 3.00
0.2 3.51 x 1074 | 2.39 2.00 1.65 x 107° | 2.39 3.00
0.1 8.79 x 107° | 8.38 2.00 2.06 x 1076 | 8.37 3.00
0.05 2.20 x 107° | 29.69 | 2.00 2.57 x 1077 | 29.04 | 3.00
0.02 3.52 x 107¢ | 162.87 | 2.00 1.65 x 1078 | 158.26 | 2.93
0.01 8.79 x 1077 | 621.67 2.17 x 1072 | 608.67

KDCN2 KDAM2
h=At | Ly Cpu Mertebe | Ly Cpu Mertebe
2 2.70 x 1072 | 0.03 1.86 1.65 x 1072 | 0.12 2.84
1 7.43 x 1073 | 0.03 1.94 2.29 x 1073 | 0.02 2.65
0.5 1.93 x 1073 | 0.06 1.99 3.64 x 107* | 0.08 2.37
0.2 3.12x 1074 ] 0.36 2.00 4.15 x 107° | 0.36 2.10
0.1 7.81 x 1075 | 1.37 2.00 9.65 x 107¢ | 1.37 1.95
0.05 1.95 x 107° | 5.49 2.00 2.49 x 1079 | 5.57 1.98
0.02 3.12 x 1079 | 34.16 | 2.00 4.06 x 1077 | 34.15 | 1.99
0.01 7.81 x 1077 | 135.69 1.02 x 1077 | 136.97

KDCN3 KDAM3
h=At | Le Cpu Mertebe | L, Cpu Mertebe
2 3.14 x 1072 | 0.12 1.89 1.68 x 1072 | 0.05 2.97
1 8.49 x 1073 | 0.03 1.96 2.15 x 1073 | 0.05 3.02
0.5 2.19 x 1073 | 0.06 2.00 2.64 x 1074 | 0.06 3.01
0.2 3.51 x 107* | 0.36 2.00 1.68 x 107° | 0.36 3.00
0.1 8.79 x 107° | 1.36 2.00 2.10 x 1076 | 1.42 3.00
0.05 2.20 x 1075 | 5.72 2.00 2.62 x 1077 | 5.55 3.00
0.02 3.52 x 107¢ | 34.80 | 2.00 1.68 x 1078 | 34.55 | 2.93
0.01 8.79 x 1077 | 138.65 2.20 x 1072 | 140.51

82



83

h = At = 0.1 segilerek her bir énerilen metot i¢in korunum sabitlerinin mutlak

hatalar1 farkli zamanlarda hesaplanarak Cizelge 3.2.’de verilmigtir.

Cizelge 3.2. h = At = 0.1 se¢imi i¢in korunum sabitlerinin mutlak hatalar:

KDCN1 KDAM1
t | (C1), x 10 | (Cy), x 10* | (C3), x 10° | (CY), x 10" | (Cy), x 10* | (C5), x 10°
0 |0.03 0.22550910 | 0.0000000 0.03 0.22550910 | 0.0000000
4 10.10 0.22550238 | 0.0001075 0.02 0.22044808 | 016703583
8 |0.17 0.22548359 | 0.0004059 0.02 0.21527925 | 0.3376291
12 10.24 0.22545581 | 0.0008416 0.01 0.21011035 | 0.5082236
16 | 0.30 0.22542223 | 0.0013622 0.02 0.20494138 | 0.6788191
20 ] 0.41 0.22538534 | 0.0019283 0.05 0.19977234 | 0.8494153

KDCN2 KDAM?2
t | (Ch), x 10 | (Cy), x 10* | (C3), x 10° | (Cy), x 10" | (Cy), x 10* | (C5), x 10°
0 |0.03 0.22550910 | 0.0000000 | 0.03 0.22550910 | 0.0000000
4 10.10 0.22551153 | 0.0001475 | 0.03 0.22044651 | 0.1670937
8 10.16 0.22551830 | 0.0005657 | 0.02 0.21527300 | 0.3378597
12 1 0.23 0.22552822 | 0.0011962 | 0.01 0.21009792 | 0.5086906
16 | 0.30 0.22554008 | 0.0019740 | 0.02 0.20492242 | 0.6795445
20| 0.41 0.22555295 | 0.0028435 | 0.05 0.19974710 | 0.8503973

KDCN3 KDAMS3
t | (Cy), x 10 | (Cq), x 10* | (C3), x 10° | (CY), x 10" | (Cy), x 10* | (C5), x 10°
0 |0.03 0.22550910 | 0.0000000 | 0.03 0.22550910 | 0.0000000
4 10.10 0.22550365 | 0.0000671 0.03 0.22044908 | 0.1670034
8 10.16 0.22548614 | 0.0003243 0.02 0.21528127 | 0.3375638
121 0.23 0.22545961 | 0.0007194 0.02 0.21011337 | 0.5081254
16 | 0.30 0.22542725 | 0.0011996 0.02 0.20494540 | 0.6786880
20| 0.40 0.22539157 | 0.0017256 0.05 0.19977736 | 0.8492512

Cizelgede (Ch),, , (C2),, ve (C3),, sirasiyla birinci, ikinci ve ti¢iincii korunum sabitleri

icin mutlak hataya karsilik gelmektedir. Korunum sabitlerinin zaman igerisinde sabit
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kalmasi gerekmektedir. Cizelge 3.2.’de goriildiigii gibi tiim metotlar i¢in (C4), mutlak
hatasi sifira yakin degerler alirken, (Cs), ve (Cs), hatalarmin kabul edilebilir oldugu

goriilebilir.

At = 0.001 se¢imi yapilarak konum artiminin azalan degerleri ile her bir énerilen

metot icin hata normu ve mertebeler hesaplanarak Cizelge 3.3.’de verilmistir.

Cizelge 3.3. Sabit At = 0.001 ve farkli konum artimlari i¢in hata normlar1 ve mertebeler

KDCN1 KDCN2 KDCN3
h Lo Mertebe | Lo Mertebe | Lo Mertebe
2 | 2.57x 1073 | 4.99 2.57 x 1073 | 4.99 2.57 x 1073 | 4.99
1 |8.08x107°|4.26 8.08 x 1075 | 4.27 8.08 x 1075 | 4.26
0.5 | 4.20 x 1076 | 3.97 4.20 x 107% | 3.98 4.20 x 1076 | 3.97
0.2 1.11x 1077 | 2.87 1.10 x 1077 | 2.96 1.11 x 1077 | 2.87
0.1|1.51x1078 1.41 x 1078 1.51 x 1078

KDAM1 KDAM2 KDAM3
h | Ly Mertebe | Lo Mertebe | Lo Mertebe
2 | 257%x1073|4.99 2.57 x 1073 | 4.99 2.57 x 1073 | 4.99
1 |8.07x107° |4.27 8.07 x 1075 | 4.27 8.07 x 1075 | 4.27
0.5|4.19 x 1075 | 4.06 4.19 x 107% | 4.06 4.19 x 107% | 4.06
0.2 | 1.02 x 1077 | 4.01 1.01 x 1077 | 4.07 1.02 x 1077 | 4.01
0.16.32x 107" 6.02 x 107 6.32 x 107

Cizelge 3.3.’den goriildiigii gibi, zaman artimi miimkiin oldugu kadar kiigiiltiiliip,
konum artimi azalan degerler aldiginda yontemlerin hata normlari oldukca azalmigtir.
Yine Adams Moulton yontemleri, Crank Nicolson yontemlerine gore iyi sonuclar

vermislerdir.
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h = 0.01 secimi yapilarak zaman artiminin azalan degerleri igin her bir 6nerilen
metodun kullanimi sonucunda elde edilen hata normu ve mertebeler Cizelge 3.4.’de

verilmigtir.

Cizelge 3.4. Sabit h = 0.01 ve farkli zaman artimlar: i¢in hata normlar1 ve mertebeler

KDCN1 KDCN2 KDCN3

At | Ly Mertebe | Lo, Mertebe | Ly Mertebe
2 297 x 1072 | 1.82 2.68 x 1072 | 1.84 3.10 x 1072 | 1.85

1 8.40 x 1073 | 1.96 7.49 x 1073 | 1.96 8.56 x 1073 | 1.97

0.5 |2.17x 1073 1.99 1.93 x 1073 | 1.99 2.18 x 1073 | 1.99

0.2 |3.51x107*12.00 3.12 x 107* | 2.00 3.51 x 107* | 2.00

0.1 |879x107°12.00 7.80 x 107° | 2.00 8.79 x 107° | 2.00
0.05 | 2.20 x 107° | 2.00 1.95 x 107° | 2.00 2.20 x 107° | 2.00
0.02 | 3.52 x 1076 | 2.00 3.12 x 107 | 2.00 3.52 x 107¢ | 2.00
0.01 | 8.79 x 1077 7.81 x 1077 8.79 x 1077

KDAM1 KDAM2 KDAM3

At | Lo Mertebe | Lo Mertebe | Lo Mertebe
2 1.58 x 1072 | 2.94 1.56 x 1072 | 2.78 1.57 x 1072 | 2.91

1 2.05 x 1072 | 3.00 2.27 x 1073 | 2.64 2.10 x 1073 | 3.00

0.5 |2.56 x107* | 3.00 3.65 x 107% | 2.37 2.62 x 1074 | 3.00

0.2 |1.64x 1075 | 3.00 4.15 x 1075 | 2.10 1.68 x 1075 | 3.00

0.1 |2.05% 1075 3.00 9.65 x 1079 | 1.95 2.09 x 1079 | 3.00
0.05 | 2.57 x 1077 | 2.99 2.49 x 1076 | 1.98 2.62 x 1077 | 2.99
0.02 | 1.66 x 1078 | 2.93 4.06 x 1077 | 1.99 1.69 x 1078 | 2.94
0.01 217 x107? 1.02 x 1077 2.20 x 1079

Cizelge 3.4.’den, sabit h = 0.01 ve farkli zaman artimlar1 i¢in hata normlarinin
degerlerinin Cizelge 3.1.’dekiler ile uyumlu oldugu goriilebilir. Ayrica Crank-Nicolson
yontemlerinin kuadratik, Adams Moulton yontemlerininse kiibik mertebelere sahip

olduklarimi soyleyebiliriz.
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Sekil 3.2.’de ise her bir metot i¢in h = At = 0.1 olarak konum ve zaman artimi

>

sekiller verilmistir.

>

secildiginde ¢ = 20 aninda bulunan mutlak hatalar1 gosteren

b) KDAM1

a) KDCN1

EleH YeIniA

d) KDAM2

¢) KDCN2

f) KDAM3

e) KDCN3

At = 0.1 i¢in mutlak hata grafikleri

Sekil 3.2. h

Sekil 3.2.’de goriildiigii gibi, her bir yontemin maksimum hatasi konum araliginin

ortalarindadir ve Cizelge 3.1. ile uyumludur.
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3.4.2 iki solitary dalgasimin carpismasi test problemi

EC;

Bu bolimde k; = , | ————
u boliimde 1+ 200)

,© = 1,2 olmak {izere girig kisminda da verilen
u(x,0) = 3eysech?(ky[x — 71]) + 3casech? (ko[r — o)),

baglangic sart1 kullanilarak iki solitary dalgasinin carpigmasi test problemi iizerinde
caligilacaktir. Carpismanin gergeklesebilmesi igin 0 < x < 500 konum araliginda
e=pu=1¢ =03, coc =0.1, 21 = 40 ve 5 = 90 degerleri kullanilarak programlar
caligtirilmigtir. Bu durumda genlik degerleri sirasiyla 0.9 ve 0.3 tepe noktalar: ise

x = 40 ve 90 degerlerine karsilik gelen iki solitary dalga elde edilmistir.

Bu durumda korunum sabitlerinin analitik degerleri

601 602

o = 2122 11 4739473465046
L ko
12 A8ki2u 122 A8k

Oy = —4 oAk, =G TORGE | 5 5143871404033,
oy 5 s 5
362 4 362 4

Oy = 29 (1428 2% (14 22 L 19.3056100758906
o 5 oy 5

olarak hesaplanabilir.

h = At = 0.1 se¢imi yapilarak belirli zamanlardaki dalganin konumunu gosteren
sekil sadece KDCN1 metodu igin Sekil 3.3.’de verilmigtir. Seklin sadece bir metot
i¢in ¢izilmesinin sebebi, diger metotlar igin ¢izilen sekillerle bu sekil arasinda gorsel
bir fark olmamasindan kaynaklanmaktadir. Sekilden de goriildiigii gibi dalgalar
t = 200 zamani civarinda carpismig ve daha sonra ayrilarak sekillerinde bir bozulma

gozlemlenmeden yollarina devam etmiglerdir.
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U(x,t)

500

X

Sekil 3.3. h = At = 0.1 igin ¢esitli zamanlardaki U(z,t).

(izelge 3.5.°de iki solitary dalgasinin carpigsmasi test problemi ic¢in her bir ¢nerilen
metot sonucunda elde edilen korunum sabitlerinin belirli zamanlardaki yaklagik
degerleri verilmigtir. (izelge 3.5.’den de goriildiigii gibi korunum sabitlerinin yaklagik

degerleri, daha 6nce hesaplanan analitik degerleri ile uyumludur.



Cizelge 3.5. Iki solitary dalgasmin carpismasi problemi icin korunum sabitleri

KDCN1

KDAM1

Ch

Cy

Cs

Ch

Cy

Cs

11.47395

5.51409

19.30565

11.47395

5.51409

19.30565

20

11.47395

5.51409

19.30566

11.47395

5.51463

19.30777

100

11.47395

5.51409

19.30566

11.47395

2.51518

19.30989

150

11.47395

5.51418

19.30582

11.47395

5.51573

19.31197

200

11.47395

5.51492

19.30733

11.47395

5.51627

19.31346

250

11.47395

5.51453

19.30653

11.47395

2.51633

19.31400

300

11.47395

5.51412

19.30571

11.47395

5.51672

19.31588

KDCN2

KDAM2

11.47395

5.51409

19.30565

11.47395

5.51409

19.30565

50

11.47395

5.51408

19.30564

11.47395

5.51463

19.30777

100

11.47395

5.51408

19.30563

11.47395

2.51517

19.30986

150

11.47395

5.51404

19.30531

11.47395

5.51562

19.31155

200

11.47395

5.51361

19.30230

11.47395

5.51518

19.30925

250

11.47395

5.51384

19.30389

11.47395

2.51577

19.31183

300

11.47395

5.51407

19.30552

11.47395

5.51668

19.31573

KDCN3

KDAMS3

11.47395

5.51409

19.30565

11.47395

5.51409

19.30565

20

11.47395

5.51409

19.30565

11.47395

5.51463

19.30776

100

11.47395

5.51409

19.30566

11.47395

5.51517

19.30988

150

11.47395

5.51417

19.30581

11.47395

5.51573

19.31196

200

11.47395

5.51491

19.30731

11.47395

5.51627

19.31344

250

11.47395

5.51453

19.30651

11.47395

2.51633

19.31399

300

11.47395

5.51412

19.30570

11.47395

5.51672

19.31586

89
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4. RLW DENKLEMININ SAYISAL ¢OZUMU iCiN
TRIGONOMETRIK KUBIK B-SPLINE GALERKIN YONTEMIi

Bu boliimde kiibik trigonometrik B-spline Galerkin yontemi ile RLW denkleminin
sayisal ¢oziimlerinin bulunmasi1 amagclanmigtir. Bir 6nceki boliimde oldugu gibi bu
boliimde de sayisal ¢oziim aragtirilirken zaman pargalanmasi igin Crank-Nicolson
yontemi ve Crank-Nicolson yontemine gére dogrulugu daha yiiksek olan Adams
Moulton yontemi onerilmigtir. Konum ayrigtirilmas: icin ise kiibik trigonometrik
B-spline Galerkin yontemi 6nerilmistir. Yontemlerin uygulanmasi sonucunda 3 farkh
lineerlegtirme kullanilmig ve boylece 6 farkli yontem ile sayisal ¢oziim aragtirilmigtar.
Onerilen her yontemin sonunda RIW denklemi cebirsel bir denklem sistemine
doniigtiiriilmiigtiir.  Cebirsel denklem sistemleri Thomas algoritmasi yardimi ile
¢oziilerek sistemin bilinmeyenleri elde edilmis ve yaklagik coziimde yerine yazilip
yaklagik ¢oziim belirlenmistir. Sayisal ¢oziimiin dogrulugu ise iki test problemi icin

incelenmistir.
4.1. i¢ Iterasyonlu Lineerlestirme
Bu boliimde lineerlestirme islemi i¢in i¢ iterasyon yapilacaktir.
4.1.1. Zaman pargalanmasi i¢in Crank-Nicolson yontemi (KBCN1)

Bir onceki bolimde RLW denkleminde Crank-Nicolson yontemi kullanilarak

zaman parc¢alanmasi uygulanmig ve bulunan esitlik diizenlenerek,

At n+1 Atg

un+1 + 7 (uz) + Tun—&-l (um>n+1 — (u:m)n—&-l =u" — o (uzz)n
At At

formundaki (3.8) esitligi elde edilmistir. W (z) agurlik fonksiyonu olmak iizere, (3.8)

esitligine Galerkin metodu uygulanarak,

Ate
—u

b A
fW(I) (unJrl_’_?t(ux)nJrl + .

a

ntl (ux)”Jrl — 1 (um)"H) dr =

be(a:) (u” — 1 (Ugy)" — % (ug)" — %u” (ux)”) dx
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(3.9) esitligi elde edilmigtir.  Bu boliimde Galerkin yonteminde W (z) agirhk
fonksiyonu ve w,u,,u,, yerine T, trigonometrik kiibik B-spline fonksiyonlar

kullanilacaktir.

[a,b] konum araligl N egit uzunluklu alt araliga parcalamrsa, [z,,,Z;,1] aralig
tizerinde W (x) agirhik fonksiyonu ve u, u,, u,, yerine T,, trigonometrik kiibik B-spline

fonksiyonlar: kullanildiginda (3.9) esitliginin diizenlenmis formu olan

m+2 Tm+1 Tm+1
> [ TTidx | 67 —p | [ TTVdx ) 67

Jj=m—1 Tm Tm
At Tm+1 . Atg m+2 Tm+1 n n
+7 ( xf T;T;dl’) 5j+1 + T k:%,l ( mf T’ZTk (5k+1) ngl’) 5j+1}
m m (4‘1)
m+2 Tm+1 Tm+1
- 3 { ( 1l Tszdx) 07 — ( | TiTJ{,diC) 0}
j:m—l Tm Tm
At Tm+1 At m+2 Tm+1
f TTde | 67— == > | [ TT(8}) Tide | 8"
2 2 k=m—1 Tm ! !
yaklagimi elde edilir. Bu yaklagim [x,,, Z,,,+1] aralig1 iizerinde olup m = 0,1,..., N —1

degerleri icin her bir araliktaki yaklagimlar birlegtirildiginde (3.9) esitligine donecektir.

(4.1) yakla&mmda ¢ = x — x,, doniisiimii yapilirsa,

g (f TT'd§> AR A;E bS] <f T.T,, (6”“)de§> 5"+1}
k=m—1
- 5 {(rmae) oy - ([ ryac) o
j=m— 0

_at ( [ TT’dé) - B % <0} Ll (57’5)T3{d§> g }

2km1

m+2

[\]

(4.2)

ifadesi elde edilir. (4.2) ifadesindeki integralleri hesaplamak icin 2. boliimde elde
edilen T, 1, Trn, Trns1, Tinao trigonometrik kiibik B-spline egitlikleri kullanilacaktir.
Bu durumda her bir alt araliktaki eleman matrislerinin her bir elemam

1,7,k ;m—1,m,m-+1,m+ 2 olmak iizere
h

h
A, = [1ade By = [T (43)
0

0
h h
C(6") = / T, (57) TydS, D = / BT dg
0 0
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olarak alinabilir. (4.3) ifadesinde verilen A® eleman matrisi
Am—l,m—l Am—l,m Am—l,m—H Am—l,m+2

A — Am7m—1 Am,m Am7m+1 Am,m+2

Am+1,mfl Aerl,m Am+1,m+1 Am+l,m+2

Am+2,m71 Am+2,m Am+2,m+1 Am+2,m+2

seklinde yazilir. Matrisin  her bir elemani igin gerekli olan integrallerin
hesaplanmasinda trigonometrik kiibik B-spline egitlikleri kullamilir. B¢ ve D¢
matrislerinin hesaplanmasi da benzer sekilde yapilir. C€¢ elaman matrisi ise
integraldeki T} nedeniyle diger matrislerden farkli sekilde bulunur. Bu matrisin her
bir elemaninda £ indisinin m — 1, m, m + 1, m + 2 adimlarindan kaynaklanan dorder
eleman1 daha olacaktir. C¢ eleman matrisinin ilk elemanini 6rnek olarak gosterecek

olursak i = j = m — 1 alindiginda

h h
Crin1(8") = /Tm—le—l (5Z_1)T2_1d€+/Tm—1Tm (87m) Tr
0 0

!

h h
+/Tm1Tm+1 (5Z~L+1) Trlnfldf + /Tmle+2 (5nm+2) Tmfldg
0 0

bulunur. Bu buldugumuz esitlik, £ indisinin degerleri i¢in C° eleman matrisinin sadece
ilk elemanidir. Bulunan eleman matrislerinin m = 0,1,..., N — 1 i¢in uygun sekilde

birbirlerine eklenmesi sonucunda,
8= (0_1,80,. ., 0n,0ns1)"

olmak {izere (4.2) ifadesinden,

A—MD+%B + %c (5“*1)} "t = lA—uD—%B—%C (6™ 6" (4.4)

elde edilir.

(4.4) denklem sistemi N + 3 denklem ve N + 3 bilinmeyenden olugan bir
sistemdir. Smir sartlarimi sisteme adapte edebilmek icin denklem sistemindeki ilk

ve son denklemler silinerek bolgenin ug noktalarindaki

u(a,t) = u(b,t) =0
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s sartlart kullamlarak 677" ve Syt yok edilirse (4.4) denklem sistemi
(N 4+ 1) x (N + 1) matris sistemine indirgenmig olur. Ulagilan denklem sistemi 7’li

Thomas algoritmas1 yardimiyla coziilebilir.

RLW denkleminin trigonometrik kiibik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢oziimii aragtirilirken elde edilen denklem sisteminin ¢oziilebilmesi icin

(5(117 587 ce >59Va 5?\7+1)

baslangic vektoriiniin bulunmas: gerekir. Bunun i¢in RLW denkleminin baglangic sarti

olan
u(z,0) = f(x)

ve kiibik trigonometrik B-spline esitlikleri kullanilabilir.
4.1.2. Zaman pargalanmasi i¢in Adams Moulton yéntemi (KBAM1)

Bir 6nceki boliimde RLW denklemine 6; = 5/12,0; = 2/3,03 = —1/12 segimleri
ile Adams Moulton zaman pargalanmasi uygulanmig ve elde edilen egitlige Galerkin

yontemi uygulanarak asagidaki (3.16),
b
TW () (u™™ + 018 (u,)" " + 01 Ateu™ (u,)™ ™ — ()" do =
b
TW (@) (u = pt (uge)” — 0280 ()" — O2Ateu™ (u,)" — O3A¢ (u,)"

—03Ateu"! (um)n_l) dx

esitligi elde edilmistir. Bu boliimde Galerkin yonteminde W (z) agirlik fonksiyonu ve

U, Uy, Uz yerine T, trigonometrik B-spline fonksiyonlar: kullanilacaktir.

[a,b] konum araligl N egit uzunluklu alt araliga parcalamrsa, [z,,,Z;,1] aralig
tizerinde W (x) agirlik fonksiyonu ve u, u,, u,, yerine T,, trigonometrik kiibik B-spline

fonksiyonlar: kullanildiginda (3.16) esitliginin diizenlenmis formu olan
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m—+42 Tm+1 Tm+1
SO mmde ) | TYde
j=m—1 T, Tm

Tnt1 m+2 Tm41
+01At< J ﬂT;dx) + 0 At Y < | T, (5;“)7;%@)}5;“

Tm Jj=m—1 Tm
m-+2 Tm41 Tm41 Tm41
-3 [ TiTidx | —p| [ TTjds )| —0:,At | [ TTjdx (4.5)
j=m—1 Tom Tom Tom
m+2 Tm+1
— O Ate > [ TiT (0%) Tjdx | ¢ 0%
k=m—1 Tom
m+2 Tm+1 m+2 Tm+1
+ Y OsAte | [ TTdx | +e > | [ T (6;7Y) Tida | p 077
j=m—1 T k=m—1 Tm
yaklagimi elde edilir. Bu yaklasim [z, z,41] arahg iizerinde olup

m = 0,1,..., N — 1 degerleri icin her bir araliktaki yaklagimlar birlestirildiginde
(3.16) esitligine donecektir.

(4.5) ifadesinde ¢ = x — x,, doniigiimii yapilirsa,

& {(Frmae) - (frme)

j=m—1 0
h m-+2 h
+01At <fﬂT;dg>+91Atg > (fTiTk (52“)T;d§> ot
0 j=m—1 \0
m+2

_ A:%L:

j —

1 { (bf Tﬂ}d&) —p (th ﬂTj’df) A (f TiTj(dg) (46)

m+2 h
e § ( F 1 T;ds) } 5"

k=m—1 \0
m-+2 h m-+2 h
+ 5 v ([rimae) +2 5 (frm ) mae) o
j=m—1 0 k=m—1 \0
yaklagimi elde edilir. (4.6) yaklagmmindaki integralleri hesaplamak icin 2.
boliimde elde edilen T}, 1,7, Tyni1, Tinio trigonometrik kiibik B-spline esitlikleri
kullanilacaktir. Bu durumda her bir alt araliktaki eleman matrislerinin her bir elemamni

1,7,k ;m—1,mm+ 1,m+ 2 olmak tizere
h h
Ay = [11de By = [T (4.7)
0

0
h h
C5(6") = / TiTy (03) Tyd¢,  Df; = / T3 de
0 0
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olarak alinabilir. (4.7) ifadesiyle gosterilen tiim matrisler Crank-Nicolson yonteminde
anlatildigi sekilde hesaplanir. Elde edilen tiim eleman matrislerininm = 0,1,..., N—1

icin uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda,
8= (6-1,00,, 0N, Ons)”

olmak iizere (4.6) yaklagimindan

[A—D+6,AtB + 6, AteC (6")] 6" =
[A—uD—0,AtB—0,AteC (6")] 6" (4.8)
— [63AtB+05AteC (6"71)] 6™
esitligi elde edilir.
(4.8) denklem sistemi (/N + 3) denklem ve (N +3) bilinmeyenden olusan bir

sistemdir. Siir gartlarini sisteme adapte edebilmek i¢in denklem sistemindeki ilk

ve son denklem silinerek bolgenin u¢ noktalarindaki
u(a,t) = u(b,t) =0

s sartlart kullamlarak 677" ve Syt yok edilirse (4.8) denklem sistemi
(N +1) x (N+1) matris sistemine indirgenmis olur. Ulagilan denklem sistemi Thomas

algoritmas1 yardimiyla ¢oziilebilir.

RLW denkleminin trigonometrik kiibik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢Oziimii aragtirilirken elde edilen (4.8) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi igin

(6[11’ 587 ce 76?\7—&-1)

baglangic vektorii ve
(51717 5(1)7 cee 75}V+1)

vektoriiniin  bulunmas1 gerekmektedir.  Baslangic vektorii basglangic sartindan

bulunabilirken,
(51717 5(1)7 tee 75}V+1)

vektoriiniin bulunabilmesi icin ise Crank Nicolson programda bir kez ¢aligtirilmalidir.
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4.2. Lineerlestirme 1

Bu boliimde lineerlegtirme iglemi icin Rubin Graves lineerlestirmesi

uygulanacaktir.
4.2.1. Zaman pargalanmasi i¢in Crank-Nicolson yontemi (KBCN2)

Bir onceki bolimde RLW denklemine Crank-Nicolson zaman parcalanmasi
uygulanmus, elde edilen egitlikteki (n 4 1). zamana gore lineer olmayan terime Rubin

Graves lineerlegtirmesi yapilmig ve agagidaki (3.22)

At eAt
ntl B npr ES0

2 2

n n

At
n, n+l n, n+l n+1

esitligi elde edilmigtir. W (z) agirlik fonksiyonu olmak iizere (3.22) esitligine Galerkin

metodu uygulanmig ve

b At At
[ W (z) (u”“ + 7%‘*1 + %(u”uﬁ“ + ulyn ) — uu;‘f) dr =

(3.23) esitligi elde edilmistir. Bu boliimde Galerkin yonteminde W(z) agirhk

fonksiyonu ve u, u,, u,, yerine T,, trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 kullanilacaktur.

[a,b] konum arahigl N egit uzunluklu alt araliga parcalamrsa, [z,,,Z;,,1] aralig
tizerinde W (x) agirlik fonksiyonu ve u, u,, u,, yerine T,, trigonometrik kiibik B-spline
fonksiyonlar: kullanildiginda (3.23) esitliginin diizenlenmis formu olan

m+2 Tm+1 _— At Tm+1 , 1 Tm+1 . 1
_Z_l [ T,T;dx o7 —1—7 | TTdx | 67 — | T} dw | &

Tm

J

AV A ot ny nt1 e (e n+1

Tm

2 k=m—1 Tm Tm
m-+2 Tm+1 n At Tm+1 , n Tm+1 " n
_j:%;l [ TTidx | 6} — > J TiTidx | 67 —p | [ TTjdx ) 0]
yaklagimi elde edilir. Bu yaklasim [z, z,,41] araligl iizerinde olup

m = 0,1,..., N — 1 degerleri i¢in her bir araliktaki yaklagimlar birlestirildiginde
(3.23) esitligine donecektir.
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(4.9) ifadesinde ¢ = x — x,, doniigiimii yapilirsa,

m+2 h At h
55 {(Jrmac) o+ G (frimae) oy - (friryae) o
m 0

j=m=1

€At m+2 h , h
+ X K [T, (6Z)Tjd§> 5 4 ( [T (57 Td§> 5;'*1” (4.10)
k=m—1 0

- () a2 G- (frme)e)

ifadesi elde edilir. (4.10) ifadesindeki integralleri hesaplamak i¢in 2. boliimde elde
edilen T, 1, Trn, Trni1, Tinao trigonometrik kiibik B-spline egitlikleri kullanilacaktir.
Bu durumda her bir alt araliktaki eleman matrislerinin her bir elemam

1,7,k ;m—1,m,m+ 1, m+ 2 olmak {izere,
h hoo
A beTiTde, ijzofTﬂ}df, s (6") fTTk (7) T/de,
(4.11)
h hoo
D= [T, (6 = [ T (57 T
olarak almabilir. (4.11) ifadesinde gosterilen tiim matrisler bu boliimiin bagindaki

Crank-Nicolson yonteminde anlatildigr sekilde hesaplanir. Elde edilen tiim eleman

matrislerinin m = 0,1, ..., N — 1 i¢in uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda,
8 =(6_1,00,--,0n0n41)"

olmak tizere (4.10) yaklagimindan

A+ AtB+6%(C (6") +E (") — ;LD} 5 = {A—%B - ,uD] & (4.12)

elde edilir.

(4.12) denklem sistemi (N + 3) denklem ve (N + 3) bilinmeyenden olugan bir
sistemdir. Smir sartlarini sisteme adapte edebilmek icin denklem sistemindeki ilk

ve son denklem silinerek bolgenin u¢ noktalarindaki
u(a,t) = u(b,t) =0

sir sartlart kullamlarak 6”71 ve 63t yok edilirse (4.12) denklem sistemi
(N + 1) x (N + 1) matris sistemine indirgenmig olur. Ulagilan denklem sistemi 7’li

Thomas algoritmas1 yardimiyla ¢oziilebilir.
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RLW denkleminin trigonometrik kiibik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢oziimii arastirilirken elde edilen denklem sisteminin ¢oziilebilmesi icin

(5917 587 tee 75[])V+1)

baslangic vektoriiniin bulunmasi gerekir. Bunun i¢in RLW denkleminin baslangic sarti

olan
u(z,0) = f(x)

ve kiibik trigonometrik B-spline egitlikleri kullanilabilir.
4.2.2. Zaman pargalanmasi i¢in Adams Moulton yéntemi (KBAM?2)

Bir onceki boliimde RLW denklemine Adams Moulton zaman parcalanmasi
uygulanms, elde edilen egitlikteki (n 4 1). zamana gore lineer olmayan terime Rubin

Graves lineerlestirmesi yapilmig ve agagidaki

Ut Oy AL (uy)" T 4 0, Ate (u™ ()" + (ug)"u™™) — p (um)"+1 =u" — pt (Uge)"
—0u At (up)™ + (61 Ate — o Ate)u™ (ug)" — O3 At ((ug)™ " + et (ug)" )

(3.28) esitligi elde edilmistir. W (z) agirhk fonksiyonu olmak iizere (3.28) esitligine

Galerkin metodu uygulanarak,
W (z) (u™™ 4 0,At (ug)" T 4 O Ate (u™(ug)" ™ 4 (ug)™u™™) — p (um)nH) dr =

W (x) (u™ = 1 (Uge)" — O2A (ug)" + (01 ALe — O Ate)u™ (ug)" — O3 A ((ug)"

S S .

+ eu (u,)" ) da
(3.29) egitligi elde edilmigtir.
[a,b] konum araligl N egit uzunluklu alt araliga parcalamrsa, [z,,,Z;,1] aralig

tizerinde W (x) agirlik fonksiyonu ve w, u,, u,, yerine T,, trigonometrik kiibik B-spline

fonksiyonlar: kullanildiginda (3.29) esitliginin diizenlenmis formu olan,
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m—+2 Tm41 Tm+1 Tm+1
A > 1 | TTide | —p| [ TT]dx | +0,At f TiTidx
j=m— Tm Tm Tm

Tm+1 Tm+1
T.T, (67 Tldx | + T.T! (67) Tidx ontt
k 7 k k J 7

m-+2 Tm+1 Tm+1 Tm+1
- > {( / Tﬂ}dm) — 1 < / Tﬂ“j’dx) — 0t ( i TlTj’dx> (4.13)
i—m—1

m—+2
+ 91At€ Z

k=m—1

j=m— Tm Tom T
m+2 Tm+1
+ > | T (07) Tjdx | (01Ate — 0;Ate) 3 0%
k=m-—1 T
m+2 Tm+1 m+2 Tm+1
+ > 603At [ TTjdx | +¢ > [ LT (637") Tida | 3 677"
j=m—1 Tm k=m—1 T
yaklagimi elde edilir. Bu yaklasim [z, z,41] arahg iizerinde olup

m = 0,1,..., N — 1 degerleri icin her bir araliktaki yaklagimlar birlestirildiginde
(3.29) esitligine donecektir.

(4.13) ifadesinde £ = x — x,, doniigiimii yapilirsa,

{ (f TTM&) (fh TiT;/dg) N (th ﬂT;dg)

m+2

+ 0, Ate Z 3 Kf T Ty ( 5”)T’d§> (Of T,T) (5;)7}%)1 } 57+1

m+2

j=m—1

-3 {(f Tszd§> (f ﬂT;’ds) — oAl (fh ﬂT;df) (4.14)
j=m—1 0 0 0

m+2 h
+ 3 ( [ 11 (07 T'dg) (elmg—egmg)}(s;
k=m—1 \0

=m—1

+ .7%2 05 At { ( g“ T~ijd§) + gk”ﬁ (th T,Ty (677) T;dg) } 5t
ifadesi elde edilir. (4.14) ifadesindeki integralleri hesaplamak i¢in 2. boliimde elde
edilen 7,1, Tin, Trns1, Tinao trigonometrik kiibik B-spline egitlikleri kullanilacaktir.
Bu durumda her bir alt aralktaki eleman matrislerinin her bir elemani
i, J,k 3 m—1m,m+1,m+ 2 olmak {izere

h h
A, :bfTiTjdf, B zofTﬂ;dg, Cs; (") fTTk (0%) T;de,
(4.15)

h
Djy = [ TiTy e, E fTTk (87) Tyde.
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olarak almabilir. (4.15) ifadesinde gosterilen tiim matrisler bu boliimiin bagindaki
Crank-Nicolson yonteminde anlatildigr sekilde hesaplanir. Elde edilen tiim eleman

matrislerinin m = 0,1, ..., N — 1 i¢in uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda,
8 =(6-1,00,- .., 0N, 0n41)"

olmak iizere (4.14) ifadesinden
[A—puD+0,Ate (C (6") + E (6™)) +0,AtB] §" ' =
[A—uD+ (0, Ate — 0:Ate) C (™) —0,AtB] 6" (4.16)
— [egAtB + 6’3At5C (6’“_1)} 6”_1

elde edilir.

(4.16) denklem sistemi (N + 3) denklem ve (NN + 3) bilinmeyenden olusan bir

sistemdir. Siir gartlarini sisteme adapte edebilmek i¢in denklem sistemindeki ilk

ve son denklem silinerek bolgenin u¢ noktalarindaki
u(a,t) = u(b,t) =0

sir - sartlart kullamlarak 6”1 ve &3t yok edilirse (4.16) denklem sistemi
(N + 1) x (N + 1) matris sistemine indirgenmig olur. Ulagilan denklem sistemi 7’li

Thomas algoritmas1 yardimiyla coziilebilir.

RLW denkleminin trigonometrik kiibik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢Oziimii aragtirilirken elde edilen (4.16) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi igin

(6[11’ 587 ce 76?\7—&-1)

baglangic vektorii ve
(51717 5(1)7 cee 75}V+1)

vektoriiniin  bulunmas1 gerekmektedir.  Baslangic vektorii basglangic sartindan

bulunabilirken,
(51717 5(1)7 tee 75}V+1)

vektoriiniin bulunmas: i¢in Crank-Nicolson programda bir kez caligtirilmigtar.
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4.3. Lineerlestirme 2

Bu boliimde lineerlegtirme iglemi i¢in Rubin Graves lineerlestirmesine benzeyen ve
dogrulugu daha yiiksek olan ve ticiincii boliimde de kullanilan yeni bir lineerlegtirme

onerilecektir.
4.3.1. Zaman pargalanmasi i¢in Crank-Nicolson yontemi (KBCN3)

RLW denklemine Crank-Nicolson zaman parcalanmasi uygulanmis ve elde edilen
esitligi (n + 1). zamana gore lineerlegtirmek icin alternatif bir
(uug)™™ = 2uu™ — T 4 20 — T 4 2
+2u" M — A — u" T  O((A)Y

];_

(3.34) lineerlegtirmesi uygulanarak agagidaki (3.35) esitligi

At At
UN—H + 7 (ux>n+1 4+ Tg (2(ux>nun+1 _ (ux)n—lun—kl + 2un<u1)n+1 o u”‘l(ux)”“)
A A
)™ = = )" = () ) (2800 - )
A A
SR )"+ 2 ) + S ()

elde edilmigtir. W (x) agirlik fonksiyonu olmak iizere (3.35) esitligine Galerkin metodu

uygulanarak,

b n+1 At n+1 n+1

Ate

5 (2(um>nun+1 _ (um)n—lun—i—l + 2un<uz)n+l _ un—l(ux)n—&—l)) dr =

;;Z Wiz) (“n = 1 {ta)” % ()" + " ()" (2Ats - %)

A A
—%(%”1 ()™ + 2(ug )" u™) + %u”l (ux)"1> dz

(3.36) egitligi elde edilmigtir.

[a,b] konum arahigl N egit uzunluklu alt araliga parcalamrsa, [z, x;,1] aralig
tizerinde W (x) agirlik fonksiyonu ve w, u,, u,, yerine T,, trigonometrik kiibik B-spline

fonksiyonlar: kullanildiginda (3.36) esitliginin diizenlenmis formu olan,
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m—+2 Tm+1 Tm41 . At Tm+1 ,
| S e ) - T )+ S| ] T
J=m— Tm Tm Tm

Até‘ m+2 Tm+1 Tm+1
= 2 | TT(00) Tide | = | [ TiT; (6% ") Tyde
k=m—1 Tm Tm

Tm+1 Tt
. ( S T (9) Td) - ( J LT (077) Td>

Tm, Tm,

n—+1
m—+2 Tm+1 Tm+1 . At Tm41 ,
- > 1 [ TiTiyde | —p| [ TTdx | — 5 / T;T}dx (4.17)
j=m— T Tm Tom

m+2 Tm+1
+ ( i 7 <62>T;dx> (*5°)

Tm

te m+2 Tm+1 i ' Tm+1 e :
_Tk—z—12 [ T (6p ) Tide | + | [ TTy (677" Tydw | | 30
m—+2

]:m—l =m-—1

- Z {% WiZ <z7+lTTk (5n 1) T’dx) } 5;;—1

yaklagimi elde edilir. Bu yaklasim [z, z,,41] araligl iizerinde olup
m = 0,1,....,N — 1 degerleri icin her bir araliktaki yaklagimlar birlestirildiginde
(3.36) esitligine donecektir.

(4.17) yaklagiminda & = x — x,,, doniisiimii yapilirsa,

5 At
{([Tng) <fTT”d§) +5 (fTT'dg)
Ate mi2

+Tk Z l (fTT’ 5%)Td§> (bfTiTé (52—1)]}%)
() (e

m+2 h h At
3 {(f 1) u ([ riryae) - 5 ([ rimee) (418)
j=m—1 0 0
v 8 (frmonma) (355)
k=m—1 \0

-5 8 o (frm ey mae) + ([ () mae ) o

m+2 m+2 h
-5 e 5% ([ 1 oy ) myag) Yo
j=m—1 2 k=m—1 \0 ! !

yaklagimu elde edilir. (4.18) ifadesindeki integralleri hesaplamak igin 2. boliimde elde
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edilen T,,_1, Ty, Thni1, Tinto trigonometrik kiibik B-spline egitlikleri kullanilacaktir.
Bu durumda her bir alt araliktaki eleman matrislerinin her bir elemam
t,,k 3 m—1,m,m+1,m+ 2 olmak iizere,
h h ) h ,
A = OfTiTjdf, By, = bfTiTjdf, Ci; (0") = OfTiTk (05) T;d¢,
(4.19)
h h ,
iy = [ TTde, B (8") = [T, (05) Ty
olarak almabilir. (4.19) ifadesinde gosterilen tiim matrisler bu boliimiin bagindaki

Crank-Nicolson yonteminde anlatildigi sekilde hesaplanmigtir. Elde edilen tiim eleman

matrislerinin m = 0,1, ..., N — 1 i¢in uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda,

5 - (5—17507 s 75N75N+1>T

olmak tizere (4.18) ifadesinden

{A—MD—l—%B + % (2E(6") —E (6"') +2C(8") - C (5”1))1 ot =
[A—MD—%B +C (8" <3A2t5> - % (2C(6"") +2E (5”—1))] 5" (4.20)

Ate

—C 5n71 5n71
+|[Fow)
sistemi elde edilir.

(4.20) denklem sistemi (N + 3) denklem ve (N + 3) bilinmeyenden olugan bir
sistemdir. Sir sartlarim sisteme adapte edebilmek icin denklem sistemindeki ilk

ve son denklem silinerek bolgenin u¢ noktalarindaki

u(a,t) = u(b,t) =0

6"t ve S3tl yok edilirse (4.20) denklem sistemi

sinir  sartlar1  kullanilarak
(N + 1) x (N + 1) matris sistemine indirgenmig olur. Ulagilan denklem sistemi 7’li

Thomas algoritmas1 yardimiyla coziilebilir.

RLW denkleminin trigonometrik kiibik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢oziimii aragtirilirken elde edilen denklem sisteminin ¢oziilebilmesi icin

(5(117 58a s 75(])V+1)
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baslangic vektoriiniin bulunmas: gerekir. Bunun i¢in RLW denkleminin baglangic sarti

olan
u(z,0) = f(x)

ve kiibik trigonometrik B-spline esitlikleri kullanilabilir.
4.3.2. Zaman parcgalanmasi i¢in Adams Moulton yéntemi (KBAMS3)

Bir onceki boliimde RLW denklemine Adams Moulton zaman parcalanmasi

uygulanmg ve lineerlegtirme igin (3.34) kullamlarak agagida verilen

w4 0y AL (ug)" T+ 0 Ate (2(ug) u — (1)
+ 20" (g )" = T )" = g ()" =

U — o (Ugg)” — O2 A (ug)" + u"(ug )" (401 Ate — O3 Ate)
— 0y ALe(2um " ()" + 2(ug)" M) — O3At (uy)"
+um b (uy)" 7 (01 Ate — O5Ate)

(3.41) esitligine ulagilmigtir. W(x) agirhik fonksiyonu olmak iizere (3.41) esitligine
Galerkin metodu uygulanarak,

b

TW (@) (u™™ + 1A (up)" + 01 Ate (2(ug) 0™+ — (u,)" tun !

a

+ 2u™(ug)" T — u T (uy) ") — (um)”ﬂ) dr =

FIV () (6" — o ()" — B2AL (12)" + 6" (1) (40, A — Oy Ate)
— 01 Ate(2u" 1 (uy)" + 2(ug)" ") — O3AL (uy)" "

+ u"t (ug)" " (0 Ale — 03Ate)) dx

(3.42) egitligi elde edilmigtir.

[a,b] konum araligl N egit uzunluklu alt araliga parcalamrsa, [z,,,Z;,1] aralig
tizerinde W (x) agirhik fonksiyonu ve u, u,, u,, yerine T,, trigonometrik kiibik B-spline

fonksiyonlar1 kullanildiginda (3.42) esitliginin diizenlenmis formu olan,
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m+2 Tm+1 Tm+1 ” Tm+1 ,
j:%:q [ TTidx | —p| [ TiT)de | + 6.4t [ TiTdx

m+2 Tm+1 m+2 Tm+1
roae| S o T nmepnd) - Y [ no (50 Tde
k=m—1 Tm k=m—1 Tm
m+2 Tm+1 m+2 Tm+1
+ Y 2| [ T Tde | — > | [ T (077" Tidw .
k=m—1 Tm k=m—1 Tm
m-+2 Tm+1 Tm+1 Tm+1
- ¥ [ TiTidx | —p | [ TTjde | —0:,At( [ T,Tjdx
j=m—1 Tm Tm Lm
! (4.21)
m+2 Tm+1
k=m—1 Tom
m—+2 Tm+1 Tm+1
—01At5k2 2 f T, (6p ) Tida | + | [ T (63 ") Tydw | | 3 67
m +2 Tm+1
+ 03 At f TT’dx
j= 1
m +2 Tm+1
f TTy, (677 1) Thdx | (01Ate — O3Ate) 5 67
k: -1
yaklagimi  elde edilir. Bu yaklasim [z, z,41] arahg iizerinde olup

m = 0,1,..., N — 1 degerleri icin her bir araliktaki yaklagimlar birlestirildiginde
(3.42) esitligine donecektir.
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( RS mg)
0

7 () 1y ) | b

5 2 (fTT 1) - 3

k 1

)
h h h
(Jmitsde) = ([riaye) + e ([ 7770
0 0 0
|: m+2
W
f }
0

k=m—1

m+2 :h m+2
s 2(1%(62)%)— > (
=m 0 —
h

m-+2 h h
- {( md&) — ( / ﬂTj’df) N ( f ﬂT;ds)
j=m—1 0 0 0 (422)
m+2 h
+ ( [T.T, (57) T;dg) (46, Ate — 0, Ate)
k=m—1 \0
m+2 h h
—01Ate Y 2 KI T\, (621)T;d£) + (f LT} (521)1}%)]}6?
k=m—1 0 0
m—+2 h
+ > {93At < / TiT]fd5>
j=m-—1 0
m+2 h
- 3 ( T;T;, (52—1)T;d§> (elAtg—93Atg)}5;—1
k=m—1 \0

ifadesi elde edilir. (4.22) ifadesindeki integralleri hesaplamak i¢in 2. boliimde elde
edilen 1,1, Ty, Thni1, Tinro trigonometrik kiibik B-spline egitlikleri kullanilacaktir.
Bu durumda her bir alt araliktaki eleman matrislerinin her bir elemam

1,7,k ;m—1,m,m-+1,m+ 2 olmak iizere
h h , h ,
Aj = ,Of TTyde, By = Of T,T;d¢, Cf (6") = g“ Ty, (87) T de,
(4.23)
h hoo
Df = [ TT7de, - Ej(8") = [T, (6F) Tydg
olarak almabilir. (4.23) ifadesinde gosterilen tiim matrisler bu boliimiin bagindaki

Crank-Nicolson yonteminde anlatildigr sekilde hesaplanir. Elde edilen tiim eleman

matrislerinin m = 0,1, ..., N — 1 i¢in uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda,
0= (5—17 507 B 75N7 5N+1)T

olmak iizere (4.22) yaklagimindan
[A—pD+0,AtB + 0, Ate (2E (6") —E (6"') +2C (") — C (6" '))] 6" =
[A—D—05AtB + C (8") (461 Ate — 05Ate) — 6 Ate2 (C (6" 1) + E (6" 1))] 6" (4.24)
+ [-05AtB 4+ C (6" 1) (01Ate — O5Ate)] 6"
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sistemi elde edilir.

(4.24) denklem sistemi (N + 3) denklem ve (NN + 3) bilinmeyenden olusan bir
sistemdir. Smir sartlarini sisteme adapte edebilmek i¢in denklem sistemindeki ilk

ve son denklem silinerek bolgenin ug¢ noktalarindaki
u(a,t) = u(b,t) =0

siir sartlart kullamlarak 677" ve &3t yok edilirse (4.24) denklem sistemi
(N + 1) x (N + 1) matris sistemine indirgenmis olur. Ulagilan denklem sistemi 7’li

Thomas algoritmas1 yardimiyla coziilebilir.

RLW denkleminin trigonometrik kiibik B-spline Galerkin metodu ile sayisal
¢oziimii aragtirihrken elde edilen (4.24) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi igin gerekli

olan
(5917 587 s 759\77 5?V+l)

baglangic vektorii baglangic sartindan ve

(51—17 6(:5 ety (5:][\[’ 5}\[4—1)

bilinmeyenler vektorii ise Crank-Nicolson yénteminin programda bir kez ¢aligtirilmasi

ile bulunabilir.
4.4. Test Problemleri
4.4.1 Solitary dalgasimin hareketi test problemi

[a, b] araliginda tanimli 3¢ genlikli, v = 1+¢ec¢ dalga hizlh RLW denkleminin solitary

dalga analitik coziimii k = 46—6 olmak iizere
\/ 4pv

u(z,t) = 3csech? (k[x — Ty — vt])
olarak ilk boliimde verilmisti. Analitik ¢oziimde ¢ = 0 alindiginda
u(z,0) = 3csech? (k[x — Zo))

baglangi¢ sart1 elde edilebilir.
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Baslangi¢ sart1 kullanilarak RLW denkleminin ii¢ korunum sabitinin tam degerleri

6c 122 48kc*u 362 4c
= — = =— |1 —
Cl L 9 02 L + 5 ) 03 L ( + 5 )

olarak bulunabilir.

Bu test probleminde de ayni 3. boéliimde oldugu gibi, ¢ = ¢ = 1, g = 0
parametreleri, —100 < x < 120 tanim araliklar: secilerek 3¢ genlikli, £y = 0 noktasina
tepe noktasi kargilik gelecek sekilde yerlesgtirilmis bir solitary dalgasinin v = 14-¢ec hizla
saga dogru hareketi 0 < ¢ < 20 zaman araliginda incelenmistir. Verilen parametreler
ve tanim araliklar icin ¢ = 0.1 se¢imi yapilarak onerilen tiim yontemler igin elde

edilen sonuclar tablolar halinde ve hata grafikleri cizilerek verilecektir.

h = At = 0.1 se¢imi yapilarak belirli zamanlardaki dalganin konumunu gosteren
sekil bir onceki boliimdeki gibi sadece bir metot i¢in ¢izilmigtir. Sekil 4.1., KBCN1
metodu i¢in dalganin zamanla hareketini gostermektedir. Sekil 4.1. incelendiginde

solitary dalgasinin zamanla geklinde bir bozulma olmadan hareket ettigi goriilebilir.

zaman 10

0 ) 7_20 -10

Sekil 4.1. h = At = 0.1 igin ¢esitli zamanlardaki U(z, t).

[lk olarak solitary dalgasinin hareketi test problemi ile, onerilen 6 farkh
yontem icin hata normlari, hesaplama zamanlari ve mertebeleri Cizelge 4.1.’de
verilmistir.  Oncelikle tiim yontemlerdeki konum ve zaman artim degerleri esit
ve azalan degerlerde secilmistir. Cizelge 4.1.den goriildiigii gibi konum ve

zaman artimi degerleri azaldikca, hata normlar1 da azalmaktadir. Bir onceki
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boliimde oldugu gibi, Crank-Nicolson yontemlerinin hata normlar:1 birbirlerine yakin
iken, Adams Moulton yontemlerinden i¢ iterasyonlu lineerlestirme (KBAMI) ve
lineerlegtirme 3’iin (KBAM3), Rubin Graves lineerlestirmesine (KBAM?2) gore daha
iyi sonuglar verdigi soylenebilir. Ayrica Rubin Graves lineerlestirmesine alternatif
olarak onerilen lineerlegtirmenin (KBCN3, KBAMS3), i¢ iterasyonlu lineerlegtirme
kadar iyi sonuclar verirken ayni zamanda biiyiik bir hesaplama zamani avantaji
sagladigr gozlemlenmigtir.  Son olarak Crank-Nicolson yontemlerinin kuadratik,
Adams Moulton yontemlerininse kiibik mertebelere sahip olduklar1 Cizelge 4.1.’den

soylenebilir.
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Cizelge 4.1. t = 20 anindaki hata normlari, hesaplama zamanlari ve mertebe

KBCN1 KBAM1
h=At | Le Cpu Mertebe | L Cpu Mertebe
2 3.07 x 1072 | 0.23 1.87 1.66 x 1072 | 0.27 2.97
1 8.38 x 1073 | 0.27 1.94 2.12 x 1073 | 0.27 3.04
0.5 2.12 x 1073 | 0.96 1.99 2.58 x 1074 | 0.81 3.00
0.2 3.51 x 107* | 4.49 2.00 1.65 x 107° | 4.48 3.00
0.1 8.79 x 107° | 18.6 2.00 2.06 x 1079 | 17.78 3.00
0.05 2.20 x 1075 | 54.55 | 2.00 2.57 x 1077 | 49.53 3.00
0.02 3.52 x 1076 | 314.72 | 2.00 1.65 x 1078 | 313.55 | 2.91
0.01 8.79 x 1077 | 1252.7 2.20 x 107 | 1264.84

KBCN2 KBAM?2
h=At | Ly Cpu Mertebe | Ly Cpu Mertebe
2 2.79 x 1072 | 0.08 1.90 1.70 x 1072 | 0.08 2.89
1 7.48 x 1073 | 0.05 1.95 2.29 x 1073 | 0.05 2.66
0.5 1.94 x 1073 | 0.12 1.99 3.64 x 107% ] 0.12 2.37
0.2 3.12 x 107% | 0.61 2.00 4.14 x 107° | 0.61 2.10
0.1 7.81 x 107° | 2.37 2.00 9.65 x 1076 | 2.42 1.95
0.05 1.95 x 1073 | 9.42 2.00 2.49 x 1076 | 9.52 1.98
0.02 3.12 x 1079 | 59.01 | 2.00 4.06 x 1077 | 60.25 1.99
0.01 7.81 x 1077 | 235.83 1.02 x 1077 | 236.78

KBCN3 KBAM3
h=At | Le Cpu Mertebe | L, Cpu Mertebe
2 3.22 x 1072 | 0.19 1.91 1.75 x 1072 | 0.09 3.01
1 8.53 x 1073 | 0.08 1.96 2.17 x 1073 | 0.47 3.03
0.5 2.19 x 1073 | 0.14 2.00 2.65 x 1074 | 0.11 3.01
0.2 3.51 x 107* | 0.76 2.00 1.68 x 107° | 0.62 3.00
0.1 8.79 x 1075 | 3.28 2.00 2.10 x 107¢ | 2.37 3.00
0.05 2.20 x 1075 | 9.55 2.00 2.62 x 1077 | 9.45 3.00
0.02 3.52 x 1076 | 62.15 | 2.00 1.68 x 1078 | 59.01 2.91
0.01 8.79 x 1077 | 261.7 2.24 x 107 | 239.52
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h = At = 0.1 segilerek her bir énerilen metot i¢in korunum sabitlerinin mutlak

hatalar1 farkli zamanlarda hesaplanarak Cizelge 4.2.’de verilmigtir.

Cizelge 4.2. h = At = 0.1 se¢imi i¢in korunum sabitlerinin mutlak hatalari

KBCN1 KBAM1
t | (Ch), x 101 | (Cy), x 10* | (C3), x 10° | (Cy), x 10" | (Cy), x 10* | (C5), x 10°
0 |0.03 0.00006574 | 0.00000000 | 0.03 0.00006574 | 0.0000000
4 10.01 0.00006052 | 0.00010774 | 0.0 0.00499595 | 0.1670358
8 |10.01 0.00004612 | 0.00040647 | 0.01 0.01016545 | 0.3376292
12 1 0.03 0.00002521 | 0.00084261 | 0.02 0.01533499 | 0.5082237
16 | 0.04 0.00000036 | 0.00136366 | 0.03 0.02050455 | 0.6788192
20 |1 0.01 0.00002652 | 0.00193030 | 0.00 0.02567414 | 0.8494154

KBCN2 KBAM2
t | (Cy), x 10 | (Cy), x 10* | (C3), x 10° | (CY), x 10" | (Cy), x 10* | (C5), x 10°
0 |0.03 0.00006574 | 0.00000000 | 0.03 0.00065740 | 0.0000000
4 10.01 0.00006928 | 0.00014741 | 0.01 0.00499785 | 0.1670936
8 |10.01 0.00007931 | 0.00056537 | 0.01 0.01017298 | 0.3378596
121 0.02 0.00009437 | 0.00119564 | 0.02 0.01535014 | 0.5086904
16 | 0.03 0.00011288 | 0.00197308 | 0.03 0.02052799 | 0.6795443
20 | 0.001 0.00013349 | 0.00284222 | 0.00 0.02570574 | 0.8503970

KBCN3 KBAM3
t | (Ch), x 10 | (Cy), x 10* | (C3), x 10° | (CY), x 10t | (Cy), x 10* | (C3), x 10°
0 |0.03 0.00006574 | 0.00000000 | 0.03 0.00006574 | 0.0000000
4 10.01 0.00006177 | 0.00006729 | 0.01 0.00499497 | 0.1670034
8 [0.01 0.00004863 | 0.00032490 | 0.00 0.01016347 | 0.3375638
121 0.03 0.00002896 | 0.00072035 | 0.02 0.01533201 | 0.5081255
16 | 0.04 0.00000533 | 0.00120104 | 0.02 0.02050058 | 0.7868811
20 |1 0.01 0.00002034 | 0.00172753 | 0.01 0.02566917 | 0.8492514

Cizelgede (Ch),, , (Cy),, ve (C3),, sirasiyla birinci, ikinci ve ti¢iincii korunum sabitleri

icin mutlak hatalara karsilik gelmektedir. Cizelge 4.2.’de goriildiigii gibi, tiim metotlar
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icin (C1), mutlak hatasi sifira yakin degerler alirken, (C3), ve (Cs), hatalar kabul
edilebilirdir.

At = 0.001 se¢imi yapilarak konum artiminin azalan degerleri ile her bir 6énerilen

metot i¢in hata normu ve mertebeler hesaplanarak Cizelge 4.3.’de verilmistir.

Cizelge 4.3. Sabit At = 0.001 ve farkli konum artimlar: i¢in hata normlar1 ve mertebeler

KBCN1 KBCN2 KBCN3
h | Ly Mertebe | Lo Mertebe | Lo, Mertebe
2 13.30x 1073 | 4.70 3.30 x 1073 | 4.70 3.30 x 1073 | 4.70
1 1.27 x 107* | 4.10 1.27 x 107* | 4.10 1.27 x 107* | 4.10
0.5|7.37x107% | 3.97 7.37 x 1075 | 3.98 7.37 x 1075 | 3.97
0.2]1.94x107"|3.25 1.93 x 1077 | 3.32 1.94 x 1077 | 3.25
0.1]203x10°8 1.93 x 1078 2.03 x 1078

KBAM1 KBAM?2 KBAM3
h | Ly Mertebe | Ly Mertebe | Lo, Mertebe
2 [3.30x107? | 4.70 3.30 x 1073 | 4.70 3.30 x 1073 | 4.70
1 1.27 x 107* | 4.10 1.27 x 107* | 4.10 1.27 x 107* | 4.11
0.5 | 7.36 x 1076 | 4.02 7.36 x 107% | 4.02 7.36 x 1079 | 4.02
0.2 | 1.85x 1077 | 4.00 1.84 x 1077 | 4.10 1.85 x 1077 | 4.00
0.1]1.15x107® 1.07 x 1078 1.15 x 1078

Cizelge 4.3.’den goriildiigii gibi, zaman artimi miimkiin oldugu kadar kiiciiltiiliip,

konum artimi azalan degerler aldiginda yontemlerin hata normlari oldukga azalmigtir.

h = 0.01 secimi yapilarak zaman artiminin azalan degerleri icin her bir ¢nerilen
metodun kullanimi sonucunda elde edilen hata normu ve mertebeler Cizelge 4.4.’de

verilmigtir.
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Cizelge 4.4. Sabit h = 0.01 ve farkli zaman artimlar: i¢in hata normlar1 ve mertebeler

KBCN1 KBCN2 KBCN3

At | L Mertebe | Lo Mertebe | Lo Mertebe
2 297 x 1072 | 1.82 2.68 x 1072 | 1.84 3.10 x 1072 | 1.85

1 8.40 x 1073 | 1.95 7.49 x 1073 | 1.96 8.56 x 1073 | 1.97

0.5 |217x1073 | 1.99 1.93 x 1073 | 1.99 2.18 x 1073 | 1.99

0.2 |3.51x107%|2.00 3.12 x 1074 | 2.00 3.51 x 107 | 2.00

0.1 |879x107° 2.00 7.80 x 107° | 2.00 8.79 x 107° | 2.00
0.05 | 2.20 x 1075 | 2.00 1.95 x 107° | 2.00 2.20 x 107° | 2.00
0.02 | 3.52 x 1076 | 2.00 3.12 x 1079 | 2.00 3.52 x 107¢ | 2.00
0.01 | 8.79 x 1077 7.81 x 1077 8.79 x 1077

KBAM1 KBAM2 KBAM3

At | Lo Mertebe | Lo Mertebe | Lo Mertebe
2 1.58 x 1072 | 2.94 1.56 x 1072 | 2.78 1.57 x 1072 | 2.91

1 2.05 x 1073 | 3.00 2.27 x 1073 | 2.64 2.10 x 1073 | 3.00

0.5 |2.56 x 107* | 3.00 3.65 x 1074 | 2.37 2.62 x 107* | 3.00

0.2 |1.64x107° | 3.00 4.15 x 107 | 2.10 1.68 x 1075 | 3.00

0.1 |2.05x107%13.00 9.65 x 107¢ | 1.95 2.09 x 107% | 3.00
0.05 | 2.57 x 1077 | 2.99 2.49 x 1076 | 1.98 2.62 x 1077 | 3.00
0.02 | 1.65 x 1078 | 2.91 4.06 x 1077 | 1.99 1.68 x 1078 | 2.91
0.01 | 2.20 x 107* 1.02 x 1077 2.24 x 1079

(izelge 4.4.’den, sabit h ve farkli zaman artimlar i¢in hata normlarinin Cizelge
4.1.’deki degerler ile uyumlu oldugu goriilebilir. Ayrica Crank-Nicolson yontemlerinin
kuadratik, Adams Moulton yontemlerinin ise kiibik mertebelere sahip olduklar:

soylenebilir.

Sekil 4.2.’de ise her bir metot icin h = At = 0.1 olarak konum ve zaman artimi

secildiginde ¢ = 20 aninda bulunan mutlak hatalar1 gosteren sekiller verilmistir.
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b) KBAMI1

a) KBCN1

X

BreH Xepnin

d) KBAM?2

c) KBCN2

X

EleH Melni

f) KBAM3

e) KBCN3

= 0.1 i¢gin mutlak hata grafikleri

= At

Sekil 4.2. h

Sekil 4.2ye gore her bir yontemin maksimum hatasi konum araliginin

ortalarindadir ve Cizelge 4.1. ile uyumludur.
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4.4.2 Iki solitary dalgasmin garpismasi test problemi

EC;

Bu bolimde k; = , | —————
u boliimde T+ 20)

,© = 1,2 olmak {izere ¢aligmanin girig kisminda
da verilen

U(I, 0) = SClsechz(kl [I - il]) + 3CQSeCh2<]€2[l’ — fg]),

baslangic sart1 kullanilarak iki solitary dalgasinin ¢arpigmasi test problemi tizerinde
caligilacaktir. Carpismanin gergeklesebilmesi igin 0 < x < 500 konum araliginda
e=pu=1¢ =03, coc =0.1, 21 = 40 ve 5 = 90 degerleri kullanilarak programlar
caligtirilmigtir. Bu durumda genlik degerleri sirasiyla 0.9 ve 0.3 tepe noktalar: ise

x = 40 ve 90 degerlerine karsilik gelen iki solitary dalga elde edilmistir.

Bu durumda korunum sabitlerinin analitik degerleri bir énceki boliimde de verildigi

gibi,
6e1 6
Cp = 2522 L 11.4739473465046
ke
2 2 2 2
o, = 26 Bhap 126 ARSI | ¢ 43871404033,
T 5 s 5
362 4 362 4
Cy = 29 (1428} 2% (14 22 ~ 19.3056100758906
T 5 o 5
olarak hesaplanabilir.
h = At = 0.1 segimleri yapilarak belirli zamanlardaki dalganin konumunu

gosteren sekil, daha ©nce bahsedilen sebepten dolay1r sadece KBCN1 metodu icin
verilmigtir. Dalgalarin yaklagitk £ = 200 zamaninda carpigtiklart ve daha sonra
ayrilarak sekillerinde bir degisiklik olmadan yollarina devam ettikleri Sekil 4.3.’den

goriilmektedir.
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500

X

Sekil 4.3. h = At = 0.1 i¢gin ¢esitli zamanlardaki U(z,t).

(izelge 4.5.de iki solitary dalgasinin carpigsmasi test problemi ic¢in her bir ¢nerilen
metot sonucunda elde edilen korunum sabitlerinin belirli zamanlardaki yaklagik

degerleri verilmistir.



Cizelge 4.5. Iki solitary dalgasmin carpismasi problemi icin korunum sabitleri

KBCN1

KBAM1

Cy

Cy

Cs

&

Cy

Cs

11.47395

5.51440

19.30565

11.47395

5.51440

19.30565

20

11.47395

5.51440

19.30565

11.47395

5.51494

19.30777

100

11.47395

5.51440

19.30566

11.47395

5.51548

19.30989

150

11.47395

5.51446

19.30582

11.47395

5.51602

19.31197

200

11.47395

9.51505

19.30733

11.47395

5.51640

19.31346

250

11.47395

5.51474

19.30653

11.47395

5.51654

19.31400

300

11.47395

5.51442

19.30571

11.47395

5.51703

19.31588

KBCN2

KBAM?2

11.47395

5.51440

19.30565

11.47395

5.51440

19.30565

50

11.47395

5.51439

19.30564

11.47395

5.51494

19.30777

100

11.47395

5.51439

19.30562

11.47395

5.51548

19.30987

150

11.47395

5.51433

19.30531

11.47395

5.51591

19.31155

200

11.47395

5.01374

19.30230

11.47395

5.51531

19.30925

250

11.47395

5.51405

19.30389

11.47395

5.51598

19.31182

300

11.47395

5.01437

19.30552

11.47395

5.51699

19.31573

KBCN3

KBAMS3

11.47395

5.51440

19.30565

11.47395

5.51440

19.30565

20

11.47395

5.51440

19.30565

11.47395

5.51494

19.30776

100

11.47395

5.51440

19.30565

11.47395

5.51548

19.30988

150

11.47395

5.51446

19.30581

11.47395

5.51601

19.31196

200

11.47395

5.51504

19.30731

11.47395

5.51640

19.31344

250

11.47395

5.51474

19.30651

11.47395

5.51654

19.31399

300

11.47395

5.51442

19.30570

11.47395

5.51702

19.31586
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(Cizelge 4.5.’den de goriildiigii gibi korunum sabitlerinin yaklagik degerleri, daha

once hesaplanan analitik degerleri ile uyumludur.
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5. RLW DENKLEMININ SAYISAL COZUMU iCiN
TRIGONOMETRIK KUARTIK B-SPLINE GALERKIN YONTEMIi

Bu boliimde kuartik trigonometrik B-spline Galerkin yontemi ile RLW denkleminin
sayisal coziimlerinin bulunmasi amaclanmistir.  Onceki boliimlerde bahsedildigi
gibi sayisal ¢oziim aragtirilirken zaman parcalanmasi igin Crank-Nicolson yontemi,
ve Crank-Nicolson yontemine gore dogrulugu daha yiiksek olan Adams Moulton
yontemi, konum ayrigtirilmasi icin ise kuartik trigonometrik B-spline Galerkin
yontemi onerilmistir. Yontemlerin uygulanmasi sonucunda 3 farkli lineerlestirme
kullanilmig ve boylece 6 farkh yontem ile sayisal ¢oziim arastirilmigtir. Zaman ve
konum ayrigtirmasi tamamlandiginda RLW denklemi cebirsel bir denklem sistemine
doniigtiiriilmiistiir. Bu sistem Gauss eleminasyon metodu yardim ile c¢oziilerek
cebirsel denklem sisteminin bilinmeyenleri elde edilmis ve yaklasik ¢oziimde yerine
yazilip yaklagik ¢oziim belirlenmigtir. Sayisal ¢oziimiin dogrulugu ise iki test problemi

icin incelenmigtir.
5.1. I¢ Iterasyonlu Lineerlestirme
Bu boliimde lineerlestirme islemi icin i¢ iterasyon yapilacaktir.
5.1.1. Zaman parcalanmas i¢in Crank-Nicolson yontemi (KRCN1)

Kuadratik Trigonometrik B-spline boliimiinde, RLW denklemine Crank-Nicolson

zaman parcalanmasi uygulanmig ve elde edilen esitlik diizenlenerek agagidaki (3.8)

esitligi
At n Ate n n n
un+1 + ? (ua:) +1 + Tu?ﬁ»l (ux) +1 [ (uxx) +1 =" — L (ua:x)
At n Ate n

2 2

elde edilmistir. W (z) agirlik fonksiyonu olmak iizere (3.8) esitligine Galerkin metodu

uygulanarak,
Frte) (e 5™+ S5 )" = ()™ ) e =
At Ate

jW(I) (u” — 1t (Uge)" — =
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(3.9) esitligi elde edilmigtir.

[a,b] konum araligi N esit uzunluklu alt araliga parcalanirsa, [x,,,z;,1] arahg
iizerinde W (z) agirhk fonksiyonu ve wu,u,,u,, yerine T,, trigonometrik kuartik

B-spline fonksiyonlari kullamildiginda (3.9) esitliginin diizenlenmis formu olan,

m+2 Tm+1 Tm+1
> { ( J ﬂTjdx> o1 — ( S ﬂT;M) ot

j=m—2 Zm

At Tl n Ate 2 Fmrt n n
+5 (f TT’d:r)é“ - Z (f T,T, (5;1)73653;) 5;1}

k= Tm
5.1
m—+2 Tl Tl ( )
- f T,T;dz | 67 — f T,T!dx | 57
j=m-—2
At Fml 'd n = ik n ’ n
~ f T,Tidz | 67 — —— Z [ TT (6}) Tidz | &
k=m—2 \ Tm
yaklagimi elde edilir. Bu yaklagim [, Z;,,+1] araligl iizerinde olup m = 0,1,..., N —1

degerleri icin her bir araliktaki yaklagimlar birlestirildiginde (3.9) esitligine donecektir.

(5.1) ifadesinde ¢ = x — x,,, doniisiimii yapilirsa,

m+2 h
J= m 2

At 1 te m+2 1 1
= ( [ TT’dg) o5+ - ( [TiT, (07F )T’d§> 55 * }

k=m—2

m+2 (5.2)
e e

j=m—

elde edilir. (5.2) ifadesindeki integralleri hesaplamak icin 2. boliimde
elde edilen T,, o, 11, T, Trns1, Tineo trigonometrik kuartik B-spline esitlikleri
kullanilacaktir. Bu durumda her bir alt araliktaki eleman matrislerinin her bir elemani
i, J,k;m—2m—1,mm+1,m+ 2 olmak tizere,

h
Afj = /Ez}d§> B’Z

0

/T de, (5.3)

I
O\:

h h
CL(8") = / T (57) Tydg,  Dfj = / LTy
0

o



120

olarak alinabilir. (5.3) esitliklerinde verilen A® eleman matrisi

Am72,m72 Amf2,m71 AmfZ,m Amf2,m+1 AmfZ,erZ

Am—l,m—Q Am—l,m—l Am—l,m Am—l,m+1 Am—l,m—|—2

A6

Am,me Am,mfl Am,m Am,m+1 Am,m+2

Am+1,m72 Am+1,m71 Aerl,m Am+1,m+1 Am+1,m+2

Am—|—27m—2 Am+2,m—1 Am—|—2,m Am+2,m+1 Am—|—27m—|—2

seklinde yazilir. Matrisin her bir elemani icin gerekli olan integrallerin
hesaplanmasinda trigonometrik kuartik B-spline egitlikleri kullanihir. B¢ ve D¢
matrislerinin hesaplanmasi da A°¢ eleman matrisiyle benzer sekilde yapilir. C¢ elaman
matrisi ise integraldeki 7} nedeniyle diger matrislerden farkli sekilde bulunur. Bu
matrisin her bir elemaninda k indisinin m — 2,m — 1, m, m + 1, m + 2 adimlarindan
kaynaklanan beger elemani daha olacaktir. C¢ eleman matrisinin ilk elemaninin

bulunusunu 6rnek olarak gosterecek olursak ¢ = 5 = m — 2 alindiginda

!

h h
Cren—Qm—Q((sn) = /Tm—2Tm—2 (5%—2) Tvln—2d§ + /Tm—2Tm—1 (6%—1) Tm_gdf
0 0

/

h
[ Toa T (57T, e + / T Tt (07,01) T)y_ol€
0

!

+ [ TosTonsn (50 0) Ty od

S O —_ .

bulunur. Bu buldugumuz esitlik, & indisinin degerleri i¢cin C¢ eleman matrisinin sadece
ilk elemanidir. Bulunan eleman matrislerinin m = 0,1,..., N — 1 icin uygun sekilde

birbirlerine eklenmesi sonucunda,
0 =(0_2,00,01,...0n5,0ns1)"
olmak tizere (5.2) ifadesinden,
A—MD+%B + %C (5““)} ot = lA—MD—%B—%C (6™ 6" (5.4)

elde edilir.

(5.4) denklem sistemi N + 4 denklem ve N + 4 bilinmeyenden olugan bir

sistemdir. Siir sartlarini sisteme adapte edebilmek i¢in denklem sistemindeki ilk
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ve son denklemler silinerek bolgenin ug noktalarindaki

u(a,t) = u(b,t) =0

smir - sartlar1  kullamlarak 0™5" ve 0%t yok edilirse (5.4) denklem sistemi

(N 4 2) x (N + 2) matris sistemine indirgenmig olur. Ulagilan denklem sistemi Gauss

eleminasyonu yardimiyla ¢oziilebilir.

RLW denkleminin trigonometrik kuartik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢ozlimii aragtirihirken elde edilen denklem sisteminin ¢oziilebilmesi igin
(6%5,80,07, .. 0%, 0%41)

baslangic vektoriiniin bulunmasi gerekir. Bunun i¢in RLW denkleminin baslangic sart:

olan
u(z,0) = f(x)

ve kuartik trigonometrik B-spline esitlikleri kullanilir.
5.1.2. Zaman parcalanmasi i¢in Adams Moulton yéntemi (KRAM1)

Daha ¢nce RLW denklemine 6, = 5/12, 0 = 2/3, 03 = —1/12 segimleri ile Adams
Moulton zaman parcalanmasi uygulanmis, elde edilen egitlik diizenlenmis ve asagidaki

(3.15)

w4 O AL (1) O Ateu™ Y (1) — 1 (o) = U™ — 1 (Ue)”
—0 At (uy)" — O Ateu™ (ug,)" — O3At (u:,;)"*1 — O3Ateu™ ! (ux)”*1

esitligi elde edilmigtir. W (z) agirlik fonksiyonu olmak iizere (3.15) esitligine Galerkin

metodu uygulanarak,
b
TW () (u™™ + 018 (up)" + 01 Ateu™ (uy)™ ™ — ()" do =
b
TW (@) (u = p (uge)” — 0280 ()" — OxAteu™ (uy)" — 03¢ (u,)"

—03Ateu"! (um)n_l) dx

(3.16) esitligi elde edilmigtir.
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[a,b] konum araligt N esit uzunluklu alt araliga parcalanirsa, [x,,z;,1] arahg
iizerinde W (z) agirhk fonksiyonu ve wu,u,,u,, yerine T,, trigonometrik kuartik

B-spline fonksiyonlari kullamildiginda (3.16) esitliginin diizenlenmis formu olan,

m-+2 Tm+1 Tm+1
'22 [ TTidx | 67" —p| [ TTVdx ) 67
J=m—

Tm Tm

k=m—2

m+2 Tm+1 Tm+1 Tm+1
- 3 { ( S/ Tﬂ}dx) 0% — 1 ( il T,ij’dx> 07 — O At ( S/ Tﬂ}’dx) 07 (5.5)
j=m—2

Tm

Tm+1 m—+2 Tm+1
+91At< hi TZ-Tj(dx> S O Ate Y ( [ T, (5g+l)T;d:c> 5;“}

J Tm Tm Tm

k=m—2 Tm

m+2 Tm41 Tm41
NN ( [ T, (52)7}@) 57—93At( S m;m) gt

m+-2 Tm+1
— O3Ate Y ( [ T.T, (52—1)T;dx) 5;—1}

k=m—2

Tm

yaklagimi  elde edilir. Bu yaklasim [z, z,41] arahg iizerinde olup

m = 0,1,..., N — 1 degerleri icin her bir araliktaki yaklagimlar birlestirildiginde
(3.16) esitligine donecektir.

(5.5) ifadesinde ¢ = x — x,,, doniigiimii yapilirsa,
m+2 h
j= 2 0
m+2 h
(f TvZTk 6n+1 T/d§> 5n+1}
k=m—2 \0

22 { (f T,Tjdg) o — < I TT"dg) o (5.6)

h
+ 1At ( J ﬂT;dg) 07 + 01 Ate
0

I
: Mi

J

h m+2 h
— 0, AL ( [ TTd¢ )5;? — OAte Y ( J T, (67) T’d§>
0 k=m—2 \0
h m+2
— O3At ( / ﬂT’dg) 07— OsAte Y ( [T (6;7) T;dg) 5;%1}
0 k=m—2 \0

yaklagimi elde edilir. (5.6) yaklagiminki integralleri hesaplamak icin 2. boliimde
elde edilen T,, o, T—1, T, Tni1, Tineo trigonometrik kuartik B-spline esitlikleri

kullanilacaktir. Bu durumda her bir alt araliktaki eleman matrislerinin her bir elemani
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0,7, k;m—2m—1m, m+ 1, m+ 2 olmak tizere

h h

Ay = / TTyde, B = / T,T) d, (5.7)

0 0

h h
C5(6") = / TiTy (o) Tyd¢,  Df; = / T3 de
0 0

olarak almabilir. (5.7) ifadesinde gosterilen tiim matrisler Crank-Nicolson yonteminde
anlatildigi sekilde hesaplanir. Elde edilen tiim eleman matrislerininm = 0,1,..., N—1

i¢in uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda,
8 =1(6_2,0_1,00,..,0n,0n41)"
olmak iizere (5.6) yaklagimindan
[A—D+0,AtB + 6, AteC (6")] 6" =
[A—uD—0,AtB—0,AteC (6™)] 8" (5.8)
— [63AtB+05AteC (6" 71)] 6"

sistemi elde edilir.

(5.8) denklem sistemi N + 4 denklem ve N + 4 bilinmeyenden olugan bir
sistemdir. Smir sartlarini sisteme adapte edebilmek icin denklem sistemindeki ilk

ve son denklemler silinerek bolgenin ug¢ noktalarindaki
u(a,t) = u(b,t) =0

sir - sartlart kullamlarak 675" ve Syt yok edilirse (5.8) denklem sistemi
(N 4 2) x (N + 2) matris sistemine indirgenmig olur. Ulagilan denklem sistemi Gauss

eleminasyonu yardimiyla coziilebilir.

RLW denkleminin trigonometrik kuartik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢oziimii aragtirihirken elde edilen (5.8) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi i¢in

(5227 5917 ce 75?\77 5[])V+1)

baglangic vektorii ve

(61—27 51—17 T 75]1V> 5]1V+1)
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vektoriiniin  bulunmas: gerekmektedir. Baglangic vektorii baglangic sartindan
bulunabilirken,

(6£27 5£17 te 75]1\77 5}V+1)

vektoriiniin bulunabilmesi icin ise Crank-Nicolson programda bir kez ¢aligtirilmalidir.
5.2. Lineerlestirme 1
Bu boliimde lineerlestirme iglemi i¢in Rubin Graves lineerlestirmesi yapilacaktir.
5.2.1. Zaman pargalanmasi i¢in Crank-Nicolson yéntemi (KRCN2)

Kuadratik trigonometrik B-spline boliimiinde, RLW denklemine Crank-Nicolson
zaman parcalanmasi uygulanmig, elde edilen egitligi (n + 1). zamana gore lineer hale
getirmek icin Rubin Graves lineerlestirmesi kullamilmig ve bu esitlige W (z) agirhik
fonksiyonu olmak iizere Galerkin metodu uygularak,

b At At
[ W (z) (u”“ + 7%‘*1 + %(u”uﬁ“ + ulyn ) — uu;‘f) dr =

b
[ W (z) (u” - %uﬁ - /mgx) dx

(3.23) esitligine ulagilmigtir.  Galerkin yonteminde W (z) agirhk fonksiyonu ve

U, Uy, Uz yerine T, trigonometrik B-spline fonksiyonlar: kullanilacaktir.

[a,b] konum araligl N egit uzunluklu alt araliga parcalamrsa, [z,,,Z;,1] aralig
iizerinde W (z) agirhk fonksiyonu ve w,u,,u,, yerine T,, trigonometrik kuartik

B-spline fonksiyonlari kullanmildiginda (3.23) esitliginin diizenlenmis formu olan,
m+-2 Tm+1 At [ Tm+1 , Tm+1 .
2\ Thde | o [ TTde | = | [ T

gAt m-+2 Tm+1 , Tm+1 ,
LR ey e ) + (e T

2 k=m—2 Tom

} ot (5.9)

Im

m—+2 Tm+1 At Tm+1 , Tm+1 , .
yaklagimi  elde edilir. Bu yaklasim [z, z,41] arahg iizerinde olup

m = 0,1,..., N — 1 degerleri icin her bir araliktaki yaklagimlar birlestirildiginde
(3.23) esitligine donecektir.
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(5.9) yaklagiminda ¢ = = — x,, doniisiimii yapilirsa,

Sy f At [k h
5 (Jrmae) oo 5 ([ rme) ([ iy
0 0

j=m—2 0

EAt m—+2 h , h ,
w3 8 l(frmenma)+ (frmene)| o 6o

m—+2 h At h h
- 8 A (frmac) - 5 ([mae) —u(Jrmae) oy

j=m—2
elde edilir. (5.10) ifadesindeki integralleri hesaplamak igin 2. boliimde
elde edilen T}, o, Ty 1,Tm, Tini1, Trnio trigonometrik kuartik B-spline egitlikleri
kullanilacaktir. Bu durumda her bir alt araliktaki eleman matrislerinin her bir elemani
i, 0,k ;m—2m—1 m, m+ 1, m+ 2 olmak tizere
Ay = [TTde, By = [T C5(67) = [T (1) T,
(5.11)
h

h
D, = b[TiT]f’df', E (8") = bf T, (o) T;dg

olarak almabilir. (5.11) ifadesinde gosterilen tiim matrisler Crank-Nicolson
yonteminde anlatildigi sekilde hesaplanir. Elde edilen tiim eleman matrislerinin

m=20,1,..., N — 1 i¢in uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda,
8 =(0-2,0_1,60,-.,0n,6n41)"
olmak iizere (5.10) ifadesinden
A—i—%B—I—e%(C (6")+E (")) — ;LD:| ot = {A—%B — ,uD} " (5.12)
denklem sistemi elde edilir.

(5.12) denklem sistemi N + 4 denklem ve N + 4 bilinmeyenden olugan bir
sistemdir. Siir sartlarini sisteme adapte edebilmek i¢in denklem sistemindeki ilk

ve son denklemler silinerek bolgenin ug¢ noktalarindaki
u(a,t) = u(b,t) =0

sir sartlart kullamlarak 6"} ve 83t yok edilirse (5.12) denklem sistemi
(N 4 2) x (N + 2) matris sistemine indirgenmig olur. Ulagilan denklem sistemi Gauss

eleminasyonu yardimiyla ¢oziilebilir.
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RLW denkleminin trigonometrik kuartik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢oziimii arasgtirilirken elde edilen denklem sisteminin ¢oziilebilmesi icin
(6%5,80,0%, - 0%, 0%41)

baslangic vektoriiniin bulunmasi gerekir. Bunun i¢in RLW denkleminin baslangic sart:

olan
u(z,0) = f(x)

ve kuartik trigonometrik B-spline egitlikleri kullanilabilir.
5.2.2. Zaman parcalanmasi i¢in Adams Moulton y6ntemi (KRAM?2)

RLW denklemine Adams Moulton zaman parcalanmasi uygulanmig, elde edilen

esitligi (n+1). zamana gore lineerlegtirmek i¢in Rubin Graves lineerlegtirmesi yapilmig

ve (3.28)

w4+ 0, At (u:,j)nJrl + 01 At (u™(uy)" T + (ug) u™ ) — 1 (um)n+1 =u" — p (Upg)"”

—03At (ug)" + (61 At — OaAte)u™ (ug)" — OsAL((ug)" ™" + eu ! (ug)™ ™)

esitligi elde edilmigtir. W (z) agirlik fonksiyonu olmak iizere (3.28) esitligine Galerkin

metodu uygulanarak,

W () (u"™ + 01 At (up)" T + 01 Ate (u™ (up)" + (ue)"u"™) — p1 (uge)™) do =

R} S S

W (x) (u™ = 1 (Uge)" — 02 (ug)" + (1 Ate — O Ate)u™ (uy)" — O3 ((ug)"
+eu 1 (u,)" ) da

(3.29) egitligine ulagilmigtar.

[a,b] konum arahigl N egit uzunluklu alt araliga parcalamrsa, [z,,,x, 1] aralig

tizerinde W (z) agirhk fonksiyonu ve w,u,,u,, yerine T,, trigonometrik kuartik
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B-spline fonksiyonlar: kullamldiginda (3.29) esitliginin diizenlenmis formu olan,

m+2 Tm+1 Tm+1 Tm+1
Py ) [ TTidx | —p| [ TiTjde |+ 6.4t [ TiTjdx
j=m— Tm Tm Tm
Tm+1 Tm+1
[ rme s | + (] B0 Tyda | | b o
m+2 Tm+1 Tm+1 Tm+1
- > ) | TTidz | —p| [ TT]dx | — 0At i TT dx (5.13)
j=m— Tm Tm Tm
Jr

2 Tm+1
.S ( [ T, (5;;)T;dx> (QlAte—QgAts)}cS?
=m—2

m+2

+91At€ Z

k=m—2

3

k T
m-+2 Tm+1 m+2 Tm+1
+ Y At | [ TTdz | +e Y | [ LT (6 1) Tjde | 365"
j=m—2 T, k=m—2 \ z.,
yaklagimi elde edilir. Bu yaklasim [z, 7,,41] araligi iizerinde olup

m =0,1,..., N—1 degerleri i¢in her bir araliktaki yaklagimlar birlegtirildiginde (3.29)

esitligine donecektir.

(5.13) ifadesinde £ = = — x,, doniigiimii yapilirsa,

m+2 h h
5 () o () o e
j=m—2 0 0
m+2 h h
WINESS Kf T <52>T;df) " (f iy <5Z>Tjd§)] } gt
k=m—2 0 0
m+2 h h h
- 8 {(frmac) ([ riaye) - e ([ 730 ) (514
j=m—2 0 0 0
m-+2 h
+ 3 ( [ TiTy (67) T;df) (01 Ate — 92At5)} 5"
k=m—2 \0
m+2 h m+2 h
+ OsAt { ( f nT;dg) +e Y ( [T (637) T;dg) } &
j=m—2 0 k=m—2 \0

elde edilir. (5.14) ifadesindeki integralleri hesaplamak igin 2. boliimde
elde edilen T}, o, Ty _1,Tm, Tini1, Trnio trigonometrik kuartik B-spline esitlikleri
kullanilacaktir. Bu durumda her bir alt araliktaki eleman matrislerinin her bir elemani
1,5,k ;m—2m—1,m,m+1,m+ 2 olmak iizere
h h
A, :bfTiTjdf, B zofTﬂ;dg, Cs; (") fTTk (0%) T;de,
(5.15)

h
Djy = [ TiTy e, E fTTk (67) Tyde
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olarak almabilir. (5.15) ifadesinde gosterilen tiim matrisler bu boliimiin bagindaki
Crank-Nicolson yonteminde anlatildigr sekilde hesaplanir. Elde edilen tiim eleman

matrislerinin m = 0,1, ..., N — 1 icin uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda,
0= (5—27 6—17 507 BRI 6]\/7 5N+1)T

olmak iizere (5.14) ifadesinden
[A—uD+0,Ate (C(6*) + E(6™)) +0,AtB] 6" =
[A—uD+ (0;Ate — 0;Ate) C (6™) —0,AtB] 6" (5.16)
— [egAtB + 6’3At5C (6’“_1)} 6”_1

denklem sistemi elde edilir.

(5.16) denklem sistemi N + 4 denklem ve N + 4 bilinmeyenden olusan bir

sistemdir. Siir gartlarini sisteme adapte edebilmek i¢in denklem sistemindeki ilk

ve son denklemler silinerek bolgenin u¢ noktalarindaki
u(a,t) = u(b,t) =0

s sartlart kullamlarak 6"%" ve &3t yok edilirse (5.16) denklem sistemi
(N 4 2) x (N + 2) matris sistemine indirgenmig olur. Ulagilan denklem sistemi Gauss

eleminasyonu yardimiyla coziilebilir.

RLW denkleminin trigonometrik kuartik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢Oziimii aragtirilirken elde edilen (5.16) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi igin

(6(127 5(117 s 759\77 6?V+1)

baglangic vektorii ve
((5£2, 51,17 .. 75]1\77 5}V+1)

vektoriiniin  bulunmas1 gerekmektedir. Baslangic vektorii baslangic sartindan

bulunabilirken,
(5£27 5£17 te 75]1\77 5}V+1)

vektoriiniin bulunmasi i¢in Crank-Nicolson programda bir kez caligtirilmalidir.
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5.3. Lineerlestirme 2

Onceki boliimlerde gosterildigi gibi, bu béliimde de lineerlestirme islemi icin
Rubin Graves lineerlegtirmesine benzeyen ve dogrulugu daha yiiksek olan yeni bir

lineerlestirme Onerilecektir.
5.3.1. Zaman pargalanmasi i¢in Crank-Nicolson yéntemi (KRCN3)

Kuadratik trigonometrik B-spline boliimiinde, RLW denklemine Crank-Nicolson

zaman parcalanmasi yapilmig, elde edilen esitlige alternatif bir (3.34)

1 - _ _
()" = 2u ™ — T 20" — T 4 20!

+2u" M — A — u" T  O((A)Y

lineerlestirmesi uygulanmis ve gerekli diizenlemeleri yaparak (3.35)

At
un+1 + 7 (ux>n+1 +

Ate

5 (2(ux)nun+1 _ (uw)n—lun—kl + 2un<u1)n+1 _ un—l(ux)n—&-l)

)™ = = ) = G )" ) (35

2
At At _
— S (2 )"+ 2 ) + = ()"

esitligi elde edilmigtir. W (z) agirlik fonksiyonu olmak iizere (3.35) esitligine Galerkin

metodu uygulanarak,

b n+1 At n+1 n+1

Ate
2

jW(x) (u” — 11 (Uga)"” — At ()" + 17 (1) (3At5)

(2(um>nun+1 _ (um)n—lun—i—l + 2un<uz)n+l _ un—l(ux)n—&—l)) dr =

2 2

A A
_$(2u”1 ()™ + 2(ug )" u™) + %u”l (ux)"1> dx

(3.36) egitligine ulagilmigtar.

[a,b] konum arahigl N egit uzunluklu alt araliga parcalamrsa, [z,,,x;,1] aralig

tizerinde W (z) agirhk fonksiyonu ve w,u,,u,, yerine T,, trigonometrik kuartik
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B-spline fonksiyonlar: kullamldiginda (3.36) esitliginin diizenlenmis formu olan,

m—+2 Tm+1 Tm+41 . At Tm+1 ,
DO A T B G R s T
Jj=m— Tm Tm Tm

Até‘ m+2 Tm+1 Tm+1
t—- X (2| ) TLOp) Tde | = J T} (0% 1) Tyd
k=m—2 Tm Tm

Tm+1 Tm+1
2( [ LT (6}) T;dx> — ( [ TT, (5’,;1)T;da:> }5;?“
m+2 Tm+1 Tm+1 At Tm+1
- > [ TiTydx | —p| [ TiTjdx 5 | TTjdx (5.17)
j=m-—2 Tm Tm Tm
m+2 Tm+1
+ ( | T (5;;)T;dx> <3A2t€>
a1 n—1 ! Tk ! n—1 n
[ TT (6y7) Tyde | + | [ T (037") Tydx | | ¢ 6
m+2 m+2 Tm+1
- {% > (f T,y (67 1)T'dx)}5;?—1
=m k=m—2

Tm
yaklagimi elde edilir. Bu yaklasim [z, 2,,41] araligi iizerinde olup

m = 0,1,..., N — 1 degerleri icin her bir araliktaki yaklagimlar birlestirildiginde
(3.36) esitligine donecektir.

(5.17) ifadesinde £ = x — x,, doniigiimii yapilirsa,

m+2 h At h
35 {(Fmmac) = (Fozyac) + 5 (i)

A m+2 h ;
S (i) (e

=m—2

+2 ( [ T.T: (0%) T;dg) — (th TT, (037 T;dfﬂ } ot
€ {(Jrme)n(jrm) -2 (o)

Jj=m-—2
v+ 8 (frmonma) (357)
k=m—2

Atg mff 2 beh T (07 7) T;dg) + (th T3 (077) Tjdfﬂ } 5

_ ’%2 {% bl (fTTk (07 1)de§)}5; :
j=m—2 k

7 =m—2
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elde edilir. (5.18) ifadesindeki integralleri hesaplamak igin 2. boliimde
elde edilen T}, o, Ty 1,Tm, Tini1, Trnio trigonometrik kuartik B-spline esitlikleri
kullanilacaktir. Bu durumda her bir alt araliktaki eleman matrislerinin her bir elemamni

t,7,k;m—2 m—1,m, m+ 1, m+ 2 olmak iizere
h h , h ,
b= . =i, oy - e

(5.19)

h h
D, = OfnT;'dg, E (8") = Of T, (o) T;d€

olarak almabilir. (5.19) ifadesinde gosterilen tiim matrisler bu boliimiin bagindaki
Crank-Nicolson yonteminde anlatildigr sekilde hesaplanir. Elde edilen tiim eleman

matrislerinin m = 0,1, ..., N —1 i¢in uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda,
5 - (5,2, 6,1, 50, ey 6]\[, 5N+1)T

olmak tizere (5.18) ifadesinden

{A—gDJr%B + 25 (B (6 B (6") +20(8") - © (anl))} 5 =
[A—MD—%B Lc) (?’Af) B (6 12 (5n1))] & (520

Atg n—1 n—1
+ {TC © )} 0
denklem sistemi elde edilir.
(5.20) denklem sistemi N + 4 denklem ve N + 4 bilinmeyenden olugan bir

sistemdir. Siir gartlarini sisteme adapte edebilmek i¢in denklem sistemindeki ilk

ve son denklemler silinerek bolgenin u¢ noktalarindaki

u(a,t) = u(b,t) =0
sir sartlart kullamlarak 6"%" ve 3t yok edilirse (5.20) denklem sistemi

(N 4 2) x (N + 2) matris sistemine indirgenmig olur. Ulagilan denklem sistemi Gauss

eleminasyonu yardimiyla coziilebilir.

RLW denkleminin trigonometrik kuartik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢oziimii arastirilirken elde edilen denklem sisteminin ¢oziilebilmesi icin

((50—27 5(117 T 75?% 5?\/—&-1)
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baslangic vektoriiniin bulunmas: gerekir. Bunun i¢in RLW denkleminin baglangic sarti

olan
u(z,0) = f(x)

ve kuartik trigonometrik B-spline esitlikleri kullanilir.
5.3.2. Zaman pargalanmasi i¢in Adams Moulton yontemi (KRAMS3)

RLW denklemine Adams Moulton zaman parcalanmasi uygulayarak elde edilen
esitligi, (3.34) lineerlegtirmesi ile (n 4+ 1). zamana gore lineer hale getirerek gerekli

diizenlemeler yapilarak,
w4 O AL (1) 0 Ate (2(ug) u T — (up) Ut 4
20 (1) = 0 ) ) = p ) =
U — 1 (Ugy)" — 02 ()™ + u"(u,)" (46, Ate — O Ate)—
01 Ate (20 (ug)" + 2(ug)"tum) — O3A¢ (uy)" " +
Y (uy)" 7t (01 Ate — 3Ate)

(3.41) esitligine ulagilmgtir. W(x) agirlik fonksiyonu olmak iizere (3.41) esitligine
Galerkin metodu uygulanarak,

b
S W(z) (u"tt + 0, At (uz)™ ™ + 01 Ate (2(ug)"u™ T — (ug)" Tt

+ 2u ()" = U ()" ) = o ()" ) i =

fW(ac) (U™ — p1 (Uge)" — 02 (ug)" + u"(uy)" (401 Ate — O Ate)
— 01 Ate(2um ™ (ug)" + 2(ug)" ") — O3A¢ (u,)"

+u ! (uy)" ! (61 Ate — O3Ate))dx

(3.42) esitligi elde edilmistir.

[a,b] konum araligi N esit uzunluklu alt araliga parcalanirsa, [x,,,T;,1] arahg

iizerinde W (z) agirhk fonksiyonu ve wu,u,,u,, yerine T,, trigonometrik kuartik
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B-spline fonksiyonlar: kullamldiginda (3.42) esitliginin diizenlenmis formu olan,

m—+2 Tm+1 Tm+1 . Tm+1 ,
j:;n:—Z | TTidz | —p| [ TTdx | +0,At 1l TiTidx

m+2 Tm+1 Tm+1
+01 At Y 2( J TiTé(&?)Tjde)—(f TT; (521)73dw>
k=m—2 Tm Tm
Tm+1 Tm+1
2 [ TL(00) Tida | — | [ T (077") Tyda | | po5™!

m+2 Tm+1 Tm+1 Tm+1
- > ) | TTide | —p| [ T} dv | — 0,At i T;Tidx
j=m— Tm Tm Tom

m+2 Tm41
2 ( [ TT (52)T;dx> (460, Ate — 0,Ate)

k Tm

(5.21)

m+2
—HlAtc‘E Z 2
k=

MHTiTk SN Tldr | + MHTin 51 Todr
k 7 k k J

Tm+1
. {m ( i TT/dx>
j=m—2

m +2 Tm+1
( f TTk (Sn 1) T’dx) (91At€ — 93At€)} 5?71
k=m—2

S
m

yaklagimi elde edilir. Bu yaklasim [z, Z,,41] araligi iizerinde olup

m = 0,1,..., N — 1 degerleri icin her bir araliktaki yaklagimlar birlestirildiginde
(3.42) egitligine donecektir.
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(5.21) ifadesinde & = x — x,,, doniigtimii yapilirsa,

bl {( I d§> (thiT;’df) + 0, At (]h“mgdg)

j=m—2 0
m+-2 m+2 h

v | 5 o (frmenna) - ' (frm o) m)
k=m—2 =m—2 \0

3

+ 2 2 < [ T (67) T’d§> — mff (thTk (6Z‘I)T;d§>]}5?“
2 k=m—-2 \0

0

- mz? {(J1mae) ~u ([ rrac) - vuse (i)
j=m 0 0 0

J

o (5.22)
+ ( T Ty (67) T;df) (401 Ate — O, Ate)
k=m—2 \0
m+-2 h h
—0, Ate 2 K [T (677) T;dg) + ( [T} (677 ) Tjdg)] } &7
k=m—2 0 0

m+2 h
w5 Loane ()
j 2 0
m+2 h 1 1
- < g‘ T (6,7) T;dg) (01 Ate — 93At6)} 8

elde edilir. (5.22) ifadesindeki integralleri hesaplamak igin 2. boliimde
elde edilen T,, o, T—1, T, Tni1, Tinso trigonometrik kuartik B-spline esitlikleri
kullanilacaktir. Bu durumda her bir alt araliktaki eleman matrislerinin her bir elemani
i, 0,k ;m—2m—1m,m+1,m+ 2 olmak iizere,
h h
A, :bfTiTjdf, B zofTﬂ;dg, Cs; (") fTTk (0%) T;de,
(5.23)

D5, = b;ﬂTj’dﬁ, Eg ( fTTk (o) T;d€
olarak almabilir. (5.23) ifadesinde gosterilen tiim matrisler bu boliimiin bagindaki
Crank-Nicolson yonteminde anlatildigr sekilde hesaplanir. Elde edilen tiim eleman

matrislerinin m = 0,1, ..., N —1 i¢in uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda,

6 =(6_9,0_1,00,...,0n,0n41)" olmak iizere (5.22) ifadesinden
[A—pD+6;AtB + 6, Ate (2E (6") —E (6" ") +2C (6") — C (6" 1))] 6" =
[A—D—0,AtB + C (8") (461 Ate — O, Ale) — 20, Ate (C (6" 1) + E (6"71))] 6" (5:24)
+ [~0;AtB + C (8"7) (61 Ate — 03Ate)] 5"

denklem sistemi elde edilir.
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(5.24) denklem sistemi N + 4 denklem ve N + 4 bilinmeyenden olusan bir
sistemdir. Siir sartlarini sisteme adapte edebilmek i¢in denklem sistemindeki ilk

ve son denklemler silinerek bolgenin ug noktalarindaki
u(a,t) = u(b,t) =0

s sartlart kullamlarak 6"%" ve 3t yok edilirse (5.24) denklem sistemi

(N 4 2) x (N + 2) matris sistemine indirgenmig olur. Ulagilan denklem sistemi Gauss

eleminasyonu yardimiyla coziilebilir.

RLW denkleminin trigonometrik kuartik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢oziimii aragtirilirken elde edilen (5.24) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi i¢in gereken
(629,07, O, O 1)

baglangic vektorii baglangic sartindan,
(615,8%, . 3% 8%

ilk bilinmeyenler vektorii ise Crank-Nicolson metodunun bir kez kullanilmas: ile

bulunur.
5.4. Test Problemleri
5.4.1 Solitary dalgasinin hareketi test problemi

[a, b] araliginda tanimli 3¢ genlikli, v = 1+¢ec¢ dalga hizh RLW denkleminin solitary

dalga analitik coziimii k = 46—0 olmak iizere
\/ 4p0

u(z,t) = 3csech? (kx — &g — (1 +ec)t])
olarak ilk boliimde verilmisti. Analitik ¢éziimde ¢ = 0 alindiginda
u(x,0) = 3csech? (k[x — Zg))
baglangi¢ sart1 elde edilebilir.

Baslangig sart1 kullanilarak RLW denkleminin ii¢ korunum sabitinin tam degerleri

6c 122 48kc*u 362 4c
= — = =— |1 —
Cl L 9 02 L + 5 ) 03 L ( + 5 )
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olarak bulunabilir.

Bu test probleminde ¢ = 4 = 1, p = 0 parametreleri, —100 < x < 120 tanim
araliklar secilerek 3c genlikli, o = 0 noktasina tepe noktasi karsilik gelecek sekilde
yerlestirilmig bir solitary dalgasinin v = 1 + ec hizla saga dogru hareketi 0 < ¢ < 20
zaman araliginda incelenmistir. Verilen parametreler ve tanim araliklar: igin ¢ = 0.1
secimi yapilarak onerilen tiim yontemler icin elde edilen sonuclar tablolar halinde ve

hata grafikleri cizilerek verilecektir.

h = At = 0.1 se¢imi yapilarak belirli zamanlardaki dalganin konumunu gosteren
sekil diger metotlar igin ¢izilen sekillerle arasinda gorsel biz fark olmamasindan dolay1
sadece KRCN1 metodu igin cizilerek Sekil 5.1.’de verilmisgtir. ¢ = 0 aninda tepe
noktast 79 = 0 noktasimma kargilik gelecek sekilde yerlestirilen solitary dalgasinin

zamanla gseklinde bir bozulma olmadan hareket ettigi Sekil 5.1.’den goriilebilir.

zaman 10

0 -20

Sekil 5.1. h = At = 0.1 igin ¢esitli zamanlardaki U(z, t).

(izelge 5.1.’de konum ve zaman artimi aym secilerek ¢ = 20 amindaki hata
normlari, hesaplama zamanlar1 ve mertebeler verilmistir. Tiim yontemler i¢in konum
va zaman artimi degerleri 2’den 0.01’e kadar azaldikca, hata normlarimin da azaldiklar:
goriilmektedir.  Cizelge 5.1.’e gore Crank-Nicolson yontemlerinin hata normlar:
birbirlerine yakin sonuglar verirken, Adams Moulton ytntemlerinden KRAM1 ve
KRAM3’iin, KRAM2 yontemine gore daha iyi sonuglar verdikleri stylenebilir.
KRCN1 ve KRAMI1 ile temsil edilen i¢ iterasyonlu lineerlestirme yontemleri iyi
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sonuclar vermelerine kargin, uygulanan i¢ iterasyondan dolay1r hesaplama zamani
diger yontemlere gore daha fazladir. Bu sorunu gidermek icin 6nerilen, KRCN3 ve
KRAMS ile temsil edilen lineerlestirme 3 yontemleri, i¢ iterasyonlu lineerlegtirme
kadar iyi sonuclar vermis, ayni zamanda da hesaplama zamani acisindan biiyiik
avantaj saglamigtir. Son olarak, Cizelge 5.1.’de verilen tiim yontemler mertebeye
gore kiyaslanacak olursa, Crank-Nicolson yontemlerinin kuadratik, Adams Moulton

yontemlerinin ise kiibik mertebeye sahip olduklar1 séylenebilir.



Cizelge 5.1. t = 20 anindaki hata normlari, hesaplama zamanlar1 ve mertebe
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KRCN1 KRAM1
h=At| Ly Cpu Mertebe | L Cpu Mertebe
2 3.06 x 1072 | 0.46 1.89 1.63 x 1072 | 0.37 2.99
1 8.26 x 1073 | 0.92 1.93 2.05 x 1073 | 0.84 3.01
0.5 2.17 x 1073 | 3.27 1.99 2.54 x 107% | 3.15 3.00
0.2 3.51 x 107* | 15.69 2.00 1.64 x 107° | 15.36 3.00
0.1 8.79 x 107° | 55.02 2.00 2.05 x 1076 | 54.16 3.00
0.05 2.20 x 1075 | 191.11 2.00 2.57 x 1077 | 183.81 | 3.00
0.02 3.52 x 1079 | 1075.81 2.00 1.64 x 1078 | 1019.04 | 2.91
0.01 8.79 x 1077 | 3900.55 2.05 x 1072 | 3898.52

KRCN2 KRAM2
h=At | Ly Cpu Mertebe | Ly Cpu Mertebe
2 2.78 x 1072 | 0.23 1.92 1.57 x 1072 | 0.18 2.79
1 7.36 x 1073 | 0.15 1.93 2.27 x 1073 | 0.14 2.64
0.5 1.93 x 1073 | 0.39 1.99 3.64 x 107% | 0.39 2.37
0.2 3.12 x 107% | 2.04 2.00 4.15 x 107 | 2.04 2.10
0.1 7.80 x 1075 | 8.00 2.00 9.65 x 1079 | 7.95 1.95
0.05 1.95 x 107° | 31.63 2.00 2.49 x 1079 | 31.51 1.98
0.02 3.12 x 1076 | 207.34 2.00 4.06 x 107 | 201.67 | 1.99
0.01 7.81 x 1077 | 792.57 1.02 x 1077 | 812.98

KRCN3 KRAMS3
h=At| Ly Cpu Mertebe | L Cpu Mertebe
2 3.21 x 1072 | 0.29640 1.93 1.71 x 1072 | 0.21 3.03
1 8.41 x 1073 | 0.17160 1.95 2.09 x 1073 | 0.17 3.00
0.5 2.18 x 1073 | 0.46800 1.99 2.61 x 107% | 0.46 3.00
0.2 3.51 x 107% | 2.48042 2.00 1.67 x 107° | 2.52 3.00
0.1 8.79 x 1075 | 9.93726 2.00 2.09 x 107% | 9.89 3.00
0.05 2.20 x 107° | 39.68665 | 2.00 2.61 x 1077 | 39.53 3.00
0.02 3.52 x 107% | 249.83560 | 2.00 1.67 x 1078 | 244.78 | 2.97
0.01 8.79 x 1077 | 993.18037 2.13 x 1079 | 989.42
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h = At = 0.1 segilerek 6nerilen metodlar i¢in korunum sabitlerinin mutlak hatalar:

farkli zamanlarda hesaplanarak Cizelge 5.2.’de verilmistir.

Cizelge 5.2. h = At = 0.1 se¢imi i¢in korunum sabitlerinin mutlak hatalar:

KRCN1 KRAM1
t | (C1), x 10 | (Cy), x 10* | (C3), x 10° | (CY), x 10" | (Cy), x 10* | (C5), x 10°
0 |0.03 0.00014829 | 0.00000000 | 0.03 0.00014829 | 0.00000000
4 10.02 0.00015350 | 0.00010768 | 0.2 0.00520998 | 0.16703584
8 10.02 0.00016790 | 0.00040626 | 0.02 0.01037948 | 0.33762919
121 0.02 0.00018880 | 0.00084220 | 0.02 0.01554902 | 0.50822372
16 | 0.04 0.00021363 | 0.00136302 | 0.04 0.02071859 | 0.67881918
20 | 0.10 0.00024051 | 0.00192942 | 0.10 0.02588817 | 0.84941539

KRCN2 KRAM?2
t | (Ch), x 10 | (Cy), x 10* | (C3), x 10° | (Cy), x 10" | (Cy), x 10* | (C5), x 10°
0 |0.03 0.00014829 | 0.00000000 | 0.03 0.00014829 | 0.00000000
4 10.01 0.00014474 | 0.00014745 | 0.01 0.00521188 | 0.16709370
8 10.06 0.00013471 | 0.00056546 | 0.05 0.01038701 | 0.33785976
12| 0.02 0.00011964 | 0.00119578 | 0.01 0.01556419 | 0.50869066
16 | 0.07 0.00010113 | 0.00197329 | 0.05 0.02074204 | 0.67954461
201 0.13 0.00008051 | 0.00284252 | 0.12 0.02591979 | 0.85039746

KRCN3 KRAMS3
t | (Cy), x 10 | (Cq), x 10* | (C3), x 10° | (CY), x 10" | (Cy), x 10* | (C5), x 10°
0 |0.03 0.00014829 | 0.00000000 | 0.03 0.00014829 | 0.00000000
4 10.03 0.00015225 | 0.00006722 | 0.02 0.00520900 | 0.16700341
8 10.03 0.00016538 | 0.00032468 | 0.02 0.01037751 | 0.33756385
12 1 0.04 0.00018504 | 0.00071993 | 0.03 0.01554605 | 0.50812549
16 | 0.06 0.00020866 | 0.00120039 | 0.05 0.02071462 | 0.67868805
20 | 0.13 0.00023432 | 0.00172662 | 0.11 0.02588321 | 0.84925133

Sirasiyla birinci, ikinci ve {igiincii korunum sabitleri i¢in mutlak hataya karsilik

gelen (C1),, (Cy), ve (C3), degerlerinden, (Cy), mutlak hatas: sifira yakin degerler




alirken, (C3), ve (C3), hatalarmin kabul edilebilir oldugu goriilebilir.
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At = 0.001 se¢imi yapilarak konum artimimin azalan degerleri ile her bir énerilen

metot i¢in hata normu ve mertebeler hesaplanarak Cizelge 5.3.’de verilmigtir.

Cizelge 5.3. Sabit At = 0.001 ve farkli konum artimlari i¢in hata normlar1 ve mertebeler

KRCN1 KRCN2 KRCN3
h Lo Mertebe | Lo Mertebe | Lo Mertebe
2 |3.51x107% | 10.67 3.36 x 107% | 10.61 3.51 x 1072 | 10.67
1 |215x107°% |6.33 2.15 x 107% | 6.40 2.15x 107% | 6.33
0.5 2.67x 1078 | 1.20 2.55 x 1078 | 1.28 2.67 x 107% | 1.21
0.2 | 8.83x 1072 | 0.07 7.85x 107% | 0.07 8.83 x 1072 | 0.01
0.1]8.79 x107° 7.81 x 107 8.80 x 107*

KRAM1 KRAM2 KRAM3
h | Ly Mertebe | Lo Mertebe | Lo Mertebe
2 | 351x107% |10.68 3.36 x 1073 | 10.62 3.51 x 107 | 10.68
1 ]214x10°% |6.50 2.14 x 1075 | 6.56 2.14 x 1075 | 6.50
0.5 236 x 1078 | 6.07 2.26 x 1078 | 3.47 2.36 x 107 | 6.06
0.2 9.08x 107 | 535 9.38 x 10719 | —0.13 9.11 x 1071t | 2.97
0.1222x10712 1.03 x 107 1.16 x 1071

Cizelge 5.3.’den goriildiigii gibi, zaman artimi miimkiin oldugu kadar kiigiiltiiliip,

konum artimi azalan degerler aldiginda yontemlerin hata normlar: olduk¢a azalmigtir.

Adams Moulton yontemlerinin Crank-Nicolson yontemlerine gore, ayrica 1.

ve 3.

yontemin 2. yonteme gore daha iyi sonuglar verdigi Cizelge 5.3.’den soylenebilir.
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h = 0.01 secimi yapilarak zaman artiminin azalan degerleri igin her bir 6nerilen
metodun kullanimi sonucunda elde edilen hata normu ve mertebeler Cizelge 5.4.’de

verilmigtir.

Cizelge 5.4. Sabit h = 0.01 ve farkli zaman artimlar: i¢in hata normlar1 ve mertebeler

KRCN1 KRCN2 KRCN3

At | Lo Mertebe | Lo Mertebe | Lo Mertebe
2 2.97 x 1072 | 1.82 2.68 x 1072 | 1.84 3.10 x 1072 | 1.85

1 8.40 x 1072 | 1.95 7.49 x 1073 | 1.95 8.56 x 1073 | 1.97

0.5 |217x1073 | 1.99 1.93 x 1073 | 1.99 2.18 x 1073 | 1.99

0.2 |3.51x107*12.00 3.12 x 107% | 2.00 3.51 x 107* | 2.00

0.1 |8.79x107°2.00 7.80 x 107 | 2.00 8.79 x 107> | 2.00
0.05 | 2.20 x 107° | 2.00 1.95 x 1075 | 2.00 2.20 x 107° | 2.00
0.02 | 3.52 x 1076 | 2.00 3.12 x 1079 | 2.00 3.52 x 107¢ | 2.00
0.01 | 8.79 x 1077 7.81 x 1077 8.79 x 1077

KRAM1 KRAM2 KRAMS3

At | Lo Mertebe | Lo Mertebe | Lo Mertebe
2 1.57 x 1072 | 2.94 1.57 x 1072 | 2.78 1.57 x 1072 | 2.91

1 2.05 x 1073 | 3.00 2.27 x 1073 | 2.64 2.10 x 1073 | 3.00

0.5 |2.56 x107* | 3.00 3.65 x 107* | 2.37 2.62 x 107* | 3.00

0.2 |1.64x1075|3.00 4.15 x 1075 | 2.10 1.67 x 1075 | 3.00

0.1 |2.05%x 1075 3.00 9.65 x 1079 | 1.95 2.09 x 1079 | 3.00
0.05 | 2.57 x 1077 | 3.00 2.49 x 1070 | 1.98 2.62 x 1077 | 3.00
0.02 | 1.64 x 1078 | 3.00 4.06 x 1077 | 1.99 1.68 x 1078 | 2.97
0.01 | 2.05 x 107° 1.02 x 1077 2.14 x 1079

(Cizelge 5.4."e gore, tiim yontemler i¢in hata normlarinin degerleri Cizelge 5.1.’deki
degerler ile uyumludur. Ayrica Crank-Nicolson yontemlerinin kuadratik, Adams

Moulton yontemlerinin ise kiibik mertebelere sahip olduklar: stylenebilir.
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>

sekiller verilmistir.

>

b) KRAM1

a) KRCN1

d) KRAM2

c¢) KRCN2

f) KRAM3

e) KRCN3

At = 0.1 i¢gin mutlak hata grafikleri

Sekil 5.2.’de ise her bir metot i¢in h = At = 0.1 olarak konum ve zaman artimi

secildiginde ¢ = 20 aninda bulunan mutlak hatalar1 gosteren

%o

| |

| |

| |

| |

| |

L 1
© < ~
=

SR elfIA

0.4f -----
0.2F-----

S eIeH epn
awort el YeH e

e}

NI

Her bir yontemin maksimum hatasinin konum araliginin ortalarinda oldugu ve

Sekil 5.2. h
(izelge 5.1. ile uyumlu oldugu sekilden goriilebilir.
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5.4.2. Iki solitary dalgasmin garpismasi test problemi

EC;

Diger boliimlerde de bahsedildigi gibi k; = (1 + )

.t = 1,2 olmak {izere,
u(x,0) = 3eysech?(ky[x — 7)) + 3casech? (kq[z — o)),

baglangi¢ sart1 kullanilarak iki solitary dalgasinin ¢arpigmasi test problemi iizerinde
caligilacaktir. Carpismanin gergeklegebilmesi icin 0 < x < 500 konum araliginda
e=pu=1¢ =03, co =0.1, 21 = 40 ve 5 = 90 degerleri kullanilarak programlar
caligtirilmigtir. Bu durumda genlik degerleri sirasiyla 0.9 ve 0.3 tepe noktalar: ise

x =40 ve 90 degerlerine karsilik gelen iki solitary dalga elde edilmistir.

Bu durumda korunum sabitlerinin analitik degerleri

6c; 6
Oy = 25422 11 4739473465046
b ko
122 A8k;c2u 122 A8kyc2
C, = =4 ohal 2o% | TOGH | 5 5143871404033,
o 5 oy 5
362 4 362 4
Oy = 29 (1428 L 2% (1L 22 L 19.3056100758906
oy 5 oo 5

olarak hesaplanabilir.

h = At = 0.1 se¢imi yapilarak belirli zamanlardaki dalgalarin konumunu gésteren
sekil KRCN1 metodu icin Sekil 5.3.’de verilmistir. Sekilden de goriildiigii gibi dalgalar

t = 200 civarinda carpismis ve daha sonra ayrilarak yollarina devam etmislerdir.

500

X

Sekil 5.3. h = At = 0.1 i¢in ¢esitli zamanlardaki U(z,t).
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(izelge 5.5.’de iki solitary dalgasinin garpigmasi test problemi i¢in korunum

sabitlerinin belirli zamanlardaki yaklagik degerleri verilmigtir.

Cizelge 5.5. Iki solitary dalgasmin carpismasi problemi icin korunum sabitleri

KRCN1

KRAM1

Cy

Cy

Cs

&

Cy

Cs

11.47395

5.51440

19.30565

11.47395

5.51440

19.30565

20

11.47395

5.51440

19.30565

11.47395

5.51494

19.30777

100

11.47395

5.51440

19.30566

11.47395

5.51548

19.30989

150

11.47395

5.51446

19.30582

11.47395

5.51602

19.31197

200

11.47395

9.51505

19.30733

11.47395

5.51640

19.31346

250

11.47394

5.51474

19.30653

11.47394

5.51654

19.31400

300

11.47399

5.51442

19.30571

11.47399

5.51703

19.31588

KRCN2

KRAM2

11.47395

5.51440

19.30565

11.47395

5.51440

19.30565

50

11.47395

5.51439

19.30564

11.47395

5.51494

19.30777

100

11.47395

5.51439

19.30562

11.47395

5.51548

19.30987

150

11.47395

5.51433

19.30531

11.47395

5.51591

19.31155

200

11.47395

5.01374

19.30230

11.47395

5.51531

19.30925

250

11.47394

5.51405

19.30389

11.47394

5.51598

19.31182

300

11.47399

5.01437

19.30552

11.47399

5.51699

19.31573

KRCN3

KRAMS3

11.47395

5.51440

19.30565

11.47395

5.51440

19.30565

20

11.47395

5.51440

19.30565

11.47395

5.51494

19.30776

100

11.47395

5.51440

19.30565

11.47395

5.51548

19.30988

150

11.47395

5.51446

19.30581

11.47395

5.51601

19.31196

200

11.47395

5.51504

19.30731

11.47395

5.51640

19.31344

250

11.47394

5.51474

19.30651

11.47394

5.51654

19.31399

300

11.47399

5.51442

19.30570

11.47399

5.51702

19.31586

(izelge 5.5.’den de goriildiigii gibi korunum sabitlerinin yaklagik degerleri analitik

degerleri ile uyumludur.
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6. RLW DENKLEMININ SAYISAL COZUMU iCiN
TRIGONOMETRIK KUINTIK B-SPLINE GALERKIN YONTEMIi

Bu boliimde kuintik trigonometrik B-spline Galerkin yontemi ile RLW denkleminin
sayisal ¢oziimlerinin bulunmasi amaclanmistir. Bu boliimde de daha 6nceki boliimlere
benzer gekilde sayisal ¢oziim aragtirilirken zaman parcalanmasi i¢in Crank-Nicolson
yontemi, ve Crank-Nicolson yontemine gore dogrulugu daha yiiksek olan Adams
Moulton yontemi onerilmistir. Konum ayrigtirilmast igin ise kuintik trigonometrik
B-spline fonksiyonlari kullanilacaktir. Yontemlerin uygulanmasi sonucunda 3 farkh
lineerlegtirme kullanilmig ve boylece 6 farkli yontem ile sayisal ¢oziim aragtirilmigtir.
Boylece, konum ve zamana gore parcalanmigs RLW denklemi cebirsel bir denklem
sistemine doniigtiiriilmiistiir. Bu sistem ise Gauss eleminasyonu yardimu ile ¢oziilerek
denklem sisteminin bilinmeyenleri elde edilmis ve yaklasik ¢oziimde yerine yazilarak
yaklagik ¢oziim belirlenmistir. Sayisal ¢oziimiin dogrulugu ise iki test problemi icin

incelenmigtir.
6.1. I¢ Iterasyonlu Lineerlestirme
Bu boliimde lineerlestirme islemi igin i¢ iterasyon yapilacaktir.
6.1.1. Zaman pargalanmas i¢in Crank-Nicolson yéntemi (KINCN1)

Trigonometrik kuadratik B-spline boliimiinde RLW denklemine Crank-Nicolson
zaman parcalanmasi uygulanmig, elde edilen esitlik diizenlenmis ve diizenlenen (3.8)

esitligine W (zx) agirlik fonksiyonu olmak iizere Galerkin metodu uygulanarak,

At At
n+1 + _‘Su

j W (z) (u”“ + — (ug)

n+1 n+l n+1 _
b . At . Ate n
fe) (un =) = 5 (0" = oo () ) da
(3.9) egitligine ulagilmigtir. Galerkin yonteminde W (z) agirlik fonksiyonu ve u, ., gy

yerine 7}, trigonometrik kuintik B-spline fonksiyonlar1 kullanilacaktir.

[a,b] konum araligi N esit uzunluklu alt araliga parcalanirsa, [x,,,z;,1] arahg

iizerinde W (z) aguwhk fonksiyonu ve wu,uy,u,, yerine T, trigonometrik kuintik
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B-spline fonksiyonlar: kullanmildiginda (3.9) esitliginin diizenlenmis formu olan,

m+3 Tm+1 Tm+1
Z [ TiTidx 5;”1—# i TT} dx 5;”1

j=m-—2 Tom Tm
Tm+1 m+3 Tm+1
A2t ( f TT’CZZL') 5n+1 A2t€ Z ( f TTk (5n+1) T’dl’) 5n+1}
k=m—2

m+3 Tm+1 Tm+1 (6']‘)
() a-o (1)

j=m— Tm Zm

A Tmt1 A m+3 [ Tmt1

2t ( f TT’dx) 0% — % > ( [ T.Ty 5”)T’dm) 5”}

k=m—2

yaklagim elde edilir. Bu yaklagim [z, Z,,11] aralig: iizerinde olup m = 0,1,..., N — 1

degerleri icin her bir araliktaki yaklagimlar birlegtirildiginde (3.9) esitligine donecektir.

(6.1) yaklagiminda & = x — x,,, doniisiimii yapilirsa,

m+3 h
{ (f TT df) 5n+1 (f TlTjﬁd€> 5}1+1
0

j=m—2
At Ate m43

+ ( / TT/dg) G+ ) > <bf TT (03™) T;dg) 5;*1}

=m—2

m+3 h
_ {(fTng> 5 (mgug) 5

j=m—2

—% ( i TT’d§> 5 — Ate R (thTk 5")de§> 5“}

2 k=m—2

(6.2)

ifadesi elde edilir. (6.2) ifadesindeki integralleri hesaplamak i¢in 2. boliimde
elde edilen T}, 2, Ty -1, Ty Tont1, Tinao, Trnrs trigonometrik kuintik B-spline esitlikleri
kullanilacaktir. Bu durumda her bir alt araliktaki eleman matrislerinin her bir elemani
i, k;m—2, m—1 m, m+1 m+ 2 m+ 3 olmak iizere,

h h

Ay = [1ode By - [T (6.3)

0

0
h h
C(6") = / T (57) TydS, D = / BT de
0 0
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olarak alinabilir. (6.3) esitlikleriyle verilen A® eleman matrisi

Am—2,m—2 Am—27m—1 Am—Q,m Am—27m+1 Am—27m+2 Am—2,m+3
Amfl,me Amfl,mfl Amfl,m Amfl,m+1 Amfl,m+2 Amfl,m+3
A€ — Am7m,2 Am,mfl Am,m Am,m+1 Am,m+2 Am,m+3

Am+17m—2 Am+17m—1 Am—l—Lm Am+17m+1 Am+17m+2 Am+1,m+3

Am+2,m72 Am+2,mfl Am+2,m Am+2,m+1 Am+2,m+2 Am+2,m+3

i Amism—2 Amizm-1 Amizsm Amizsmir Amismiz Amtsmts |
seklinde yazilir. 6 x 6’lik eleman matrisinin, her bir elemanini1 bulmak icin gerekli olan
integrallerin hesaplanmasinda trigonometrik kuintik B-spline esitlikleri kullanilir. B¢
ve D¢ matrislerinin hesaplanmasi da A€° matrisine benzer gekilde yapilir. C¢
matrisi ise, integraldeki T} nedeniyle, k£ indisinin m — 2,m — 1,m,m + 1,m + 2,
m + 3 adimlarindan kaynaklanan altisar elemani daha olacaktir ve bu nedenle diger
matrislerden farkli sekilde bulunur. Bu matrisin her bir elemaninda . C¢ matrisinin
ilk eleman1 1 = j = m — 2 alindiginda

h

h
C;l 2m— 2 / m— ng 2 m 2) m— 2d§+/ m— 2Tm 1 (5%71) Trlandg
0 0
h

/

+/Tm—2Tm (5 )T, m— 2d§+/ m—2Tim 41 (62@4—1) T 2dg

0

0
h h
+/Tm—2Tm+2 (5%4—2) m— 2d§+/ m— 2Tm+3 (6%4—3) Trln—Qdé.
0 0
seklinde bulunur. Bu buldugumuz esitlik, k£ indisinin degerleri icin C¢ eleman
matrisinin sadece ilk elemanidir. Bulunan eleman matrislerinin m = 0,1,..., N — 1

i¢in uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda,

0= (5*27 5*17 507 s 75N7 5N+17 5N+2)T

olmak iizere (6.2) ifadesinden,

At Ate
A—D+2iB 4+
PR 2

c(anﬂ)} 5 — lA MD—%B—%CQH) 5 (6.4)

denklem sistemi elde edilir.

(6.4) denklem sistemi N + 5 denklem ve N + 5 bilinmeyenden olugan bir

sistemdir. Siir sartlarini sisteme adapte edebilmek i¢in denklem sistemindeki ilk
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ve son denklemler silinerek bolgenin ug noktalarindaki

u(a,t) = u(b,t) =0

smir - sartlar1  kullamlarak 0™5" ve %%, yok edilirse (6.4) denklem sistemi

(N +3) x (N + 3) matris sistemine indirgenmis olur. Ulagilan denklem sistemi Gauss

eleminasyonu yardimiyla ¢oziilebilir.

RLW denkleminin trigonometrik kuintik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢ozlimii aragtirihirken elde edilen denklem sisteminin ¢oziilebilmesi igin

(5227 5917 587 T 5(])\/7 59V+17 59\T+2)

baslangic vektoriiniin bulunmasi gerekir. Bunun i¢in RLW denkleminin baslangic sart:

olan
u(z,0) = f(x)

ve kuintik trigonometrik B-spline esitlikleri kullanilabilir.
6.1.2. Zaman parcalanmas i¢in Adams Moulton yéntemi (KNAM1)

Trigonometrik kuadratik B-spline boliimiinde RLW denklemine Adams Moulton
zaman parcalanmasi uygulanmig, elde edilen denklem diizenlenerek (3.15) esitligi
elde edilmig, bu egitlige W(x) agirhk fonksiyonu olmak iizere Galerkin metodu
uygulanarak,

b

TW () (u™™ + 01 (u,)" + 01 Ateu (u,)™ ™ — ()" do =

b
TW (@) (u® = g (uge)” — 0200 ()" — OxAteu (uy)" — 032t (u,)" ™
—03Ateu ™t (u,)" ) do

(3.16) esitligi bulunmugtur. Galerkin yonteminde W (x) agirlik fonksiyonu ve w, ., .,

yerine T}, trigonometrik kuintik B-spline fonksiyonlar1 kullanilacaktir.

[a,b] konum araligi N esit uzunluklu alt araliga parcalanirsa, [x,,,z;,1] arahg

iizerinde W (z) aguhk fonksiyonu ve wu,u,,u,, yerine T, trigonometrik kuintik
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B-spline fonksiyonlar: kullamldiginda (3.16) esitliginin diizenlenmis formu olan,

m+3 Tm41 Tm41
ST nmds ) —p ] T
Jj=m—2 Tm Tm

Tm41 m+3 Tm+1
+01At< f nzgdx) +01Ate Y ( [ TT; (5’,3+1)T;d:c>}5y+1

Tom k=m—2 Tm
m—+3 Tm+41 Tm+1 Tm+1
-3 | TTydx | —p| [ TiTjde | —6:,At | [ TiTdx (6.5)
Jj=m—2 Tm Tm Tm
m+3 Tm41
— OaAte > [ Tl (o) Tidx | 3 67
k=m—2 T
m+3 Tm+1 m+3 Tm+1
+ Y OAtS | [ TTjde | +e Y | [ T (0371) Tida | ¢ 677
j=m-—2 Tm k=m—2 Tom
yaklagimi elde edilir. Bu yaklasim [z, z,41] araligl iizerinde olup

m = 0,1,..., N — 1 degerleri icin her bir araliktaki yaklagimlar birlestirildiginde
(3.16) esitligine donecektir.

(6.5) ifadesinde & = = — x,,, doniisiimii yapilirsa,

Anig {(f Tszd€> —H (th ﬂTj’df)

j=m—2 0

h m+3 h
+0,A1 ( / TZ-T;d§> WHNDS ( [ T (671 T;dg) } s

k=m—2 \0

m—+3

— ':%;

j —

A (Jmac) = u ([ riryae) - s ([ riryac) (6.6)

m+3 h
NS (f TiTk(éﬁ)Tjdf)}fs?

k=m—2 \0
m+3 h m+3 h
o (fr) e (jrmie ) o
j=m—2 0 k=m—2 \0
elde edilir.  (6.6) ifadesindeki integralleri hesaplamak igin 2.  boliimde elde
edilen T, o, Tn1, T, Tina1, Tonso, Trnes trigonometrik kuintik B-spline esitlikleri
kullanilacaktir. Bu durumda her bir alt araliktaki eleman matrislerinin her bir elemani

i,j,k;m—2m—1,m, m+1, m+2, m+ 3 olmak iizere,

h h

A, = [1ade By = [T (6.7
0
h

0

h
C5(6") = / TiTy (03) Tyd¢,  Df; = / T3 de
0

o
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olarak alinabilir. (6.7) ifadesiyle gosterilen tiim matrisler Crank-Nicolson yonteminde
anlatildigi sekilde hesaplanir. Elde edilen tiim eleman matrislerininm = 0,1,..., N—1

icin uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda,

0= (5—27 6—17 507 BRI 6]\/7 5N+17 6N+2)T
olmak iizere (6.6) ifadesinden

[A—D+6,AtB + 6, AteC (6")] 6" =
[A—uD—0,AtB—0,AteC (8™)] 6" (6.8)
— [63AtB+05AteC (6"71)] 6™
denklem sistemi elde edilir.
(6.8) denklem sistemi N + 5 denklem ve N + 5 bilinmeyenden olugan bir

sistemdir. Siir sartlarini sisteme adapte edebilmek i¢in denklem sistemindeki ilk

ve son denklemler silinerek bolgenin u¢ noktalarindaki
u(a,t) = u(b,t) =0

s sartlart kullamlarak 675" ve §3th, yok edilirse (6.8) denklem sistemi
(N +3) x (N + 3) matris sistemine indirgenmis olur. Ulagilan denklem sistemi Gauss

eleminasyonu yardimiyla coziilebilir.

RLW denkleminin trigonometrik kuintik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢oziimii aragtirihirken elde edilen (6.8) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi i¢in

(5(12, 60, 759V+17 59V+2)
baslangic vektorii ve

(AP N S
vektoriiniin - bulunmas1 gerekmektedir.  Baglangic vektorii baglangic sartindan
bulunabilirken,

(05, 8% 1, Oy, Ova)

vektoriiniin bulunabilmesi icin ise Crank-Nicolson programda bir kez ¢aligtirilmalidir.
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6.2. Lineerlestirme 1
Bu boliimde lineerlestirme iglemi i¢in Rubin Graves lineerlestirmesi yapilacaktir.
6.2.1. Zaman pargalanmas i¢in Crank-Nicolson yoéntemi (KINCNZ2)

Daha o6nce de gosterildigi gibi, RLW denklemine Crank-Nicolson zaman
parcalanmasi uygulanmig, elde edilen egitlik (3.21) Rubin Graves lineerlestirmesi ile
lineerlestirilmis ve W (z) agirhk fonksiyonu olmak iizere (3.22) esitligine Galerkin

metodu uygulanarak,

b At eAt
[W(x) (u”“ + 71@“ +—= — (u"u 4 ulu ) — ,uuﬁf) dv =

b At
[ W (z) (u” — 71@ - uuﬁx) dx
(3.23) esitligine ulagilmigtir.  Galerkin yonteminde W (z) agirhik fonksiyonu ve

U, Uy, Uy, yerine Th, trigonometrik kuintik B-spline fonksiyonlar: kullanilacaktir.

[a,b] konum araligl N egit uzunluklu alt araliga parcalamrsa, [z,,,Z;,1] aralig
tizerinde W (z) agirlhik fonksiyonu ve wu,u,u,, yerine T, trigonometrik kuintik

B-spline fonksiyonlar1 kullamildiginda (3.23) esitliginin diizenlenmis formu olan,

m—+3 Tm+1 At Tm+1 , il Tm41 .
> ; [ TiTidx | + - f TTdr | 65 —p f T} dx
j=m— Tm Tm Im

A m—+3 Tm+1 , Tm+1 ,
+T S [ T (0p) Tyde | + | [ TiT, (o) Tydx o5t (6.9)
k=

m—2 Tm Tm

m+3 Tm+1 At Tm+1 , Tm+1 . .
322 xf T, T;dx -5 xf TiTidx | — p If T,T)dx | ¢ 0}

yaklagimi elde edilir. Bu yaklasim [z,,,2,,41] araligi iizerinde olup

m = 0,1,...,N — 1 degerleri icin her bir araliktaki yaklagimlar birlestirildiginde
(3.23) esitligine donecektir.

(6.9) ifadesinde ¢ = = — x,,, doniigiimii yapilirsa,

¥ {(Jros) 2 () (09

j=m—2
€At e n / ' rsn n+1
v 8 (Jrneni) « (Jrenna)| for @
=m— 0 0

m+3 h INNA. , h
- 8 {(frma) - 5 (1) - (f1vac) Loy
j=m—2 0 2\ 0
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elde edilir.  (6.10) ifadesindeki integralleri hesaplamak igin 2. boliimde elde
edilen T}, o, T 1, T, Trni1, Tnio, Tz trigonometrik kuintik B-spline egitlikleri
kullanilacaktir. Bu durumda her bir alt araliktaki eleman matrislerinin her bir elemamn

t,75,k;m—2m—1,mm+1,m+ 2, m+ 3 olmak iizere,
h h , h ,
Ay = [TTde, By = [TTds, C5(6") = [T (T,
(6.11)
h hoo
iy = [ TTyde, B (8") = [T, (05) Ty
olarak almabilir. (6.11) ifadesinde gosterilen tiim matrisler Crank-Nicolson

yonteminde anlatildigi sekilde hesaplanir. Elde edilen tiim eleman matrislerinin

m=0,1,..., N — 1 icin uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda,

6= (5—2,571,50, oo 0N, 0N, 5N+2)T

olmak iizere (6.10) yaklagimindan

A+ 2SBS0 1B - MD] 51— [A—%B - ND] & (6.12)

denklem sistemi elde edilir.

(6.12) denklem sistemi N + 5 denklem ve N + 5 bilinmeyenden olugan bir
sistemdir. Smr sartlarimi sisteme adapte edebilmek icin denklem sistemindeki ilk

ve son denklemler silinerek bolgenin ug noktalarindaki
u(a,t) =u(b,t) =0

siir sartlart kullamlarak 073" ve 3t yok edilirse (6.12) denklem sistemi
(N +3) x (N + 3) matris sistemine indirgenmis olur. Ulagilan denklem sistemi Gauss

eleminasyonu yardimiyla ¢oziilebilir.

RLW denkleminin trigonometrik kuintik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢oziimii aragtirilirken elde edilen denklem sisteminin ¢oziilebilmesi icin

(5927 6917 587 T 6(])\/1 5(1)V+17 6(1)V+2)

baslangic vektoriiniin bulunmas: gerekir. Bunun i¢in RLW denkleminin baglangic sarti

olan

u(z,0) = f(z)
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ve kuintik trigonometrik B-spline esitlikleri kullanilabilir.denklem sistemi elde edilir.
6.2.2. Zaman pargalanmas i¢in Adams Moulton y6ntemi (KNAM?2)

RLW denklemine Adams Moulton zaman parcalanmasi uygulanmig, elde edilen

esitligi (n 4+ 1). zamana gore lineerlestirmek igin Rubin Graves lineerlestirmesi

yapilarak asagidaki (3.28) esitligi
w4 O AL ()" 01 At (1 (1) A (1)U — 1 (te)" T = U™ — g (Ue)”
—0,At (uy)" + (1At — O Ate)u™ (ug)" — O3AL((ug)" ™" + eu 1 (uy)™ ™)

elde edilmigtir. W (x) agirlik fonksiyonu olmak tizere (3.28) egitligine Galerkin metodu
uygulayarak,

b
TW () (u™™ + 01AE (u,)" + 01 Ate (u™ ()™ + ()" — 1 ()™ ) de =

be(x) (u" = 1 (uge)" — 208 ()" + (61 At — OaAte)u™ (uy)" — O3 A8 ((uy)"
teu ! (u,)" ) da

(3.29) egitligine ulagilmigtir.  Galerkin yonteminde W (z) agirhik fonksiyonu ve

U, Uy, Uy, yerine 1), trigonometrik kuintik B-spline fonksiyonlar: kullanilacaktir.

[a,b] konum araligi N esit uzunluklu alt araliga parcalanirsa, [x,,,z;,1] arahg
iizerinde W (z) aguhk fonksiyonu ve wu,uy,u,, yerine T, trigonometrik kuintik

B-spline fonksiyonlari kullamildiginda (3.29) esitliginin diizenlenmis formu olan,

m+3 Tm+1 Tm+1 Tm+1
> [ TTide | —p| [ TiTVde | + 6.4t | [ TTdx
j=m—2

J Tm Tm Tm

m+3 Tm+1 Tm+1
WINS ( [ T (67) T;dx> + ( [ T (o) Tjdx> }5;%“
k=m—2 Tm Tm

J= Tm Tm

m—+3 Tm+1 Tm+1 Tm+1

- > {( S/ Tﬂ}-dx) —,u( S/ Tﬂ}"dm) —%At( i TZTJ’dx) (6.13)
m—2 Tm

m—+3 Tm+1

+ > [ TT. (07) Tjdx | (01Ate — 0Ate) 3 0%

k=m—2 Tm,
m+3 Tm+1 m+43 Tm+1

+ Y OAtS | [ TTyde | +e Y | [ T (0777) Tjda | ¢ o7

j=m—2 Tom k=m—2 Tom
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yaklagimi  elde edilir. Bu yaklasim [z, z,41] arahg iizerinde olup
m = 0,1,...., N — 1 degerleri i¢in her bir araliktaki yaklagimlar birlestirildiginde
(3.29) esitligine donecektir.

(6.13) yaklagiminda & = x — x,,, doniisiimii yapihirsa,

m+3

ROy { (fTT}d€> <fTT”d§) + 0, At (fTT'dg)
+6,Ate m*: [(f TyTy, (67) T’dg) (f T,T] (5Z)Tjd§)1 } g+

J:gz { (th 1l ) (f TT"dﬁ) — 0, At (f TT’df) (6.14)

m-+3 h
k=m—2 \0

m—+3 m+3 h
b5 g {(fTT;dé)H 2 (frm s ae) oy
j 0 0

j=m—2 k=m—2
elde edilir.  (6.14) ifadesindeki integralleri hesaplamak icin 2. boliimde elde
edilen T, o, Tn1, T, Tina1, Tonso, Tnes trigonometrik kuintik B-spline esitlikleri
kullanilacaktir. Bu durumda her bir alt araliktaki eleman matrislerinin her bir eleman1
i, J,ksm—2m—1mm+1,m+ 2,m+ 3 olmak tizere,
h h
A = OfTiTjdf, B = bfTiT]{dé’, Cs; (6") fTTk 5”)Td€
(6.15)
h

h
Df; = bf T,T)d¢,  Eg(6") = [ TT, (0}) T;d¢

0
olacaktir. (6.15) ifadesinde gosterilen tiim matrisler Crank-Nicolson yonteminde
anlatildig sekilde hesaplanir. Elde edilen tiim eleman matrislerininm = 0,1,..., N—1

icin uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda,

8 = (6_9,6_1,80, ., 0n, Ons1, Onsa)”
olmak tizere (6.14) yaklagimindan
[A—uD+0,Ate (C(6) + E (6™)) +0,AtB] 6" =
[A—uD+ (0;Ate — O,Ate) C (6™) —0,AtB] 5" (6.16)

— [0;A1B + 03A8:C (8" 1)] 51
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denklem sistemi elde edilir.

(6.16) denklem sistemi N + 5 denklem ve N + 5 bilinmeyenden olugan bir
sistemdir. Smir sartlarini sisteme adapte edebilmek i¢in denklem sistemindeki ilk

ve son denklemler silinerek bolgenin ug¢ noktalarindaki
u(a,t) =u(b,t) =0

simir sartlart  kullamlarak 6"3' ve 57{5}2 yok edilirse (6.16) denklem sistemi
(N +3) x (N + 3) matris sistemine indirgenmis olur. Ulagilan denklem sistemi Gauss

eleminasyonu yardimiyla ¢oziilebilir.

RLW denkleminin trigonometrik kuintik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢oziimii aragtirihirken elde edilen (6.16) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi igin

(5927 00 0 5(1)v+2)
baglangic vektorii ve

(51—27 0Ly >5}V+17 6}V+2)
vektoriintin  bulunmas1 gerekmektedir.  Baslangig vektorii baglangic sartindan
bulunabilirken,

(022,001, 0115 O pa)

vektoriiniin bulunabilmesi i¢in Crank-Nicolson programda bir kez ¢aligtiriimalhdir.
6.3. Lineerlestirme 2

Daha onceki boliimlerde bahsedildigi gibi, bu boliimde lineerlestirme iglemi igin
Rubin Graves lineerlestirmesine benzeyen, dogrulugu daha yiiksek olan yeni bir

lineerlestirme Onerilecektir.
6.3.1. Zaman parcalanmas: i¢in Crank-Nicolson yontemi (KINCN3)

Trigonometrik kuadratik B-spline boliimiinde RLW denklemine Crank-Nicolson

zaman parcalanmasi uygulanmus, elde edilen esitlige tnerilen (3.34)

1 _ _ _
()" = 2u ™ — T 20 T — T 4 2y !

+2u" M — duul — u" T O((A)Y

;L'_
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lineerlestirmesi uygulanmis ve agagidaki (3.35)

At At
w4 7 (Ux)nﬂ i TE

) = )" B ) ) ( = )

_%(QUTZ—I( ) _|_2(u$)n 1 )+ %un 1 (ux)nfl

esitligi elde edilmigtir. W (z) agirlik fonksiyonu olmak iizere (3.35) esitligine Galerkin

(2(ux>nun+1 _ (ux)nflunJrl + 2un(ux)n+1 _ unfl(ux>n+1)

metodu uygulayarak,
b At n n
fwe) (s + G )™ = ()™

At
+T€ (2(um>nun+1 _ (ux)n—l,u/n—i—l + 2un<um)n+1 _ un—l(ux)n—&—l)) dr =

2 2

(3.36) egitligine ulagilmigtir.  Galerkin yonteminde W (z) agirhik fonksiyonu ve

B ()" 4 Dusg) )+ - (%)"1) dz

U, Uy, Uy, yerine T, trigonometrik kuintik B-spline fonksiyonlar: kullanilacaktir.

[a,b] konum arahigl N egit uzunluklu alt araliga parcalamrsa, [z,,,T;,.1] aralig
tizerinde W (z) agirhk fonksiyonu ve wu,u,,u,, yerine T,, trigonometrik kuintik

B-spline fonksiyonlar: kullamildiginda (3.36) esitliginin diizenlenmis formu olan,

m—+3 Tm+1 Tm+1 At Tm+1
T;T:dx | — T; T”d TT’dx
J 2
j:m—Q Tm Tm

Ate m43 e o (1

Tm+1 Tm+1
2< [ T.T, (5;)T;dm) —< [ T.T (5;;1)T;dx> }5;%“

m+3 Tm+1 Tm+1 At Tm+1
- > [ Tiljde ) —p | [ TT)dx Y | TiTjdx (6.17)
j=m-—2 Tom Tom Tm

m+3 Tm+1 A
+ ( [ (5;;)T;dx> <3 ;5)
2

k=m— free

Ate m+3 Tm1 P\ Tm+1 e .
_TkZQQ J T (057 Tyde | + [ TT3 (03 Tyda 0;

m+3 m+3 Tm+1
{Azte ) (f TVT, (577 T'dx)}ay—l
2 k=

j=m— m—2
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yaklagimi  elde edilir. Bu yaklasim [z, z,41] arahg iizerinde olup
m = 0,1,..., N — 1 degerleri icin her bir araliktaki yaklagimlar birlestirildiginde
(3.36) esitligine donecektir.

(6.17) ifadesinde £ = = — x,, doniisiimii yapilirsa,

m+3 h At h
5 { (fTT i) = miryac) + 5 ([ i)
0

Jj=m-—2
m+3 h h

HRE S [ (m (@) Td5> (f T.1 (621)Tjd£)
k=m—2 0 0

+2 ( [ T.T: (0%) T;dg) — ( t{“ T,T, (671) T;dfﬂ } ot
m+3 {(f T'Tjdﬁ) —h <0fh Tﬂ}"df) 2 (f TT’df) (6.18)

j=m-—2
v 5 (f TT (6Z)T;d£> (3A2t5>
k=m—2 \0
A m+3 h h
-5 B | (frm ey mae) + (Jrm o mae) | o
i {At& mz'*‘:‘g (fTZTk (52_1) Tj/df) } 5}1—1
j=m—2 2 k=m—2 \0

elde edilir. (6.18) yaklagimindaki integralleri hesaplamak i¢in 2. boliimde elde
edilen T}, o, T 1, T, Trni1, Tnio, Tz trigonometrik kuintik B-spline egitlikleri
kullanilacaktir. Bu durumda her bir alt araliktaki eleman matrislerinin her bir elemamn

iajak ; m—Qam—17m,m+1,m+2,m+3olmak ﬁZGI‘e,

h h
A = [LLde, By = [TTjde, Cj(8) fTTk (87) Tde,

(6.19)
h hoo
Dy = [ TTds, B () = [ T () Ty
olacaktir. (6.19) ifadesinde gosterilen tiim matrisler bu boliimiin  bagindaki

Crank-Nicolson yonteminde anlatildigi sekilde hesaplanir. Elde edilen tiim eleman

matrislerinin m = 0,1, ..., N —1 i¢in uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda,

0= (5*27 5*17 507 s 75N7 5N+17 5N+2)T
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olmak tizere (6.18) ifadesinden

lA—uDJr%B + % (2E(6") —E (6" ') +2C(6") - C (5”—1))] ot =
lA—uD—%B eIt (3A2t5) -2 o) 2m (anl))] & (620)

Ate

—C 671—1 6n—1
| Few)
denklem sistemi elde edilir.

(6.20) denklem sistemi N + 5 denklem ve N + 5 bilinmeyenden olusan bir
sistemdir. Siir gartlarini sisteme adapte edebilmek i¢in denklem sistemindeki ilk

ve son denklemler silinerek bolgenin u¢ noktalarindaki
u(a,t) =u(b,t) =0

s sartlart kullamlarak 6"%" ve &3, yok edilirse (6.20) denklem sistemi
(N +3) x (N + 3) matris sistemine indirgenmis olur. Ulagilan matris sistemi Gauss

eleminasyonu yardimiyla coziilebilir.

RLW denkleminin trigonometrik kuintik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢ozlimii aragtirihirken elde edilen denklem sisteminin ¢oziilebilmesi igin

(5(127 60—17 s 759V+17 69V+2)

baslangic vektoriiniin bulunmas: gerekir. Bunun i¢in RLW denkleminin baglangic sarti

olan
u(z,0) = f(x)

ve kuintik trigonometrik B-spline esitlikleri kullanilabilir.
6.3.2. Zaman parcalanmas i¢in Adams Moulton yéntemi (KNAMS3)

RLW denklemine Adams Moulton zaman parcalanmasi uygulanmig, elde edilen
esitligi (n+1). zamana gore lineerlegtirmek i¢in 6nerilen (3.34) lineerlegtirmesi yapilmis

ve agagidaki
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w4 0, At (ugﬁ)"Jrl + 01 Ate (2(ug)"u™ ™t — (uy)" tu !
£ )~ ) — ) =

U = p (Uge)" — O2A ()" + u"(u,)" (461 Ate — O Ate)
—0y Ate(2u" T (ug)™ + 2(ug)" ) — O3At (uy)" "

+u" 1 (up)" T (01 Ate — BsAte)
(3.41) esitligine ulagilmmgtir. W(x) agirlik fonksiyonu olmak iizere (3.41) esitligine
Galerkin metodu uygulanarak,
b

JW () (u™™ + 0108 (up)" + 01 Ate (2(ug) 0™ — (u,)" Lun

a

+ 20 (ug) " — w T (ug)" ) = g ()" ) di =

fW(ac) (U™ — p1 (Uge)" — 02 (ug)" + u"(uy)" (401 Ate — O Ate)
— 01 Ate(2um " (ug)" + 2(ug)" ") — O3A¢ (u,)"

+um ()" (01 At — 03Ate)) do

(3.42) esitligi elde edilmistir. Galerkin yonteminde W (x) agirhik fonksiyonu ve

U, Uy, Uy, yerine Th, trigonometrik kuintik B-spline fonksiyonlar: kullanilacaktir.

[a,b] konum araligl N egit uzunluklu alt araliga parcalamrsa, [z,,,Z;,.1] aralig
tizerinde W (z) agirhik fonksiyonu ve wu,uy,u,, yerine T, trigonometrik kuintik

B-spline fonksiyonlar1 kullamildiginda (3.42) esitliginin diizenlenmis formu olan,
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m—+3 Tm+1 Tm+1 ” Tm+1 ,
j:%z2 [ TTidx | —p| [ TiT)de | + 6.4t [ TiTdx

m+3 Tm+1 Tm+1
S 2( i n w,zmdx) . ( i n <5z-1>ndx)
k=m—2 T Tm

Tm+1 Tmt1
. ( J T Td) - ( S T (57) Td)

Tm

}57}—1—1
J

m+3 Tm+1 Tm+1 ” Tm+1 ,
_j:%z2 xf TiTidx | — xf T;T]dx | — 0t xf T,Tdx

Tm

(6.21)
m+3 Tm+1
k=m—2 Tm
m—+3 Tm+1 Tm+1
—0;Ate Z 2| [ TT (60 ) Tidz | + | [ T (63") Tidz | | ¢ 87
k= Tm Tm
m—+ 3 Tm+1
+ O3 At f TiTidx
j= 2
m +3 Tm+1
f TTy, (677 1) Thdx | (01Ate — O3Ate) 5 67
k: —2
yaklagimi  elde edilir. Bu yaklasim [z, z,41] arahg iizerinde olup

m = 0,1,..., N — 1 degerleri icin her bir araliktaki yaklagimlar birlestirildiginde
(3.42) esitligine donecektir.
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(6.21) ifadesinde & = & — x,,, doniigiimii yapilirsa,

m+3 h h
{ <f T,T; dg) (f :I}Tf’df) + 6, At (f ﬂT;df)
j=m-—2 0 0
m+3 h h
woaee 5 o fraen ) - (100 Tac)
k=m—2 0 0

+2 <f T,Ty (5;)T;d§> - (_f T,Tx (6771) T;dﬁ)] } 5+
B () () ([

Jj=m—2 0

s (6.22)
+ Z ( [ T;Tx (67) T’d§> (40, Ate — O Ate)
—2

k= 0

m-+3 h
e 3 o frm ) Tae) 2 (fr o) T )| o
k=m—2 0 0
m+3 h
+ > {egAt (f TiTdeg)
Jj=m—2 0
m+3 h
- > (f T:T; (52_1) T;d&) (0, Ate — QgAte)} 6?_1
k=m—2 \0

elde edilir.  (6.22) ifadesindeki integralleri hesaplamak igin 2. boliimde elde
edilen T, o, 1, T, Tins1, Tons2, Trnes trigonometrik kuintik B-spline esitlikleri
kullanilacaktir. Bu durumda her bir alt araliktaki eleman matrislerinin her bir elemani

i, J,k;m—2m—1m,m+1m+ 2 m+ 3 olmak {izere,

h h
A = bfﬂTjdf, B = LO[TiTjdf, C5 ( fTTk (5")Td€
(6.23)
hoo h
Ej; (0") = OfTiTk (0%) T;d€,  Df; = OfTiTj’df
olacaktir.  (6.23) ifadesinde gosterilen tiim matrisler bu boliimiin bagindaki

Crank-Nicolson yonteminde anlatildigr sekilde hesaplanir. Elde edilen tiim eleman

matrislerinin m = 0,1, ..., N — 1 icin uygun sekilde birbirlerine eklenmesi sonucunda,

6= (0_2,0_1,00,..,0n,0n41,0n42)"
olmak tizere (6.22) ifadesinden
[A—pD+6,AtB + 6, Ate (2E (6") —E (6" ') +2C (6") — C (6" 1))] 6" =
[A—puD—0,AtB + C (8") (40, Ate — oAte) — 20, Ate (C (6" 1) + E (6771))] 6" (6.24)

+ [~05AtB + C (6"7) (01 Ate — O3Atz)] 5"
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denklem sistemi elde edilir.

(6.24) denklem sistemi N + 5 denklem ve N + 5 bilinmeyenden olusan bir
sistemdir. Smir sartlarini sisteme adapte edebilmek i¢in denklem sistemindeki ilk

ve son denklemler silinerek bolgenin ug noktalarindaki
u(a,t) = u(b,t) =0

s sartlart kullamlarak 6"%' ve &3, yok edilirse (6.24) denklem sistemi
(N +3) x (N + 3) matris sistemine indirgenmis olur. Ulagilan matris sistemi Gauss

eleminasyonu yardimiyla coziilebilir.

RLW denkleminin trigonometrik kuintik B-spline Galerkin metodu ile sayisal

¢Ozlimii aragtirilirken elde edilen (6.24) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi igin

(625,021, 0%41s Onsn)
baglangic vektorii ve

(619,081, o Ot Onan)
vektoriiniin  bulunmas:1 gerekmektedir.  Baslangic vektorii basglangic sartindan
bulunabilirken,

(615,811 By 1O )

vektoriiniin bulunabilmesi i¢in Crank-Nicolson programda bir kez ¢aligtirilmalhidir.
6.4. Test Problemleri
6.4.1 Solitary dalgasimmin hareketi test problemi

[a, b] araliginda tanimli 3¢ genlikli, v = 1+¢ec¢ dalga hizh RLW denkleminin solitary

dalga analitik coziimii k = 48—6 olmak iizere
\/ 4pv

u(x,t) = 3esech?(k[z — &g — (1 + ec)t])
olarak ilk boliimde verilmisti. Analitik ¢oéziimde ¢ = 0 alindiginda
u(z,0) = 3csech® (k[ — o))

baglangi¢ sart1 elde edilebilir.
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Baslangi¢ sart1 kullanilarak RLW denkleminin ii¢ korunum sabitinin tam degerleri

6c 122 48kc*u 362 4c
= — = =— |1 —
Cl L 9 02 L + 5 ) 03 L ( + 5 )

olarak bulunabilir.

Diger boliimlerde uygulandigi gibi bu test probleminde ¢ = p = 1, 7y = 0
parametreleri, —100 < x < 120 tanim araliklar: secilerek 3¢ genlikli, £y = 0 noktasina
tepe noktasi kargilik gelecek sekilde yerlesgtirilmis bir solitary dalgasinin v = 14-¢ec hizla
saga dogru hareketi 0 < ¢ < 20 zaman araliginda incelenmistir. Verilen parametreler
ve tanim araliklar icin ¢ = 0.1 se¢imi yapilarak onerilen tiim yontemler igin elde

edilen sonuclar tablolar halinde ve hata grafikleri cizilerek verilecektir.

Asagidaki gekil, h = At = 0.1 segimleri i¢in dalganin belirli zamanlardaki
konumunu gostermektedir. Metotlar icin cizilen sekiller arasinda gorsel bir fark
olmamasimdan dolay1 sekil sadece KNCNI1 metodu igin cizilmistir.  Sekil 6.1.
incelendiginde solitary dalgasinin zamanla seklinde bir bozulma olmadan hareket

ettigi goriilebilir.

zaman 10

0 -p9 10

Sekil 6.1. h = At = 0.1 i¢gin ¢esitli zamanlardaki U(z, ).

(izelge 6.1.de konum ve zaman artimi degerlerinin esit ve 2’den 0.01’e kadar
azalan degerleri i¢in, hata normlari, hesaplama zamanlar1 ve mertebeler verilmistir.
Tiim yontemler icin konum ve zaman artimlari degerleri azaldikca hata normlar:

azalmigtir. Beklendigi sekilde Adams Moulton yontemi, Crank-Nicolson yontemine
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gore daha iyi sonuclar vermistir. Crank-Nicolson yontemi i¢in elde edilen sonuclar
birbirlerine yakin olmasma karsin, Adams Moulton yontemlerinde KNAMI1 ve
KNAMS ile gosterilen yontemlerin sonuclari, KNAM2 yontemine gore daha iyidir.
KNCN3 ve KNAMS3 ile gosterilen yontemlerin KNCN1 ve KNAMI1 ile gosterilen
i¢ iterasyonlu yontemler kadar iyi sonuglar vermesinin yani sira, hesaplama zamani
agisindan da avantajli oldugu goriilmiistiir. Ayrica Cizelge 6.1.’den Crank-Nicolson
yontemlerinin kuadratik, Adams Moulton yontemlerininse kiibik mertebeye sahip

olduklar: soylenebilir.
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Cizelge 6.1. t = 20 anindaki hata normlari, hesaplama zamanlari ve mertebe

KNCN1 KNAM1
h=At | Le Cpu Mertebe | L Cpu Mertebe
2 3.11 x 1072 | 1.21 1.92 1.82x 1072 | 1.15 3.16
1 8.23 x 1073 | 1.71 1.92 2.04 x 1073 | 1.71 3.00
0.5 217 x 1073 | 4.71 1.99 2.54 x 1074 | 4.66 2.99
0.2 3.51 x 107 | 20.59 2.00 1.64 x 107° | 20.54 3.00
0.1 8.79 x 107° | 70.06 2.00 2.05 x 107¢ | 70.12 3.00
0.05 2.20 x 107° | 240.38 | 2.00 2.57 x 1077 | 238.94 | 3.00
0.02 3.52 x 1076 | 1374.25 | 2.00 1.64 x 1078 | 1327.14 | 2.99
0.01 8.79 x 1077 | 5029.09 2.06 x 1072 | 5011.89

KNCN2 KNAM2
h=At | Ly Cpu Mertebe | Ly Cpu Mertebe
2 2.86 x 1072 | 1.03 1.96 1.89 x 1072 | 0.95 3.06
1 7.33 x 1073 | 0.86 1.93 2.27 x 1073 | 0.86 2.64
0.5 1.93 x 1073 | 1.28 1.99 3.64 x 1074 | 1.23 2.37
0.2 3.12x 1074 | 4.16 2.00 4.15 x 107 | 3.71 2.10
0.1 7.80 x 107° | 15.91 2.00 9.65 x 1076 | 12.73 1.95
0.05 1.95 x 1075 | 60.78 2.00 2.49 x 1076 | 49.15 1.98
0.02 3.12 x 1075 | 330.11 | 2.00 4.06 x 1077 | 301.31 | 1.99
0.01 7.81 x 1077 | 1252.70 1.02 x 1077 | 1214.15

KNCN3 KNAM3
h=At | Le Cpu Mertebe | L Cpu Mertebe
2 3.22 x 1072 | 1.12 1.94 1.90 x 1072 | 0.92 3.19
1 8.39 x 1073 | 0.89 1.94 2.08 x 1072 | 0.85 3.00
0.5 2.18 x 1073 | 1.20 1.99 2.61 x 1074 | 1.21 3.00
0.2 3.51 x 107* | 3.95 2.00 1.67 x 107° | 3.65 3.00
0.1 8.79 x 107° | 13.09 2.00 2.09 x 107¢ | 12.48 3.00
0.05 2.20 x 107° | 49.15 2.00 2.61 x 1077 | 47.76 3.00
0.02 3.52 x 107¢ | 300.11 | 2.00 1.67 x 1078 | 296.04 | 3.01
0.01 8.79 x 1077 | 1179.57 2.07 x 1072 | 1182.61
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h = At = 0.1 segilerek her bir énerilen metot i¢in korunum sabitlerinin mutlak

hatalar1 farkli zamanlarda hesaplanarak Cizelge 6.2.’de verilmigtir.

Cizelge 6.2. h = At = 0.1 se¢imi i¢in korunum sabitlerinin mutlak hatalar:

KNCN1 KNAM1
t | (Cr), x 10 | (Cy), x 10* | (C3), x 10° | (CY), x 10" | (Cy), x 10* | (C3), x 10°
0 |0.03 0.00000014 | 0.00000000 | 0.03 0.00000014 | 0.00000000
4 10.01 0.00000536 | 0.00010771 | 0.02 0.00506184 | 0.16703585
8 [0.01 0.00001976 | 0.00040632 | 0.00 0.01023134 | 0.33762923
121 0.03 0.00004066 | 0.00084229 | 0.00 0.01540087 | 0.50822377
16 | 0.04 0.00006550 | 0.00136315 | 0.01 0.02057044 | 0.67881925
20 | 0.02 0.00009238 | 0.00192957 | 0.02 0.02574003 | 0.84941548

KNCN2 KNAM2
t | (Ch), x 101 | (Cy), x 10* | (C3), x 10° | (Cy), x 10M | (Cy), x 10* | (C3), x 10°
0 |0.03 0.00000014 | 0.00000000 | 0.03 0.00000014 | 0.00000000
4 10.01 0.00000340 | 0.00014741 | 0.01 0.00506374 | 0.16709373
8 10.02 0.00001342 | 0.00056538 | 0.00 0.01023887 | 0.33785981
12 1 0.04 0.00002849 | 0.00119567 | 0.01 0015416043 | 0.50869073
16 | 0.02 0.00004700 | 0.00197313 | 0.05 0.02059389 | 0.67954471
201 0.02 0.00006761 | 0.00284232 | 0.01 0.02577164 | 0.85039758

KNCN3 KNAM3
t | (Cy), x 10 | (Cq), x 10* | (C3), x 10° | (CY), x 10" | (Cy), x 10* | (C3), x 10°
0 |0.03 0.00000014 | 0.00000000 | 0.03 0.000000014 | 0.00000000
4 10.01 0.00000410 | 0.00006726 | 0.01 0.000506085 | 0.16700343
8 10.02 0.00001724 | 0.00032475 | 0.00 0.001022936 | 0.33756390
12 1 0.04 0.00003691 | 0.00072004 | 0.01 0.001539790 | 0.50812557
16 | 0.05 0.00006052 | 0.00120054 | 0.02 0.002056647 | 0.67868815
20 | 0.02 0.00008620 | 0.00172681 | 0.01 0.002573506 | 0.84925145

Daha 6nce de belirtildigi gibi, cizelgede gosterilen (Ch1),, , (C2), ve (Cs), sirasiyla

birinci, ikinci ve {i¢lincii korunum sabitleri i¢cin mutlak hataya karsilik gelmektedir.
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Korunum sabitlerinin zaman igerisinde sabit kalmalar1 beklenir ve,(izelge 6.3.’den
gortildiigii gibi tiim metotlar icin (C4), mutlak hatasi sifira yakin degerler alirken,

(Cy),, ve (C3),, hatalar: kabul edilebilirdir.

At = 0.001 se¢imi yapilarak konum artiminin azalan degerleri ile her bir énerilen

metot i¢in hata normu ve mertebeler hesaplanarak Cizelge 6.3.’de verilmistir.

Cizelge 6.3. Sabit At = 0.001 ve farkli konum artimlar: i¢in hata normlar1 ve mertebeler

KNCN1 KNCN2 KNCN3
h | Ly Mertebe | Lo Mertebe | Lo Mertebe
2 | 8.66x107% | 8.65 8.66 x 1073 | 8.65 8.66 x 1073 | 8.65
1 2.15x 107° | 6.30 2.15x 107° | 6.30 2.15x 107° | 6.30
0.5]2.73x 1077 | 3.90 2.74 x 1077 | 4.05 2.73 x 1077 | 3.90
0.2 7.69x107% | —0.19 6.70 x 107 | —0.22 7.69 x 107° | —0.19
0.1|8.77x107° 7.80 x 107 8.78 x 107°

KNAM1 KNAM2 KNAM3
h | Ly Mertebe | Ly Mertebe | Ly Mertebe
2 | 8.66x107% | 8.65 8.66 x 1073 | 8.65 8.66 x 1072 | 8.65
1 ]215x107° |6.25 2.15 x 107° | 6.25 2.15 x 1075 | 6.25
0.5]282x 1077 | 6.05 2.83 x 1077 | 5.45 2.82 x 1077 | 6.05
0.2 1.10x 1072 | 5.93 1.92 x 1079 | 0.90 1.10 x 1072 | 5.87
0.1 1.81x1071 1.03 x 107° 1.88 x 1071

Zaman artimi miimkiin oldugu kadar kiiciiltiiliip, konum artimi azalan degerler
aldiginda onerilen yontemlerin hata normlar1 oldukca azalmistir. Boliimiin basinda
anlatilan yontemler ve kuintik trigonometrik B-spline fonksiyonu se¢imleri icin Adams
Moulton yontemlerinin Crank-Nicolson yontemlerine gore, ayrica 1. ve 3. yontemin
2. yonteme gore daha iyi sonuclar verdigi soylenebilir. Ayrica Cizelge 6.3.’den
goriildiigii gibi mertebeler belli bir konum artimi degerinden sonra eksi degerler almaya
baglamigtir. Bu durum, zaman ve konum artimi degerlerinin ¢ok kiigiilmesinden

dolay1 Crank-Nicolson yonteminin artik daha iyi sonuclar veremeyeceginin bir
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gostergesidir. Adams Molulton yoénteminde ise bu durumun yasanmamasi Adams

Moulton yonteminin daha iyi bir yontem oldugunu gosterebilir.

h = 0.01 secimi yapilarak zaman artiminin azalan degerleri icin her bir tnerilen
metodun kullanimi sonucunda elde edilen hata normu ve mertebeler Cizelge 6.4.’de

verilmigtir.

Cizelge 6.4. Sabit h = 0.01 ve farkli zaman artimlar: i¢in hata normlar1 ve mertebeler

KNCN1 KNCN2 KNCN3

At | L Mertebe | Lo Mertebe | Lo Mertebe
2 297 x 1072 | 1.82 2.68 x 1072 | 1.84 3.10 x 1072 | 1.85

1 8.40 x 1073 | 1.95 7.49 x 1073 | 1.95 8.56 x 1073 | 1.97

0.5 |217x1073 | 1.99 1.93 x 1073 | 1.99 2.18 x 1073 | 1.99

0.2 |3.51x107%|2.00 3.12 x 1074 | 2.00 3.51 x 107 | 2.00

0.1 |8.79x107° 2.00 7.80 x 1075 | 2.00 8.79 x 107° | 2.00
0.05 | 2.20 x 1075 | 2.00 1.95 x 107° | 2.00 2.20 x 107° | 2.00
0.02 | 3.52 x 1076 | 2.00 3.12 x 1076 | 2.00 3.52 x 1076 | 2.00
0.01 | 8.79 x 1077 7.81 x 1077 8.79 x 1077

KNAM1 KNAM2 KNAM3

At | Lo Mertebe | Lo Mertebe | Lo Mertebe
2 1.57 x 1072 | 2.94 1.56 x 1072 | 2.78 1.57 x 1072 | 2.91

1 2.05 x 1073 | 3.00 2.27 x 1073 | 2.64 2.10 x 1073 | 3.00

0.5 |2.56 x 107* | 3.00 3.65 x 1074 | 2.37 2.62 x 107* | 3.00

0.2 |1.64x107° | 3.00 4.15 x 107 | 2.10 1.67 x 1075 | 3.00

0.1 |2.05x107%13.00 9.65 x 107¢ | 1.95 2.09 x 107% | 3.00
0.05 | 2.57 x 1077 | 3.00 2.49 x 107¢ | 1.98 2.61 x 1077 | 3.00
0.02 | 1.65 x 1078 | 3.00 4.06 x 1077 | 1.99 1.68 x 1078 | 2.99
0.01 | 2.06 x 107* 1.02 x 1077 2.07 x 1079

Cizelge 6.4.’den, h = 0.01 ve farklh zaman artimlar1 i¢in hata normlarinin

degerlerinin  Cizelge 6.1.’dekiler ile uyumlu oldugu ayrica Crank-Nicolson
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sekiller verilmigtir.

>

Sekil 6.2.’de ise her bir metot icin h = At = 0.1 olarak konum ve zaman artimi

yontemlerinin  kuadratik, Adams Moulton yontemlerinin ise kiibik mertebelere

secildiginde ¢ = 20 aninda bulunan mutlak hatalar1 gosteren

sahip olduklar1 goriilebilir.

ﬂ ﬂ ﬂ ﬂ 3
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f) KNAM3

e) KNCN3

Sekil 6.2. h = At = 0.1 i¢in mutlak hata grafikleri
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Sekil 6.2.’de goriildiigii gibi, her bir yontemin maksimum hatasi konum araliginin

ortalarindadir ve Cizelge 6.1. ile uyumludur.

6.4.2 1ki solitary dalgasimin carpismasi test problemi

EC;

——— .1 = 1,2 olmak
4#(1—1—501)72 ,2 olma

Diger boliimlerde oldugu gibi bu boliimde de k; =

iizere girig kisminda da verilen
u(,0) = 3cysech?(ky [z — #1]) + 3casech? (ky[z — Fy)),

baslangic sart1 kullanilarak iki solitary dalgasinin ¢arpigmasi test problemi tizerinde
caligilacaktir. Carpismanin gergeklegsebilmesi igin 0 < x < 500 konum araliginda
e=pu=1¢ =03, coc =0.1, 21 = 40 ve 5 = 90 degerleri kullanilarak programlar
caligtirilmigtir. Bu durumda genlik degerleri sirasiyla 0.9 ve 0.3 tepe noktalar: ise

x = 40 ve 90 degerlerine karsilik gelen iki solitary dalga elde edilmistir.

Bu durumda korunum sabitlerinin analitik degerleri

6c, 6
o = 22422 11 4739473465046
e T
122 48k 122 A8kyc2
Oy = —d oAk, 226 TORGH | 5 5143871404033,
o 5 o 5
2 4 2 4
o, = 0a(qday  36a (A g 3056100758906
3 5 oy 5

olarak hesaplanabilir.

h = At = 0.1 segimleri i¢in belirli zamanlardaki dalganin konumunu gosteren sekil
KNCN1 metodu igin Sekil 6.3.’de verilmigtir. Diger metodlarla arasinda gorsel bir
fark olmamasindan dolay1 sadece bir yontem icin cizilen sekilden de goriildiigii gibi
dalgalar yaklagik ¢ = 200 zamaninda ¢arpismis ve daha sonra ayrilarak sekillerinde

bir bozulma olmadan yollarina devam etmislerdir.
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500

X

Sekil 6.3. h = At = 0.1 i¢gin ¢esitli zamanlardaki U(z,t).

(izelge 6.5.’de iki solitary dalgasinin ¢arpismasi test problemi icin her bir 6nerilen
metot sonucunda elde edilen korunum sabitlerinin belirli zamanlardaki yaklagik

degerleri verilmistir.



Cizelge 6.5. Iki solitary dalgasmin carpismasi problemi icin korunum sabitleri

KNCN1 KNAM1
13 Ch Cy Cs Ch Cy Cs
0 11.47395 | 5.51440 | 19.30565 | 11.47395 | 5.51440 | 19.30565
50 | 11.47395 | 5.51440 | 19.30565 | 11.47395 | 5.51494 | 19.30777
100 | 11.47395 | 5.51440 | 19.30566 | 11.47395 | 5.51548 | 19.30989
150 | 11.47395 | 5.51446 | 19.30582 | 11.47395 | 5.51602 | 19.31197
200 | 11.47395 | 5.51505 | 19.30733 | 11.47395 | 5.51640 | 19.31346
250 | 11.47395 | 5.51474 | 19.30653 | 11.47395 | 5.51654 | 19.31400
300 | 11.47395 | 5.51442 | 19.30571 | 11.47395 | 5.51703 | 19.31588

KNCN2 KNAM?2
0 11.47395 | 5.51440 | 19.30565 | 11.47395 | 5.51440 | 19.30564
50 | 11.47395 | 5.51440 | 19.30564 | 11.47395 | 5.51494 | 19.30777
100 | 11.47395 | 5.51439 | 19.30562 | 11.47395 | 5.51548 | 19.30987
150 | 11.47395 | 5.51433 | 19.30530 | 11.47395 | 5.51591 | 19.31155
200 | 11.47395 | 5.51374 | 19.30230 | 11.47395 | 5.51531 | 19.30925
250 | 11.47395 | 5.51405 | 19.30389 | 11.47395 | 5.51598 | 19.31182
300 | 11.47395 | 5.51437 | 19.30552 | 11.47395 | 5.51699 | 19.31573

KNCN3 KNAM3
0 11.47395 | 5.51440 | 19.30564 | 11.47395 | 5.51440 | 19.30565
o0 | 11.47395 | 5.51434 | 19.30565 | 11.47395 | 5.51494 | 19.30776
100 | 11.47395 | 5.51440 | 19.30565 | 11.47395 | 5.51548 | 19.30988
150 | 11.47395 | 5.51446 | 19.30581 | 11.47395 | 5.51602 | 19.31196
200 | 11.47395 | 5.51504 | 19.30731 | 11.47395 | 5.51640 | 19.31344
250 | 11.47395 | 5.51474 | 19.30651 | 11.47395 | 5.51654 | 19.31399
300 | 11.47395 | 5.51442 | 19.305670 | 11.47395 | 5.51702 | 19.31586

once hesaplanan analitik degerleri ile uyumludur.
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(Cizelge 6.5.’den de goriildiigii gibi korunum sabitlerinin yaklagik degerleri, daha
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7. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde RLW denkleminin trigonometrik B-spline Galerkin yontemi ile
say1sal ¢oziimlerinin bulunmasinda kullanilan yéontemlerden bahsedilmis ve ¢oziimlerin
dogrulugunu gostermek icin incelenen test problemlerinden elde edilen veriler

tartigilmistir.

Bu calismada trigonometrik B-spline Galerkin yontemi ile RLW denkleminin
sayisal ¢oziimleri elde edilmigtir. Sayisal ¢oziim aragtirilirken, zaman parcalanmasi
icin Crank-Nicolson ve bu yonteme gore dogrulugu daha yiiksek olan Adams
Moulton yontemleri kullanilmigtir. Konum ayrigtirmasi igin ise farkli derecelerden
trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 onerilmistir. Yontemlerin - uygulanmasi
sonucunda 3 farkl lineerlegtirme kullanilmig ve bu gekilde 6 farkli yontem ile sayisal
¢ozlim arastirilmigtir. Bu yontemler ¢aligmanin 3., 4., 5. ve 6. boliimlerinde farkh
derecelerden trigonometrik B-spline fonksiyonlari i¢in uygulanmigtir. Coziimlerin
dogrulugu, solitary dalgasinin hareketi ve iki solitary dalgasinin garpismasi test
problemleri kullanilarak farkli derecelerden trigonometrik B-spline fonksiyonlari icin

calismanin her bir boliimiinde incelenmistir.

Her bir boliimde ilk test problemi i¢in oncelikle konum ve zaman artimi ayni
secilerek hata normlari, hesaplama zamanlar1 ve mertebeler Cizelge 3.1., 4.1., 5.1.
ve 6.1.de verilmisgtir. Bu Cizelge’lerin yorumlanmasi sonucunda genel olarak,
Adams Moulton yonteminin Crank-Nicolson ydntemine gore; ayrica i¢ iterasyonlu
ve bu caligmada o©nerilen lineerlegtirmenin (Lineerlegtirme 3), Rubin Graves
lineerlestirmesine gore daha iyi sonuclar verdikleri goriilmiistiir. Bununla birlikte
Lineerlestirme 3’tin, i¢ iterasyonlu lineerlestirme kadar iyi sonuglar verdigi, ayni
zamanda da hesaplama zamani agisindan biiyiik avantaj sagladigi tiim boliimlerde
gozlemlenmigtir. Daha sonra 6nerilen her bir metot i¢in, 6nce zaman artimi sabitken
konum artiminin azalan degerleri, sonra da konum artimi sabitken zaman artiminin
azalan degerleri i¢in hata normlar1 ve mertebeler elde edilmigtir. Elde edilen sonuglar
her bir boliimde 3. ve 4. (izelge'ler yardimiyla gosterilmistir. Bu ¢izelgelere gore
ozellikle zaman artiminin sabit konum artiminin azalan degerleri aldigi sonuglar icin

hata normlarinin oldukca azaldigi soylenebilir. Yine yontemlerin kendi iclerindeki
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bagarilar1 konum ve zaman artiminin esit secildigi sonuclar ile tutarhdir. Her bir
boliimde, korunum sabitlerinin mutlak hatalar1 farkli zamanlar i¢in hesaplanarak
Cizelge 3.2., 4.2., 5.2. ve 6.2. ile verilmigtir. Korunum sabitlerinin zaman
icerisinde sabit kalmalar1 gerekmektedir ve cizelgelere gore tiim metotlar icgin ilk
mutlak hatanin sifira yakin degerler alirken, ikinci ve {igiincii mutlak hatalarinda kabul
edilebilir oranda diisiis oldugu goriilmiistiir. Ayrica konum ve zaman artimlarinin esit
secimi ic¢in belirli zamanlardaki dalganin konumunu gésteren sekil, her bir boliimde
Sekil 3.1., Sekil 4.1., Sekil 5.1. ve Sekil 6.1. ile gosterilmistir. Sekiller incelendiginde
solitary dalgasinin zamanla geklinde bir bozulma olmadan hareket ettigi goriilmiistiir.
Ik test problemi icin son olarakta yontemlerin mutlak hata grafikleri Sekil 3.2., 4.2.,
5.2. ve 6.2.ile verilmistir. Sekillere gore her bir yontemin maksimum hatasi1 beklendigi

gibi konum araliginin ortalarindadir.

RLW denkleminin ¢nerilen yontemlerle sayisal olarak coziimiiniin dogrulugu
icin ikinci olarakta iki solitary dalgasinin carpismasi test problemi incelenmistir.
Birbirleriyle cakismayacak sgekilde farkli iki solitary dalgasi elde etmek icin uygun
parametre segimleri yapilmig ve farklh genliklere sahip iki solitary dalgasi elde
edilmigtir. Sekil 3.3., 4.3., 5.3. ve 6.3. ile bu dalgalarin belirli zamanlardaki
konumlarini gosteren sekiller her bir boliim i¢in verilmistir. Sekillere gore iki dalganin
saga dogru hareketi sirasinda konum olarak daha geride olan biiyiik genlikli dalga belli
bir zamanda kiiciik genlikli dalgaya yetismis ve carpisma gerceklesmistir. Carpisma
sonrasinda dalgalarin gekillerini koruduklar1 goriilmektedir. Son olarak iki solitary
dalgasinin ¢arpigmasi test problemi icin her bir 6nerilen yontem sonucunda elde edilen
korunum sabitlerinin belirli zamanlardaki yaklagik degerleri Cizelge 3.5., 4.5., 5.5. ve
6.5.’de verilmigtir. Cizelgelerden korunum sabitlerinin yaklagik degerlerinin analitik

degerler ile uyumlu olduklar1 goriillmiistiir.
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8. SONUC VE ONERILER

Bu calismada RLW denkleminin sayisal ¢oziimii trigonometrik B-spline Galerkin
yontemi ile elde edilmigtir. Calismanin baginda 6nerilen yontemlerin anlagilabilirligini

arttirmak igin gerekli olan temel kavramlardan bahsedilmigtir.

Calismada kullanilan trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 kuadratik, kiibik,
kuartik ve kuintik olacak sekilde farkl derecelerden alinmustir. Oncelikle literatiirde
bulunan kuadratik ve kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak
indirgeme bagmtis1 yardimiyla (Hamid vd., 2010; Abbas vd., 2014; Walz, 1997)
kuartik ve kuintik trigonometrik B-spline’lar elde edilmistir. Boylece ¢alisma boyunca
kullanilan yontemler, bu dort farkli dereceden trigonometrik B-spline igin uygulanmis

ve her biri caligmanin bir boliimiinii olusturmustur.

Sayisal ¢oziim aragtirilirken zaman parcalanmasi i¢in Crank-Nicolson yontemi
ve dogrulugu Crank-Nicolson’a gore daha yiiksek olan Adams Moulton yontemi
onerilmistir. Konum ayristirmasi icin ise bahsedilen farkli derecelerden trigonometrik
B-spline fonksiyonlar: kullanilmigtir. Yontemlerin uygulanmasi sonucunda, bir tanesi
ilk kez onerilen 3 farkl lineerlestirme kullanilmig ve boylece 6 farkl yontem ile sayisal
¢oziim aragtirilmigtir.  Calismanin her bir boliimiinde bu 6 farkli yontem, farkl

derecelerden trigonometrik B-spline’lar i¢in uygulanmigtir.

Yontemlerin RLW denklemine uygulanmasi sonucunda o6nerilen her yontem icin
farkli sonuclar elde edilmistir. Ilk olarak her dereceden trigonometrik B-spline
icin, Adams Moulton zaman pargalanmasi ile elde edilen sonuglar Crank-Nicolson
yontemiyle elde edilenlere gore daha iyidir. Boylece bu iki zaman pargalanmasi
yonteminin, yapilan calisma ile uygunlugu gozlemlenmistir. Ikinci olarak énerilen
lineerlestirmeler icinde i¢ iterasyon ve alternatif olarak o©nerilen lineerlestirme
birbirlerine ¢ok yakin ve Rubin Graves lineerlestirmesine gore c¢ok daha iyi
sonuclar vermiglerdir. Son olarak onerilen alternatif lineerlestirme, i¢ iterasyon ile
lineerlestirme kadar iyi sonuclar verirken, hesaplama zamani acgisindan da biiyiik

avantaj saglamigtir.
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RLW denkleminin trigonometrik B-spline Galerkin yontemi ile sayisal ¢oziimlerinin
bulunmasinda onerilen yontemlerin her biri literatiirdeki diger caligmalarla uyumlu
ya da iyi sonuclar vermigtir. Calisgmanin kendi icinde ise Adams Moulton zaman
ayristirmasi ile i¢ iterasyon ve alternatif olarak onerilmis olan lineerlestirme en iyi
sonuglar1 vermistir. Ayrica alternatif olarak ¢nerilen lineerlestirme hem sonucunun ig
iterasyon kadar iyi olmasi hem de hesaplama zamaninin kisa olusu nedeniyle yapilan

¢alisma i¢in iyi bir yontem olmustur.

Sonug olarak, sayisal ¢oziimii arastirilan RLW denklemi i¢in trigonometrik B-spline
Galerkin yontemi iyi sonuclar vermistir. Bu agidan bu yontem, benzer kismi
tiirevli diferensiyel denklemler icin de 6nerilebilir. Farkli derecelerden trigonometrik
B-spline’lar kullanilarak, Galerkin yénteminden farkli sonlu elemanlar yontemleriyle
de benzer denklemlerin c¢oziimleri elde edilebilir.  Ayrica indirgeme bagintisi
kullanilarak calismada anlatildigi sekilde, daha da yiiksek trigonometrik B-spline
fonksiyonlar1 tiiretilerek ayni yontemin diger sonuclari da elde edilebilir.  Son
olarak galigmada 6nerilen lineerlegtirme yontemi (lineerlegtirme 3), benzer diferensiyel
denklemlerde ¢cok adimli yontemler icin Rubin Graves lineerlestirmesine alternatif bir

lineerlestirme olarak onerilebilir.
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