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ÖZET 

 

 

Bu tezde, sonlu elemanlar metodunu kullanarak bazı kısmi diferansiyel 

denklemlerin sayısal çözümü ile ilgilenilmiştir. 

 Birinci bölümde, sonraki bölümlerde gerekli olan bazı tanımlar verilmiştir.  İlk 

olarak soliton dalgalarının kısa hikayesi verildikten sonra lineer olmayan oluşum 

denklemleri, sonlu elemanlar metodu ve Spline fonksiyonlar tanımlanmıştır.  Son 

olarak, sayısal çözümleri araştırılacak olan equal width (EW), regularized long wave 

(RLW), modified equal width (MEW) ve modified regularized long wave (MRLW) 

denklemleri, test problemleri ile birlikte tanıtılmıştır.   

 İkinci bölümde; EW, RLW, MEW ve MRLW denklemi, sonlu elemanlar metodu 

kullanılarak çözülmüştür.  Solitary dalgalarını ve iki solitary dalgasının çarpışmasını 

içeren iki test problemi, analitik ve önerilen metotlar arasında karşılaştırma yapmak için 

kullanılmıştır. 

 Üçüncü bölümde ise önerilen metotlar kullanılarak elde edilen sonuçlar 

tartışılmıştır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: Solitary dalgaları, sonlu elemanlar metodu, EW, RLW, MEW, 

MRLW, kübik B-Spline kolekeyşin, kuintik B-Spline kolekeyşin 
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SUMMARY 

 

 

This thesis deals with the numerical solution of some partial differential 

equations by using finite difference methods. 

In the first chapter, some definitions needed in the next chapters are given.  First 

brief history of soliton waves are given and the nonlinear evolution equation, finite 

element methods, spline functions are described.  Finally, equal width (EW), 

regularized long wave (RLW), modified equal width (MEW) and modified regularized 

long wave (MRLW) equations solved numerically in the next chapters are introduced 

together with their test problems. 

In the second chapter; EW, RLW, MEW and MRLW equations are solved by 

using element difference methods.  Two test problems including solitary waves and 

interaction of two solitary waves are used to compare between results of analytic and 

proposed methods.   

In the third chapter, the result obtained by using the proposed methods are 

discussed. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Keywords: Solitary waves, finite element methods, EW, RLW, MEW, MRLW, cubic 

B-Spline collocation, cuintic B-Spline collocation 
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BÖLÜM 1

TEMEL KAVRAMLAR

Birinci bölümde temel kavramlara yer verilmi̧stir. Soliton-solitary dalgaları, li-

neer olmayan oluşum denklemleri, sonlu elemanlar metodu ve sayısal çözümlerde

kullanılan Kübik ve Kuintik Spline fonksiyonlarıaçıklanmı̧stır. Son olarak, sayısal

çözümleri araştırılacak olan equal width (EW), regularized long wave (RLW),

modified equal width (MEW) ve modified regularized long wave (MRLW) denklem-

leri ile genel denklem tanıtılmı̧stır. Bu bölümde yer alan "Soliton Teorisine Fiziksel

Bakı̧s", "Sonlu Elemanlar Metodu", "Kübik ve Kuintik B-Spline koleyşin metodu"

konuları, (Irk, 2007) çalı̧smasında kapsamlıolarak yer almaktadır.

1.1 Soliton Teorisine Fiziksel Bakı̧s

Dalga, bir fizik terimi olarak, uzay veya uzay-zamanda yayılan ve sıklıkla

enerjinin taşınmasına yol açan titreşime verilen isimdir. Pek çok esnek cisimlere

bir kuvvet uygulanıp, kesildiğinde titreşim hareketi yapar. Yani bu cisimlerin şekil-

leri bir kez bozulduğu zaman, denge konumuna gelmeye çalı̧sırlar. Dalga hareketi

titreşim (salınım) olayıile yakından ilgilidir. Ses dalgaları, deprem dalgaları, geril-

mi̧s yaydaki dalgalar ve su dalgalarıgibi bütün dalgalar, titreşim kaynaklarıtarafın-

dan oluşturulur. En basit dalgada bile titreşimler, sabit bir frekans ve dalga boyu

ile periyodik olarak salınım yaparlar (bkz. Şekil 1.1).
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Şekil 1.1: Basit bir dalga profili

Dünyada pek çok dalga tipi vardır. Bunlar, mekanik ve elektromanyetik dalgalar

olmak üzere başlıca iki tiptir. Mekanik dalgalara ses dalgaları, su dalgaları ve

tanecik dalgalarıörnek olarak verilebilir. Bu dalgaların her biri için bozulabilen bir

fiziksel ortam olmasıgerekmektedir. Bu üç örnekte hava molekülleri, su molekülleri

ve taneciklerin titreşimleri ile dalgalar ilerleyebilmektedir. Elektromanyetik dalgalar

ise yayılmak için bir ortama gereksinim duymazlar. Elektromanyetik dalgalara ı̧sık,

radyo dalgaları, televizyon sinyalleri ve x- ı̧sınlarıörnek olarak verilebilir.

Duran dalgalar, pozisyonu sabit olarak kalan dalgalardır. Bu tip dalgalar, dal-

ganın bulunduğu ortam dalganın hareket ettiği yönün tersine hareket ettiğinde veya

durağan bir ortamda birbirleri ile zıt yönde ilerlemesi sonucunda oluşurlar. İlerleyen

dalgalar, bir noktadan diğer bir noktaya madde taşımasısöz konusu olmaksızın ener-

jinin yayılmasıile oluşan dalgalardır.

Solitonlar ise şekil ve hız özelliklerini kaybetmeden yayılan ve herhangi bir çarpı̧s-

ma esnasında kendilerine has özelliklerini koruyabilen dalgalardır (Wadati, 1983).

Solitonlar yukarıdaki temel özelliği sağlayan lineer olmayan dalgalar olarak tanım-

lanabilir. Şekil ve hız özelliklerini kaybetmeden yayılması, solitary dalga şartıdır ve

ilk kez İskoçyalımühendis olan John Scott Russel (1845) tarafından tanımlanmı̧stır.

Çarpı̧sma esnasında kendilerine has özelliklerini koruyabilmesi, parçacık özelliğine

sahip bir dalga anlamına gelmektedir.
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Solitary dalgalarısoliton dalgalarına benzeyen dalgalar olarakta tanımlanmak-

tadır. Yani çarpı̧sma sonrasıözelliklerini korumaya çalı̧san dalgalardır. Bu sebeple

solitonumsu dalgalar olarakta adlandırılabilirler.

Solitary dalgalarıilk defa 1834 yılında durgun bir teknenin ön tarafından kopan

yuvarlak, düzgün ve oldukça belirgin bir su kümesinin, şeklinde bir deği̧siklik veya

hızında en ufak bir azalma olmaksızın yaklaşık 3 kilometrelik bir kanal boyunca iler-

lediğinin Scott Russell tarafından gözlemlenmesiyle bulunmuştur. Birçok matema-

tikçi, kısaca bu konudan bahsetmi̧s olsa da sı̆g sulardaki solitary dalgaların profilini

gözlemleyen Scott Russell’dan sonraki ilk teorik çalısmalar 1895 yılında Korteweg

ve de Vries taraflarından yapılmı̧stır.

• Solitary dalgalarıhsech2 (k(x− vt)) şekline sahiptir.

• Yeterince büyük miktardaki su kütlesi, iki veya daha fazla bağımsız solitary

dalgasıüretir.

• İki solitary dalga birbirine yaklaştıkça yavaşça deforme olur ve tek bir dalga

halini alırlar. Bu dalga hali, bir süre sonra “çarpı̧sma”dan önceki, aynışekil

ve hıza sahip iki solitary dalgasıolarak ayrılır (bakınız Şekil 1.2). Çarpı̧sma,

hiç bir dalganın dalga formuna zarar vermez. Çarpı̧sma anında dalga genliği

iki dalganın toplamından daha küçük olur. Bu lineer olmayan bir davranı̧stır

(bakınız Şekil 1.3).
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Şekil 1.2 İki solitary dalgasının çarpı̧sma anıve sonrası

Şekil 1.3

a) Periyodik lineer bir dalga haraketi

b) Lineer olmayan dalga hareketi (Solitary Dalgası)

• Normal dalgalar, ya düzleşmeye başlar yada dikleşerek sönecek şekilde hareket

ederler. Ancak solitary dalgalarıkararlıdır ve uzun mesafelerde yolculuk ya-

pabilirler.



5

• Solitary dalga uygun başlangıç koşullarıile harekete geçirildiğinde uzun, de-

rinliği ve geni̧sliği sabit olan bir kanal boyunca formunda bir deği̧sikliğe uğra-

madan ilerleyebilir.

• g yerçekimi ivmesi olmak üzere, h yüksekliğine sahip olan ve d derinliğindeki

bir kanalda hareket eden bir solitary dalgası

v =
√
g(d+ h) (1.1)

denklemi ile ifade edilen bir hıza sahiptir. Diğer bir ifade ile dalganın hızı,

yüksekliğine ve suyun derinliğine bağlıdır (bakınız Şekil 1.4).

Şekil 1.4 Bir solitary dalgasının hareketi

Hızın dalga genliğine bağlıolduğu gerçeği oldukça önemlidir. Büyük genlikli bir

solitary dalgası, küçük genlikli bir solitary dalgasına göre daha hızlıhareket eder.

Bir solitary dalgasının hızıgenliği ile orantılıolduğundan bir solitary dalga normal

dalgalardan farklıdır. Örneğin biri alçak biri yüksek iki ses aynıanda oluştuğunda,

kulağımız her iki seside aynıanda duyacaktır. Fakat bu iletim esnasında solitary

dalgalarıkullanılsaydı, yüksek sesi daha önce duymamız gerekirdi. İnsan vücudun-

daki sinirler arasındaki ileti̧sim ise normal dalgalar ile yapılmazlar. Sıcak bir çay

bardağınıelimize aldı̆gımızda, sıcaklı̆gıkademeli olarak hissederken, kor halindeki

sıcak bir kömür parçasına veya sıcak bir fırının içine elimizi yaklaştırdı̆gımızda, sı-

caklı̆gıhemen hissederek elimizi çekeriz. Dolayısıyla sinirlerimiz bir nevi solitary

dalgasıoluşturarak beynimize bilgiyi en kısa şekilde normal dalgalara göre daha hızlı

olarak iletirler.
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Russell’ın keşfinden 60 yıl sonra Hollandalı ve Alman matematikçiler olan

Korteweg ve de Vries nihayet soliton dalga denklemlerini açıkça ortaya koymuşlardır.

Bugünde KdV denklemi olarak bilinen

∂u(x, t)

∂t
+ c

∂u(x, t)

∂x
+ ε

∂3u(x, t)

∂x3
+ γu(x, t)

∂u(x, t)

∂x
= 0 (1.2)

formundanki denklem sı̆g su dalgalarının hareketi modellemektedir (Korteweg and

de Vries,1895). Denklemde,

• u(x, t): dalganın genliğine,

• c =
√
gd: küçük genlikli dalganın hızına,

• ε = c (d2/6− T/2ρg): dağılma parametresine,

• γ: lineer olmayan parametreye,

• T : yüzey gerilimine,

• ρ: suyun yoğunluğuna,

kaŗsılık gelmektedir. Korteweg ve de Vries, (1.2) denkleminin

u(x, t) = ũ(x− vt) (1.3)

formunda ve şekli deği̧smeyen bir hareketli dalga çözümüne sahip olduğunu göster-

diler. Buradaki ũ(x − vt) terimi, Russell’ın solitary dalga tanımına uymaktadır.

Böylece Korteweg ve de Vries, solitary dalgaların varlı̆gını kanıtlamı̧s oldular ve

çalı̧smalarınıKorteweg’in danı̧smanlı̆gında, de Vries’in doktora tezinde yayınladılar

(Korteweg and de Vries, 1895). Bununla birlikte, dalgaların kararlıolup olmadıkları

ve iki solitary dalgasının çarpı̧sma sonrasında şekillerinin deği̧sip deği̧smeyeceği gibi

sorular tezde cevaplanamamı̧stır. 1965 yılında Kruskal ve Zabusky, KdV denklemi-

nin sonlu farklar metodu ile çözümlerini araştırırken, solitary dalgalarının çarpı̧sma
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sonrasında şekillerini deği̧stirmediklerini gözlemlemi̧sler ve bu özelliğin parçacık-

ların çarpı̧smasına benzediğini bularak bu tip dalgalara soliton adınıvermi̧slerdir

(Zabusky and Kruskal, 1965). Bu çalı̧sma, soliton teorisi tarihinde önemli bir

dönüm noktasıolmuştur. 1967 yılında Gardner, Greene, Kruskal ve Miura tarafın-

dan ters saçılma dönüşüm (TSD) metodu geli̧stirilerek, KdV denkleminin soliton

çözümlerini analitik olarakta verilmi̧stir (Gardner et.al., 1967).

Solitonların pek çok kullanım alanıvardır. Lineer olmayan bazıdalga denklem-

lerinin çözümleri olan solitonlar katıhal fiziği ile plazma fiziğindeki bazıproblemleri

açıklamada kullanılmı̧slardır. Bunların vakum duruma sahip olmalarıparçacık fizi-

ğinde anlamlıçözümlere kaŗsılık gelebileceği şeklinde yorumlanmı̧stır.

Herhangi bir sinyal iletiminde de solitonlardan yararlanılmı̧stır. Çünkü sinyalin

zarara uğramadan ve yeterli büyüklükte hedefe ulaşmasıönemlidir. Normal sinyal-

lerin durumları deği̧sebilir ve geni̧sliklerinde farklılıklar olabilir. Bu lineer dal-

galar etrafa yayılabilir ve sinyalleri zayıflayabilir. Lineer dalgalar yerine soliton

dalgaları kullanılırsa elektromanyetik dalgaları otomatik olarak yineleyen aletlere

ihtiyaç kalmayacaktır. Soliton dalgalarıile 10.000 km’ye kadar özellikleri deği̧sme-

den başarıyla sinyal iletilebilmektedir. Bununla birlikte çarpı̧stıklarında birbir-

lerinden etkilenmemekte ve sinyaller optik fiberler boyunca her iki yönde iletilebilmek-

tedir. Böylece sinyaller, gideceği yere orijinal durumlarında ve yeterince anlaşılabilir

büyüklükte ulaştırılabilir (Vvedenskii, 1992).

Russell’ın fikirleriyle başlayan lineer olmayan dalgaların çözümleri için

günümüzde modern bilgisayarlar kullanılmaktadır (Wolfram, 1999).

1.2 Lineer Olmayan Oluşum Denklemleri

Kısmi türevli denklemlerdeki (KTD) bağımlıdeği̧sken (yada deği̧skenler) ve bun-

ların denklemdeki bütün kısmi türevleri birinci dereceden ve denklemi, bağımlı

deği̧sken ile onun türevleri parantezinde yazdı̆gımızda katsayılar yalnızca bağım-

sız deği̧skenlerin fonksiyonu oluyorsa bu denkleme lineerdir denir. Aksi halde lineer

olmayan denklem adınıalır.

Doğadaki bir çok olayın anlaşılmasıiçin yapılan modeller lineer olmayan kısmi
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diferansiyel denklemler içermektedir. Lineer olmayan sistemler, fiziğin bir çok

alanında örneğin, lineer olmayan optik, hidrodinamik, katıhal fiziği, plazma fiziği,

yüksek enerji fiziği gibi birçok fiziksel olayların incelenmesinde kaŗsımıza çıkmak-

tadır. Son yıllarda lineer olmayan sistemlerin tamamen çözülebilirliği matema-

tikçilerin ve fizikçilerin bir çalı̧sma alanınıoluşturmaktadır. En çok bilinen lineer

olmayan oluşum denklemi Korteweg-de Vries (KdV) denklemidir.

Genel lineer olmayan oluşum denklemi K[u]; u(x, t) ve u deği̧skeninin x deği̧s-

kenine göre türevlerine bağlıfonksiyon olmak üzere;

ut = K[u] = K[u, ux, uxx, ...]

şeklindedir. Eğer K[u], u terimine göre lineer ise, bu tip denklemlere de lineer

oluşum denklemleri denilmektedir (Zeng, 2004).

1.3 Sonlu Elemanlar Metodu

Sonlu elemanlar yöntemi, çeşitli mühendislik ve fen alanlarında kaŗsılaşılan prob-

lemlerin kabul edilebilir bir yaklaşım ile çözüm aramasıdır. Bu problemlerin veya

denklem sistemlerinin analitik çözümlerinin olmadı̆gıya da analitik çözümlerin çok

karmaşık olduğu durumlarda, bu denklemleri çözebilmek için sonlu elemanlar metodu

kullanılır.

Sonlu elemanlar metodunda ele alınan problemin çözüm bölgesi alt bölgelere

parçalanır ve her alt bölgede aranan fonksiyonun ifadesi polinom olacak şekilde

seçilir. Belirli i̧slemler dahilinde her alt bölgede polinom olarak kabul edilen çözümün

katsayılarıbelirlenmeye çalı̧sılır.

Sonlu elemanlar metodu için aşağıdaki önemli bilgiler verilebilir.

• İlk kullanım 1950’li yıllarda İnşaat Mühendisliği’nde oldu.

• Temeli Ritz Tekniğine dayanmaktadır (1909).

• Günümüz bilgisayar teknolojisinin geli̧smesi ile etkinliği artmı̧stır.
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• Mühendislik ve Matematiksel fiziğin hemen hemen her dalındaki problemlere

uygulanmaktadır. Örnek olarak; gerilme analizi, akı̧skanlar mekaniği, ısıile-

timi, dalga yayılımı, statik ve dinamik elastisite problemleri vb. verilebilir.

• Aranan çözüm foksiyonu, her bir sonlu eleman üzerinde kendisi ve belirli bir

dereceye kadar türevleri sürekli olan interpolasyon polinomlarıile temsil edilir.

• Matematiksel olarak genelleştirilebilir ve çok sayıda problemi çözmek için aynı

model kullanılabilirdir.

• Çoğu fiziksel problem, türevler ve düzensiz sınırlar içeren sınır koşullarına

sahiptir. Burada sonlu elemanlar metodu çözüm bölgesinin düzgün yada

düzgün olmayan geometrik şekiller olmasına bakmaksızın iyi sonuçlar vermek-

tedir.

• Bölünme noktalarıarasındaki bir değer için, her bir alt aralı̆ga kaŗsılık inter-

polasyon polinomu tanımlandı̆gından, bölünme noktalarıarasındaki değerler

için de bir yaklaşım yapılabilir.

• Uygulanmasıkolay olmamasına rağmen sonlu farklar metoduna göre daha iyi

sonuçlar vermektedir. Fakat bu durum probleme bağlıdır ve aksi örnekler

bulunabilir.

• Zor i̧slemler ve bilgisayar programlarıgerekmektedir.

Ağırlıklırezidüler ve kolokeyşin, sonlu elemanların temel iki metodudur.

L bir lineer diferansiyel operatör, f(x) bilinen bir foksiyon ve u(x) aranan çözüm

olmak üzere

Lu(x) = f(x) (1.4)

diferansiyel denkleminin sayısal çözümü için ağırlıklırezidü metodu kullanıldı̆gında,

aranan u(.) ifadesi yerine aşağıdaki formda ũ(.) sonlu yaklaşım serisi kullanılır.

u(x) ≈ ũ(x) =
N∑
j=1

ajφj(x) (1.5)
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Eşitlikte verilen φj(x), j = 1, ..., N fonksiyonu diferansiyel denklemin tanım böl-

gesi üzerinde tanımlıve aj, j = 1, ..., N bilinmeyen katsayılarıdır. φj(.) fonksiyon-

larıproblem için verilen tüm sınır şartlarınısağlayacak şekilde seçilirler ama genelde

diferansiyel denklemi sağlamazlar.

(1.5) yaklaşık çözümü (1.4) operatör denkleminde yerine yazılırsa

R(x) = Lũ(x)− f(x) = Lũ(x)− Lu(x) (1.6)

olarak tanımlananR(x) kalanıelde edilir. Ağırlıklıkalan yöntemlerinde R(x) kalanı,

seçilen φj(.) fonksiyonlarıve aj bilinmeyen parametrelerinin bir fonksiyonudur. Bu

yöntemler yardımı ile aj parametrelerinin belirlenmesinde, R(x) kalanı ile bir Wj

ağırlık fonksiyonunun çarpımının Ω bölgesindeki integralinin sıfır olmasıistenir:

∫
Ω

Wj(x)R(x)dx = 0, j = 1, ..., N (1.7)

Böylece (1.7) formundaki N bilinmeyenli N denklemden oluşan denklem sistemi elde

edilir.

Ağırlıklırezidü metodunun bir uygulamasıolan kolokeyşin metodundaWi ağırlık

fonksiyonlarıolarak

Wi = δ(x− xi) (1.8)

Dirac Delta fonksiyonlarıseçilirse R(xj) = 0, j = 1, ..., N olduğunda, (1.7) integ-

ralinin sonucu sıfır olacaktır. Dolayısıyla kolokeyşin metodu için çözüm, (1.5)

eşitliğinin sayısal çözümü aranan denklemde yerine yazılmasıyla

Lũ(x)− Lu(x) = 0

L

(
N∑
j=1

ajφj(x)

)
− f(x) = 0

(1.9)
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formunda elde edilir (Lapidus and Pinder, 1982).

1.4 Spline Fonksiyonlar

İlk olarak Schoenberg (1946) tarafından tanımlanmı̧stır. Fakat 1960 yılın-

dan sonra matematiksel modellere ve fiziksel problemlere uygulanmı̧stır. Spline

fonksiyonlar yapısal özellikleri ve bilgisayarlarla yapılan hesaplamalarda kolaylıklar

sağlamasınedeniyle de bir çok alanda yaygın bir şekilde kullanılmaktadır. İnter-

polasyon formüllerinin [a, b] aralı̆gının tamamına uygulanmasıher zaman istenilen

sonucu vermeyebilir. Öyle ki yüksek dereceden polinomlar kullanılarak yapılan

interpolasyonlardaki i̧slem hatalarının artmasıyla gerçek anlamda kararsız algorit-

malarla kaŗsılaşılır. Birçok durumda kullanılan noktaların sayısının artmasıçözümün

ıraksamasıanlamına gelir. Ayrıca istenilen fonksiyon [a, b] aralı̆gının deği̧sik kısım-

larında deği̧sik özelliklere sahip ise örneğin, bölgenin bir kısmında hızlıdiğer kıs-

mında yavaş deği̧siyorsa fonksiyona tek bir eğri ile yaklaşmak uygun sonuçlara

götürmez. Bu nedenlerden dolayıyüksek dereceden olmayan birinci, ikinci veya

üçüncü dereceden fonksiyonlar ile yaklaşımların yapıldı̆gıspline interpolasyon yön-

temini kullanmak daha uygundur. Spline interpolasyon parçalıpolinom yaklaşımıdır.

Yani verilen çözüm aralı̆gı sonlu sayıda alt aralıklara bölünerek her bir alt ara-

lıkta daha küçük dereceden polinomlar yardımıile yaklaşımlar elde edilir. Spline

fonksiyonlar, a = x0 < x1 < . . . < xN−1 < xN = b sonlu parçalanmasının her bir

[xm, xm+1] aralı̆gında k. dereceden polinomlardır ve her alt aralıkta (k−1). mertebe-

den türevlenebilen sürekli fonksiyonlardır. Spline fonksiyonların temel özellikleri

aşağıda verilmi̧stir.

Spline fonksiyonlar(ın);

• Uygun baza sahip olan sonlu boyutlu lineer uzaylardır,

• Düzgün (smooth) fonksiyonlardır,

• Türevleri ve integralleri kolay hesaplanabilir,

• Türevleri ve integralleri yine spline fonksiyonlardır,

• Düşük derecedenleri çok esnektir ve polinomlardaki salınım sergilemezler.
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1.4.1 Kübik B-Spline kolokeyşin metodu

[a, b] aralı̆gının düzgün parçalanı̧sıa = x0 < x1 < . . . < xN−1 < xN = b olmak

üzere xm noktalarındaki Ψm(x) kübik B-spline fonksiyonlarıolsun. Kübik B-spline

kolokeyşin metodunda, deneme fonksiyonlarıolarak kübik B-spline fonksiyonlarını

kullanarak, w(x, t) çözümü için (1.10) wm(x, t) yaklaşık çözümü araştırılır.

wm(x, t) =
N+1∑
m=−1

Ψm(x)δm(t) (1.10)

Ψm kübik B-spline fonksiyonları, m = −1, 0, ..., N + 1 için h = (xm+1 − xm)

olmak üzere aşağıda verilen bağıntıile hesaplanır (Prenter, 1975).

Ψm(x) =
1

h3



(x− xm−2)3 [xm−2, xm−1]

h3 + 3h2(x− xm−1) + 3h(x− xm−1)2 − 3(x− xm−1)3 [xm−1, xm]

h3 + 3h2(xm+1 − x) + 3h(xm+1 − x)2 − 3(xm+1 − x)3 [xm, xm+1]

(xm+2 − x)3 [xm+1, xm+2]

0 diğer

(1.11)

Ψm(x) kübik B-spline fonksiyonu ile onun birinci ve ikinci mertebeden türevi,

xm−2 ≤ x ≤ xm+2 aralı̆gıdı̧sında sıfırdır. ′ ve ′′, x’e göre birinci ve ikinci türevi

göstermek üzere, xm−2 ≤ x ≤ xm+2 aralı̆gında Ψm(x),Ψ′m(x) ve Ψ′′m(x) fonksiyon-

larının bölünme noktalarındaki değerleri sırasıyla

Ψm(xm−2) = 1
h3

(xm−2 − xm−2)3 = 0,

Ψm(xm−1) = 1
h3

[h3 + 3h2(xm−1 − xm−1) + 3h(xm−1 − xm−1)2

−3(xm−1 − xm−1)3] = 1,

Ψm(xm) = 1
h3

[h3 + 3h2(xm+1 − xm) + 3h(xm+1 − xm)2

−3(xm+1 − xm)3] = 4,

Ψm(xm+1) = 1
h3

(xm+2 − xm+1)3 = 1,

Ψm(xm+2) = 0,
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Ψ′m(xm−2) = 3
h3

(xm−2 − xm−2)2 = 0,

Ψ′m(xm−1) = 1
h3

[3h3 + 6h(xm−1 − xm−1)− 9(xm−1 − xm−1)2] = 3
h
,

Ψ′m(xm) = 1
h3

[−3h2 − 6h(xm+1 − xm) + 9(xm+1 − xm)2] = 0,

Ψ′m(xm+1) = − 3
h3

(xm+2 − xm+1)2 = − 3
h
,

Ψ′m(xm+2) = 0,

(1.12)

Ψ′′m(xm−2) = 6
h3

(xm−2 − xm−2) = 0,

Ψ′′m(xm−1) = 1
h3

[6h− 18(xm−1 − xm−1)] = 6
h2
,

Ψ′′m(xm) = 1
h3

[6h− 9(xm+1 − xm)] = − 12
h2
,

Ψ′′m(xm+1) = 6
h3

(xm+2 − xm+1) = 6
h2
,

Ψ′′m(xm+2) = 0

olarak bulunur.

(1.11) deki kübik B-spline fonksiyonlarıher bir [xm, xm+1] aralı̆gıΨm−1,Ψm,Ψm+1

ve Ψm+2 gibi dört spline tarafından örtülür. Ayrıca [xm, xm+1] elemanıüzerinde,

4 ardı̧sık Ψm−1,Ψm,Ψm+1 ve Ψm+2 kübik B-spline fonksiyonu dı̧sındaki diğer tüm

fonksiyonlar sıfır olacağından, bu eleman üzerindeki w için yaklaşım idafesi

wm(x, t) =
m+2∑
j=m−1

Ψj(x)δj(t) (1.13)

formunda bulunur.

(1.12) ve (1.13) yaklaşık çözümünün kullanılmasıile bölünme noktalarında wm

ve ilk iki türevi;

wm(xm, t) =
m+2∑
j=m−1

Ψj(x)δj(t),

wm = δm−1Ψm−1(xm) + δmΨm(xm) + δm+1Ψm+1(xm) + δm+2Ψm+2(xm),

wm = δm−1 + 4δm + δm+1

w′m(xm, t) =
m+2∑
j=m−1

Ψ′j(x)δj(t),

w′m = δm−1Ψ′m−1(xm) + δmΨ′m(xm) + δm+1Ψ′m+1(xm) + δm+2Ψ′m+2(xm),

w′m =
3

h
(δm+1 − δm−1)
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w′′m(xm, t) =
m+2∑
j=m−1

Ψ′′j (x)δj(t),

w′′m = δm−1Ψ′′m−1(xm) + δmΨ′′m(xm) + δm+1Ψ′′m+1(xm) + δm+2Ψ′′m+2(xm),

w′′m =
6

h2
(δm−1 − 2δm + δm+1)

olarak hesaplanır. Sonuç olarak wm, w′m, ve w
′′
m yaklaşımlarının bölünme nokta-

larındaki değerleri δm parametresine göre

wm = wm(xm, t) = δm−1 + 4δm + δm+1,

w′m = w′m(xm, t) =
3

h
(δm+1 − δm−1),

w′′m = w′′m(xm, t) =
6

h2
(δm−1 − 2δm + δm+1),

(1.14)

olarak elde edilir.

1.4.2 Kuintik B-Spline kolokeyşin metodu

[a, b] aralı̆gının düzgün parçalanı̧sıa = x0 < x1 < . . . < xN−1 < xN = b ol-

mak üzere xm noktalarındaki Φm(x) kuintik B-spline fonksiyonlarıolsun. Kuin-

tik B-spline kolokeyşin metodunda, deneme fonsiyonları olarak kuintik B-spline

fonksiyonlarınıkullanarak, w(x, t) çözümü için wm(x, t) yaklaşık çözümü araştırılır.

wm(x, t) =

N+2∑
m=−2

Φm(x)δm(t) (1.15)

Φm kuintik B-spline fonsiyonları, m = 0, ..., N için h = (xm+1 − xm) olmak üzere

aşağıda verilen bağıntıile hesaplanır.
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Φm(x) =
1

h5



(x− xm−3)5 [xm−3, xm−2]

(x− xm−3)5 − 6(x− xm−2)5 [xm−2, xm−1]

(x− xm−3)5 − 6(x− xm−2)5 + 15(x− xm−1)5 [xm−1, xm]

(x− xm−3)5 − 6(x− xm−2)5 + 15(x− xm−1)5

−20(x− xm)5
[xm, xm+1]

(x− xm−3)5 − 6(x− xm−2)5 + 15(x− xm−1)5

−20(x− xm)5 + 15(x− xm+1)5
[xm+1, xm+2]

(x− xm−3)5 − 6(x− xm−2)5 + 15(x− xm−1)5

−20(x− xm)5 + 15(x− xm+1)5 − 6(x− xm+2)5
[xm+2, xm+3]

0 diğer

(1.16)

Φm(x) kuintik B-spline fonksiyonu ile onun ilk dört mertebeden türevi

xm−3 ≤ x ≤ xm+3 aralı̆gıdı̧sında sıfırdır. ′, ′′, ′′′, ve iv, x’e göre birinci, ikinci,

üçüncü ve dördüncü türevi göstermek üzere, xm−3 ≤ x ≤ xm+3 aralı̆gında Φm(x),

Φ′m(x), Φ′′m(x) ,Φ′′′m(x) ve Φiv
m(x) fonksiyonlarının bölünme noktalarındaki değerleri

sırasıyla

Φm(xm−3) =
1

h5
(xm−3 − xm−3)5 = 0,

Φm(xm−2) =
1

h5
[(xm−2 − xm−3)5 − 6(xm−2 − xm−2)5] = 1,

Φm(xm−1) =
1

h5
[(xm−1 − xm−3)5 − 6(xm−1 − xm−2)5

+15(xm−1 − xm−1)5]

= 26,

Φm(xm) =
1

h5
[(xm − xm−3)5 − 6(xm − xm−2)5

+15(xm − xm−1)5 − 20(xm − xm)5]

= 66,

Φm(xm+1) =
1

h5
[(xm+1 − xm−3)5 − 6(xm+1 − xm−2)5

+15(xm+1 − xm−1)5 − 20(xm+1 − xm)5

+15(xm+1 − xm+1)5]

= 26,
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Φm(xm+2) =
1

h5
[(xm+2 − xm−3)5 − 6(xm+2 − xm−2)5

+15(xm+2 − xm−1)5 − 20(xm+2 − xm)5

+15(xm+2 − xm+1)5 − 6(xm+2 − xm+2)5]

= 1,

Φm(xm+3) = 0,

Φ′m(xm−3) =
5

h5
(xm−3 − xm−3)4 = 0,

Φ′m(xm−2) =
1

h5
[5(xm−2 − xm−3)4 − 30(xm−2 − xm−2)4]

=
5

h
,

Φ′m(xm−1) =
1

h5
[5(xm−1 − xm−3)4 − 30(xm−1 − xm−2)4

+75(xm−1 − xm−1)4]

=
50

h
,

Φ′m(xm) =
1

h5
[5(xm − xm−3)4 − 30(xm − xm−2)4

+75(xm − xm−1)4 − 100(xm − xm)4]

= 0,

Φ′m(xm+1) =
1

h5
[5(xm+1 − xm−3)4 − 30(xm+1 − xm−2)4

+75(xm+1 − xm−1)4 − 100(xm+1 − xm)4

+75(xm+1 − xm+1)4]

= −50

h
,

Φ′m(xm+2) =
1

h5
[5(xm+2 − xm−3)4 − 30(xm+2 − xm−2)4

+75(xm+2 − xm−1)4 − 100(xm+2 − xm)4

+75(xm+2 − xm+1)4 − 30(xm+2 − xm+2)4]

= −5

h
,

Φ′m(xm+3) = 0

Φ′′m(xm−3) =
20

h5
(xm−3 − xm−3)3 = 0,

Φ′′m(xm−2) =
1

h5
[20(xm−2 − xm−3)3 − 120(xm−2 − xm−2)3]

=
20

h2
,
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Φ′′m(xm−1) =
1

h5
[20(xm−1 − xm−3)3 − 120(xm−1 − xm−2)3

+300(xm−1 − xm−1)3]

=
40

h2
,

Φ′′m(xm) =
1

h5
[20(xm − xm−3)3 − 120(xm − xm−2)3

+300(xm − xm−1)3 − 400(xm − xm)3]

= −120

h2
,

Φ′′m(xm+1) =
1

h5
[20(xm+1 − xm−3)3 − 120(xm+1 − xm−2)3

+300(xm+1 − xm−1)3 − 400(xm+1 − xm)3

+300(xm+1 − xm+1)3]

=
40

h2
,

Φ′′m(xm+2) =
1

h5
[20(xm+2 − xm−3)3 − 120(xm+2 − xm−2)3

+300(xm+2 − xm−1)3 − 400(xm+2 − xm)3

+300(xm+2 − xm+1)3 − 120(xm+2 − xm+2)3]

=
20

h2
,

Φ′′m(xm+3) = 0

Φ′′′m(xm−3) =
60

h5
(xm−3 − xm−3)2 = 0,

Φ′′′m(xm−2) =
1

h5
[60(xm−2 − xm−3)2 − 360(xm−2 − xm−2)2]

=
60

h3
,

Φ′′′m(xm−1) =
1

h5
[60(xm−1 − xm−3)2 − 360(xm−1 − xm−2)2

+900(xm−1 − xm−1)2]

= −120

h3
,

Φ′′′m(xm) =
1

h5
[60(xm − xm−3)2 − 360(xm − xm−2)2

+900(xm − xm−1)2 − 1200(xm − xm)2]

= 0,



18

Φ′′′m(xm+1) =
1

h5
[60(xm+1 − xm−3)2 − 360(xm+1 − xm−2)2

+900(xm+1 − xm−1)2 − 1200(xm+1 − xm)2

+900(xm+1 − xm+1)2]

=
120

h3
,

Φ′′′m(xm+2) =
1

h5
[60(xm+2 − xm−3)2 − 360(xm+2 − xm−2)2

+900(xm+2 − xm−1)2 − 1200(xm+2 − xm)2

+900(xm+2 − xm+1)2 − 360(xm+2 − xm+2)2]

Φ′′′m(xm+2) = −60

h3
,

Φ′′′m(xm+3) = 0

Φiv
m(xm−3) =

120

h5
(xm−3 − xm−3) = 0,

Φiv
m(xm−2) =

1

h5
[120(xm−2 − xm−3)− 720(xm−2 − xm−2)] =

120

h4
,

Φiv
m(xm−1) =

1

h5
[120(xm−1 − xm−3)− 720(xm−1 − xm−2)

+1800(xm−1 − xm−1)]

= −480

h4
,

Φiv
m(xm) =

1

h5
[120(xm − xm−3)− 720(xm − xm−2)

+1800(xm − xm−1)− 2400(xm − xm)]

= −720

h4
,

Φiv
m(xm+1) =

1

h5
[120(xm+1 − xm−3)− 720(xm+1 − xm−2)

+1800(xm+1 − xm−1)− 2400(xm+1 − xm)

+1800(xm+1 − xm+1)]

= −480

h4
,

Φiv
m(xm+2) =

1

h5
[120(xm+2 − xm−3)− 720(xm+2 − xm−2)

+1800(xm+2 − xm−1)− 2400(xm+2 − xm)

+1800(xm+2 − xm+1)− 720(xm+2 − xm+2)]

=
120

h4
,

Φiv
m(xm+3) = 0
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olarak bulunur. Bu değerleri kolaylık açısından Tablo 1.1’de verilmi̧stir.

Tablo 1.1: Bölünme noktalarındaki kuintik B-spline değerleri

x xm−3 xm−2 xm−1 xm xm+1 xm+2 xm+3

Φm 0 1 26 66 26 1 0

hΦ′m 0 5 50 0 -50 -5 0

h2Φ′′m 0 20 40 -120 40 20 0

h3Φ′′′m 0 60 -120 0 120 -60 0

h4Φıv
m 0 120 -480 720 -480 120 0

(1.15) deki kuintik B-spline fonksiyonlarıher bir [xm, xm+1] aralı̆gı Φm−2, Φm−1,

Φm, Φm+1, Φm+2 ve Φm+3 gibi altıspline tarafından örtülür ve böylece w için yak-

laşım ifadesi

wm(x, t) =
m+3∑
j=m−2

Φj(x)δj(t) (1.17)

olarak formunda bulunur.

Tablo 1.1 ve (1.17) eşitliğinin kullanılmasıyla wm ve onun ilk dört türevi;

wm(xm, t) =
m+3∑
j=m−2

Φj(x)δj(t),

wm = δm−2Φm−2(xm) + ...+ δm+2Φm+2(xm),

wm = δm−2 + 26δm−1 + 66δm + 26δm+1 + δm+2,

w′m(xm, t) =

m+3∑
j=m−2

Φ′j(x)δj(t),

w′m = δm−2Φ′m−2(xm) + ...+ δm+2Φ′m+2(xm),

w′m =
5

h
(−δm−2 − 10δm−1 + 10δm+1 + δm+2),

w′′m(xm, t) =

m+3∑
j=m−2

Φ′′j (x)δj(t),

w′′m = δm−2Φ′′m−2(xm) + ...+ δm+2Φ′′m+2(xm),

w′′m =
20

h2
(δm−2 + 2δm−1 − 6δm + 2δm+1 + δm+2),
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w′′′m(xm, t) =
m+3∑
j=m−2

Φ′′′j (x)δj(t),

w′′′m = δm−2Φ′′′m−2(xm) + ...+ δm+2Φ′′′m+2(xm),

w′′′m =
60

h3
(−δm−2 + 2δm−1 − 2δm+1 + δm+2),

wivm(xm, t) =

m+3∑
j=m−2

Φıv
j (x)δj(t),

wivm = δm−2Φiv
m−2(xm) + ...+ δm+2Φiv

m+2(xm),

wivm =
120

h4
(δm−2 − 4δm−1 + 6δm − 4δm+1 + δm+2)

olarak hesaplanır. Sonuç olarak wm, w′m, w
′′
m, w

′′′
m ve wivm yaklaşımlarının bölünme

noktalarındaki değerleri δm parametresine göre

wm = wm(xm, t) = δm−2 + 26δm−1 + 66δm + 26δm+1 + δm+2,

w′m = w′m(xm, t) =
5

h
(−δm−2 − 10δm−1 + 10δm+1 + δm+2),

w′′m = w′′m(xm, t) =
20

h2
(δm−2 + 2δm−1 − 6δm + 2δm+1 + δm+2),

w′′′m = w′′′m(xm, t) =
60

h3
(−δm−2 + 2δm−1 − 2δm+1 + δm+2),

wivm = wivm(xm, t) =
120

h4
(δm−2 − 4δm−1 + 6δm − 4δm+1 + δm+2)

(1.18)

olarak elde edilir.

1.5 Genel Denklem

Burada aşağıdaki lineer olmayan

ut + α1ux + α2u
pux − α3uxxt = 0 (1.19)

oluşum denklemi tanıtılacaktır. Denklemde α1, α2 ve α3 pozitif parametreleri, x

konuma göre türevi, t’de zamana göre türevi, p ise değeri 1 veya 2 olan bir pozitif

tamsayıyıgöstermektedir.

Denklemin sayısal çözümleri araştırılırken
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u(a, t) = u(b, t) = 0

ux(a, t) = ux(b, t) = 0

uxx(a, t) = uxx(b, t) = 0

 t ≥ 0 (1.20)

sınır şartlarıve

u(x, 0) = f(x) (1.21)

başlangıç şartıele alınacaktır. Burada f(x) ileride verilecektir.

1.5.1 EW denklemi, başlangıç-sınır şartlarıve test problemleri

Genel denklemimiz olan (1.19) de α1 = 0, α2 = 1, p = 1 ve α3 = µ alınırsa

aşağıdaki EW denklemine ulaşılır.

ut + uux − µuxxt = 0 (1.22)

Bu denklemde x ve t konum ve zamana göre türevleri, µ de reel sabiti göstermektedir.

(1.22) denklemi için fiziksel sınır şartlarıx→ ±∞ iken u→ 0 şeklindedir. Sayısal

yöntemi uygulayabilmek için çözüm bölgesi [a, b] aralı̆gına sınırlandırılacaktır. Bir

çok fiziksel olayda önemli bir yere sahip olan EW denklemi sı̆g su dalgalarıve ion

akustik plazmalar da modellenmektedir (Peregrine, 1966; Benjamin et.al., 1972).

EW denklemi ilk olarak Morrison tarafından önerilmi̧stir. Morrison lineer olmayan

bir ortamda tek boyutlu bir dalganın yayılmasınımodellemek için daha bilindik

RLW denkleminin yerine EW denklemini kullanmı̧stır (Morrison, et.al., 1981).

Gardner ve Gardner (1992) EW denkleminin sayısal çözümü için kübik B-spline

Galerkin metodunu kullanarak solitary dalgasının yayılmasıve iki solitary dalgasının

çarpı̧smasıtest problemlerini araştırmı̧slardır. Zaki (2000a) en küçük kareler sonlu

elemanlar yöntemini kullanarak EWdenkleminin sayısal çözümünü bulmuştur. Daha

sonra Zaki (2001) EW denkleminin sayısal çözümü üzerine, Petrov Galerkin sonlu

elemanlar metodu ile birlikte kuadratik B-spline şekil fonksiyonlarını kullanarak
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çalı̧smı̧slardır. Irk ve Saka kübik spline kolokeyşin ve kübik B-Spline kolokeyşin

metotlarıile EWdenklemin sayısal çözümü üzerine çalı̧smı̧slardır (Irk et.al, 2003;Saka

et.al, 2003). Raslan (2004), EW denkleminin sayısal çözümünü kuintik B-spline

kolokeyşin metodunu kullanarak araştırmı̧stır. Raslan bir yıl sonrada kuartik

B-spline kolokeyşin sonlu elemanlar metodunu kullanarak çalı̧smasında yer ver-

mi̧stir (Raslan, 2005a). Esen (2005) ise EW denkleminin sayısal çözümü kuadratik

B-spline fonksiyonları kullanılarak lumped Galerkin sonlu elemanlar yöntemi ile

araştırmı̧stır. Açık sonlu farklar metodu ile EW ve RLW denkleminin sayısal

çözümünü ise Ramos (2006) incelemi̧stir. Saka (2006) kuadratik B-spline Galerkin

sonlu elemanlar metodunu denklemin sayısal çözümü olarak önermi̧stir. EW den-

kleminin kuadratik B-spline sonlu elemanlar metodu ile sayısal çözümüne (Dağ

et.al., 2007) adlıçalı̧smada yer verilmi̧stir. Kuadratik B-spline fonksiyonların kul-

lanıldı̆gıGalerkin metodu, Cosine Expansion tabanlıdiferansiyel kuadrature metodu

ve radyal tabanlıağsız metotlarınıiçeren üç farklıyöntem ile EW denkleminin sayısal

çözümü ise (Saka et.al, 2008a) adlıçalı̧smada incelenmi̧stir. Daha ayrıntılıbilgi için

makaleler ve verdikleri refaranslar incelenebilir.

Solitary dalga oluşumu

EW denkleminin solitary dalga çözümü k =

√
1

4µ
olmak üzere

u(x, t) = 3csech2(k [x− x0 − ct]), a ≤ x ≤ b, t ≥ 0 (1.23)

şeklindedir (Morrison, et.al., 1981).

(1.23) eşitliği [a, b] konum aralı̆gında soldan sağa doğru hareket eden, başlangıç

anında tepe noktasıx0 noktasına kaŗsılık gelen 3c genliğine ve c dalga hızına sahip

bir solitary dalgasınıgöstermektedir. Bu eşitlikde t = 0 alınırsa aşağıdaki başlangıç

şartıbulunur.

u(x, 0) = 3csech2(k [x− x0]) (1.24)

Sırasıyla kütle, momentum ve enerjiye kaŗsılık gelen, solitary dalga oluşumu için

korunum sabitleri
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C1 =

∞∫
−∞

udx ' h
N∑
m=0

unm,

C2 =

∞∫
−∞
a

(u2 + µ(ux)
2)dx ' h

N∑
m=0

[(unm)2 + µ((ux)
n
m)2] ,

C3 =

∞∫
−∞

u3dx ' h
N∑
m=0

(unm)3

(1.25)

eşitlikleri ile gösterilir. (Olver, 1979).

Programın çalı̧sma süresi boyunca korunum sabitlerinin sabit kalmalarıbeklenir.

Bu sabitlerin yaklaşık değerleri, [a, b] tanım aralı̆gında yamuklar kuralı ile hesap-

lanacaktır. Maple programıkullanarak sabitlerin tam değeri

C1 =
6c

k
,

C2 =
12c2

k
+

48kc2µ

5
,

C3 =
144c3

5k

(1.26)

olarak elde edilir.

İki Solitary dalgasının çarpı̧sması

Başlangıç anında t = 0 olmak üzere, x1 + c1 ve x2 + c2 tepe noktalarına kaŗsılık

gelecek şekilde [a, b] konum aralı̆gında yerleştirilen 3c1 ve 3c2 genliklerine sahip iki

solitary dalgasının hareketi k =

√
1

4µ
olmak üzere

u(x, 0) = 3c1sech
2(k [x− x1 − c1]) + 3c2sech

2(k [x− x2 − c2]) (1.27)

formunda modellenebilir (Morrison, et.al., 1981). (1.27) eşitliğinde dalgaların hızları

c1 ve c2 dir. c1 > c2 ve x2 + c2 > x1 + c1 seçilirse konum aralı̆gında genlik olarak

daha büyük olan dalga solda, diğeri ise sağda kalacaktır. Genliği daha büyük olan

dalganın daha hızlıolduğundan bir müddet sonra öndeki genliği ve hızıdüşük olan
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dalgaya yeti̧secek ve bir çarpı̧sma gerçekleşecektir. Maple programıkullanılarak

aşağıdaki korunum sabitlerinin tam değerleri elde edilir.

C1 = 6

(
c1 + c2

k

)
,

C2 =

(
12

k
+

48kµ

5

)
(c2

1 + c2
2),

C3 =
144

5k
(c3

1 + c3
2)

(1.28)

1.5.2 RLW denklemi, başlangıç-sınır şartlarıve test problemleri

RLW denklemi,

ut + ux + εuux − µuxxt = 0 (1.29)

eşitliği ile verilmektedir. Bu eşitlik (1.19) denkleminde α1 = 1, p = 1, α2 = ε

ve α3 = µ alındı̆gında ulaşılır. Denklemde ε ve µ reel sabitler, x ve t konum

ve zamana göre türevleri göstermektedir. RLW denklemi için fiziksel sınır şartları

x → ±∞ iken u → 0 şeklindedir. Sayısal yöntemi uygulayabilmek için çözüm

bölgesi [a, b] aralı̆gına sınırlandırılacaktır.

(1.29) İlk olarak Peregrine (1966) tarafından ardı̧sık dalgalarımodellemek için

RLW denklemini sunmuş ve ilk sayısal çözümlerini bulmuştur. T. B. Benjamin, J. L.

Bona ve J. J. Mahony ise, RLW denkleminin çözümlerinin Korteweg-de Vries (KdV)

denkleminin dalga denklemi çözümlerine benzerliğini göstermi̧slerdir

(Benjamin et.al., 1972). (Eilbeck and McGuire, 1975) adlı çalı̧smada birinci ve

ikinci mertebeden iki adımlıve ikinci mertebeden üç adımlısonlu farklar metodları

kullanılarak RLW denkleminin sayısal çözümleri üzerinde çalı̧sılmı̧stır. Eilbeck

ve McGuire 1977 yılında, üç adımlı sonlu farklar yöntemi üzerinde daha ayrın-

tılıbir çalı̧sma yapmı̧slardır (Eilbeck and McGuire, 1977). Jain ve Iskandar ise

RLW denkleminin sayısal çözümünü farklıformdaki sonlu farklar metotlarınıkulla-

narak araştırmı̧slardır (Jain and Iskandar, 1979). Kübik spline şekil fonksiyon-

ları kullanılarak Galerkin metodu ile denklemin sayısal çözümü (Alexander and
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Morris, 1979) adlı makalede çalı̧sılmı̧stır. Kübik B-spline Galerkin metodu ile

RLW denklemin sayısal çözümü (Gardner and Gardner,1990; Gardner et.al. 1995)

adlımakalede araştırılmı̧stır. (Gardner et.al., 1995) adlıçalı̧smada kuadratik B-

spline şekil fonksiyonlarıkullanılarak Galerkin metoduyla RLW denkleminin sayısal

çözümü yapılmı̧stır. RLW denkleminin sayısal çözümü, en küçük kareler sonlu ele-

manlar metodunun kullanıldı̆gı(Gardner et.al., 1996) adlıçalı̧smada araştırılmı̧stır.

(Gardner et.al., 1997) isimli çalı̧smada kuintik B-spline kullanılarak Petrov-Galerkin

metoduyla RLWdenkleminin sayısal çözümleri üzerinde çalı̧sılmı̧stır. Dağ, kuadratik

B-spline kullanarak en küçük kareler metoduyla RLW denkleminin sayısal çözümünü

(Dağ, 2000) adlı çalı̧smada araştırmı̧stır. Kübik B-spline kullanılarak en küçük

kareler yöntemiyle RLW denkleminin sayısal çözümünü ise Dağ ve Özer elde et-

mi̧slerdir (Dağ and Özer, 2001). Doğan ise kuadratik B-spline ve lineer şekil

fonksiyonlarınıkullanarak Petrov Galerkin ve Galerkin metotlarıyla RLW denklemi-

nin sayısal çözümü üzerinde çalı̧smı̧stır (Doğan, 2001; Doğan, 2002). Kübik B-spline

kolokeyşin ve kuintik B-spline Galerkin metotlarıile denklemin sayısal çözümü ise

(Dağ et.al., 2004; Dağ et.al. 2006) adlıçalı̧smalarda araştırılmı̧stır. Kübik spline

kolokeyşin sonlu elemanlar yöntemi ile denklemin sayısal çözümü (Irk et.al.,2005)

adlımakalede çalı̧sılmı̧stır. Kübik B-spline sonlu elemanlar yöntemi kullanılarak

RLW denkleminin sayısal çözümü (Raslan, 2005b) adlı çalı̧smada Raslan tarafın-

dan yapılmı̧stır. Septik B-spline şekil fonksiyonlarıkullanılarak RLW denklemi-

nin sayısal çözümü ise kolokeyşin metodu ile araştırılmı̧stır (Soliman and Hussien,

2005). Kutluay ve Esen 2006 yılında yaptıklarıçalı̧smada, RLW denkleminin sayısal

çözümü için bir sonlu farklar yöntemini (Kutluay and Esen, 2006) ve aynıdenklemin

çözümü için kuadratik B-spline şekil fonksiyonlarınıkullanarak Lumped Galerkin

sonlu elemanlar metodunu (Esen and Kutluay, 2006) önermi̧slerdir. Saka ve Dağ,

RLW denkleminin sayısal çözümü için kuartik B-spline şekil fonksiyonları ile bir-

likte Galerkin metodunu kullanmı̧slardır (Saka and Dağ, 2008). Saka ve arkadaşları

2008 yılında Kuintik B-spline kolokeyşin metodunu kullanarak denklemin sayısal

metodunu araştırmı̧slardır (Saka et.al., 2008b).
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Solitary dalga oluşumu

RLW denkleminin solitary dalga çözümü [a, b] aralı̆gında tanımlı 3c genlikli,

v = 1 + εc dalga hızlıve k =

√
εc

4µv
olmak üzere

u(x, t) = 3csech2(k[x− x0 − (1 + εc)t]) (1.30)

şeklinde yazılabilir (Peregrine, 1966). Başlangıç şartınıelde edilebilmek için (1.30)

eşitliğinde t = 0 alınarak aşağıdaki eşitlik bulunur.

u(x, 0) = 3csech2(k[x− x0]) (1.31)

Kütle, momentum ve enerjiye kaŗsılık gelen RLW denklemi için korunum sabitleri

C1 =

∞∫
−∞

udx ' h
N∑
m=0

unm,

C2 =

∞∫
−∞

(u2 + µ(ux)
2)dx ' h

N∑
m=1

[(unm)2 + µ((ux)
n
m)2],

C3 =

∞∫
−∞

(u3 + 3u2)dx ' h
N∑
m=1

[(unm)3 + 3(unm)2]

(1.32)

olarak tanımlanır (Olver, 1979). Maple programıkullanılarak korunum sabitlerinin

tam değerleri aşağıdaki gibi bulunabilir:

C1 =
6c

k
,

C2 =
12c2

k
+

48kc2µ

5
,

C3 =
36c2

5k
(4c+ 5)

(1.33)

İki Solitary dalgasının çarpı̧sması

Başlangıç anında t = 0, x1 ve x2 tepe noktalarına kaŗsılık gelecek şekilde [a, b]

konum aralı̆gında yerleştirilen 3c1 ve 3c2 genliklerine sahip iki solitary dalgasının

hareketi
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ai =
4k2
i

1− 4k2
i

, i = 1, 2 olmak üzere

u(x, 0) = 3a1sech
2(k1 [x− x1]) + 3a2sech

2(k2 [x− x2]) (1.34)

formunda modellenebilir. (1.34) eşitliğinde a1 > a2 ve x2 > x1 seçimleri yapıldı̆gında

genlik olarak daha büyük olan dalga solda kalacaktır. Genlik olarak büyük dalga

daha hızlıolduğundan bir müddet sonra öndeki genliği ve hızıdüşük olan dalgaya

yeti̧secek ve bir çarpı̧sma gerçekleşecektir. Maple programıkullanılarak korunum

sabitlerinin tam değerleri aşağıdaki gibi bulunabilir:

C1 = 6

(
a1k2 + a2k1

k1k2

)
,

C2 =
12

k1k2

(a2
1k2 + a2

2k1) +
48µ

5k2k1

(k2
1a

2
1k2 + k2

2a
2
2k1) ,

C3 =
36

5k1k2

(4a3
1k2 + 4a3

2k1 + 5a2
1k2 + 5a2

2k2)

(1.35)

1.5.3 MEW denklemi, başlangıç-sınır şartlarıve test problemleri

(1.19) denkleminde α1 = 0, α2 = ε, p = 2 ve α3 = µ alınırsa

ut + εu2ux − µuxxt = 0 (1.36)

formundaki MEW denklemine ulaşılır. Bu denklemde ε ve µ reel sabit, x ve t konum

ve zamana göre türevleri göstermektedir. MEW denklemi için fiziksel sınır şartları

x → ±∞ iken u → 0 şeklindedir. Sayısal yöntemi uygulayabilmek için çözüm

bölgesi [a, b] aralı̆gına sınırlandırılacaktır. MEW denklemide EW denklemi gibi sı̆g

su dalgalarıve ion akustik plazmalar gibi bir çok fiziksel olayımodellemektedir.

Zaki, kuintik B-spline sonlu elemanlarıkullanarak Petrov Galerkin metodu ile

MEW denkleminin sayısal çözümünü araştırmı̧stır (Zaki, 2000b). 2005 yılında

Evans ve Raslan denklemin sayısal çözümü için kuadratik B-spline fonksiyonlarını

kullanarak kolokeyşin metodu ile denklemin sayısal çözümü üzerinde çalı̧smı̧slardır
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(Evans and Raslan, 2005). Aynıdenklemin sayısal çözümü ise kuintik B-spline şekil

fonksiyonları kullanılarak Saka tarafından araştırılmı̧stır (Saka, 2007). Esen ve

Kutluay ise MEW denkleminin sayısal çözümü için sonlu farklar metodunu öner-

mi̧stir (Esen and Kutluay, 2008).

Solitary dalga oluşumu

MEW denkleminin solitary dalga çözümü [a, b] aralı̆gında tanımlı

√
6c

ε
genlikli,

v = c dalga hızlı, A =

√
6c

ε
ve k =

1
√
µ
olmak üzere

u(x, t) = Asech (k [x− x0 − ct]) (1.37)

olarak verilebilir (Gardner and Gardner, 1992). (1.37) eşitliğinde t = 0 alındı̆gında

u(x, 0) = Asech (k [x− x0]) (1.38)

başlangıç şartıelde edilebilir.

MEW denklemi için kütle, enerji ve momentuma kaŗsılık gelen korunum sabitleri

Olver tarafından (Olver, 1979) adlıçalı̧smada

C1 =

∞∫
−∞

udx ' h
N∑
m=0

unm,

C2 =

∞∫
−∞

(u2 + µ(ux)
2)dx ' h

N∑
m=1

[(unm)2 + µ((ux)
n
m)2],

C3 =

∞∫
−∞

u4dx ' h
N∑
m=1

(unm)4

(1.39)

eşitlikleri ile tanımlanmı̧stır. Maple programıkullanılarak korunum sabitlerinin

tam değerleri aşağıdaki gibi bulunabilir:
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C1 =
Aπ

k
,

C2 =
2A2

k
+

2µkA2

3
,

C3 =
4A4

3k

(1.40)

İki Solitary dalgasının çarpı̧sması

Başlangıç anında t = 0, x1 ve x2 tepe noktalarına kaŗsılık gelecek şekilde [a, b]

konum aralı̆gında yerleştirilen k =
1
√
µ
olmak üzere A1 =

√
6c1

ε
ve A2 =

√
6c2

ε
genliklerine sahip iki solitary dalgasının hareketi

u(x, 0) = A1sech (k [x− x1]) + A2sech (k [x− x2]) (1.41)

formunda modellenebilir. (1.41) eşitliğinde A1 > A2 ve x2 > x1 seçimleri yapıldı̆gın-

da genlik olarak daha büyük olan dalga solda kalacaktır ve genlik olarak büyük

dalga daha hızlıolduğundan bir müddet sonra önündeki genliği ve hızıdüşük olan

diğer dalgaya yeti̧serek bir çarpı̧sma gerçekleşecektir. Maple programıkullanılarak

korunum sabitlerinin tam değerleri aşağıdaki gibi bulunabilir:

C1 =
π

k
(A1 + A2) ,

C2 =
2

k
(A2

1 + A2
2) +

2µk

3
(A2

1 + A2
2) ,

C3 =
4

3k
(A4

1 + A4
2)

(1.42)

1.5.4 MRLW denklemi, başlangıç-sınır şartlarıve test problemleri

(1.19) denkleminde α1 = 1, α2 = ε, p = 2 ve α3 = µ alınırsa

ut + ux + εu2ux − µuxxt = 0 (1.43)

formundaki MRLW denklemine ulaşılır. Denklemde ε ve µ reel sabit, x ve t alt

indisleri konum ve zamana göre türevleri göstermektedir. MRLW denklemi için
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fiziksel sınır şartlarıda diğer denklemlerde olduğu gibi x→ ±∞ iken u→ 0 şeklinde

olup sayısal yöntemi uygulayabilmek için çözüm bölgesi [a, b] aralı̆gına sınırlandırıla-

caktır.

MRLW denkleminin sayısal çözümü sonlu farklar yöntemi ile Khalifa ve meslek-

taşlarıtarafından (Khalifa et.al., 2007) adlıçalı̧smada araştırılmı̧stır. (Haq et.al.,

2010) adlıçalı̧smada ise MRLWdenkleminin sayısal çözümü kuartik B-spline kolokey-

şin metodu ile araştırılmı̧stır. Raslan ve Danaf ise MRLW denkleminin çözümü için

kuintik B-spline kolokeyşin metodunu kullanmı̧stır (Raslan and Danaf, 2010).

Solitary dalga oluşumu

[a, b] aralı̆gında tanımlı

√
6c

ε
genlikli, v = c + 1 dalga hızlıMRLW denkleminin

analitik çözümü A =

√
6c

ε
ve k =

c
√
µ(c+ 1)

olmak üzere

u(x, t) = Asech (k [x− x0 − (c+ 1)t]) , (1.44)

olarak verilebilir. (1.44) eşitliğinde t = 0 alındı̆gında

u(x, 0) = Asech (k [x− x0]) (1.45)

başlangıç şartıelde edilebilir.

MRLW denklemi için korunum sabitleri EW, RLW ve MEW denklemlerinin ko-

runum sabitlerine benzer olarak

C1 =

∞∫
−∞

udx ' h
N∑
m=0

unm,

C2 =

∞∫
−∞

(u2 + µ(ux)
2)dx ' h

N∑
m=1

[(unm)2 + µ((ux)
n
m)2],

C3 =

∞∫
−∞

(
u4 − 6

ε
µ(ux)

2

)
dx ' h

N∑
m=1

[
(unm)4 − 6

ε
µ((ux)

n
m)2

]
(1.46)

eşitlikleri ile tanımlanır (Olver, 1979). Maple programı kullanılarak korunum
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sabitlerinin tam değerleri aşağıdaki gibi bulunabilir:

C1 =
πA

k
,

C2 =
2A2

k
+

2µkA2

3

C3 =
4A2

3kε
(A2ε− 3µk2)

(1.47)

İki Solitary dalgasının çarpı̧sması

t = 0 başlangıç anında, tepe noktaları sırasıyla x1 ve x2 noktalarına kaŗsılık

gelecek şekilde [a, b] konum aralı̆gında yerleştirilen ki =
ci√

µ(ci + 1)
, Ai =

√
6ci
ε
,

i = 1, 2 olmak üzere A1 ve A2 genliklerine sahip iki solitary dalgasının hareketi

u(x, 0) = A1sech (k1 [x− x1]) + A2sech (k2 [x− x2]) (1.48)

formunda modellenebilir. (1.48) eşitliğindeA1 > A2 ve x2 > x1 seçimleri yapıldı̆gında

genlik olarak daha büyük olan dalga solda kalacaktır. Genlik olarak büyük olan

dalga daha hızlı olduğundan bir müddet sonra öndeki genliği ve hızı düşük olan

dalgaya yeti̧secek ve bir çarpı̧sma gerçekleşecektir. Maple programıkullanılarak

korunum sabitlerinin tam değerleri aşağıdaki gibi bulunabilir.

C1 =
π

k1k2

(k2A1 + k1A2) ,

C2 =
2

k1k2

(k2A
2
1 + k1A

2
2) +

2µ

3k1k2

(k2
1k2A

2
1 + k1k

2
2A

2
2)

C3 =
4

3k1k2ε
(εk1A

4
2 − 3µk1k

2
2A

2
2 + εk2A

4
1 − 3µk2

1k2A
2
1)

(1.49)
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BÖLÜM 2

SAYISAL YÖNTEMİN UYGULANMASI

Sayısal yöntemin uygulanmasıbölümünde, (1.19) genel denklemin sayısal çözüm-

lerinin araştırılmasıiçin sonlu elemanlar metodu kullanılmı̧stır. Sayısal çözümün

doğruluğunu göstermek için iki test problemi, hata normları, korunum sabitleri

hesaplanarak ve grafikler çizilerek incelenmi̧stir.

(1.19) genel denklemde

v = u− α3uxx (2.1)

vt = ut − α3uxxt (2.2)

dönüşümü yapılırsa,

vt = −α1ux − α2u
pux (2.3)

yazılabilir. ∆t zaman artımıolmak üzere v’nin zamana göre Taylor seri açılımından

vn+1 = vn + ∆tvnt +
∆t2

2
vntt +

∆t3

6
vnttt +O(∆t4) (2.4)

yazılır ve zamana göre ikinci ve üçüncü türev için

vntt ≈
vn+1
t − vnt

∆t
(2.5)

vnttt ≈
vn+1
t − 2vnt + vn−1

t

∆t2
(2.6)

eşitlikleri kullanılırsa

vn+1 = vn + ∆tvnt +
∆t2

2
θ1

(
vn+1
t − vnt

∆t

)
+

∆t3

6
θ2

(
vn+1
t − 2vnt + vn−1

t

∆t2

)
(2.7)

ve

vn+1 − vn+1
t

(
θ1∆t

2
+
θ2∆t

6

)
= vn + vnt

(
∆t− θ1∆t

2
− θ2∆t

3

)
+
θ2∆t

6
vn−1
t (2.8)

elde edilir. Son eşitlikte v ile vt yerine sırasıyla (2.1) ile (2.3) kullanılırsa

(u− α3uxx)
n+1 +

(
θ1∆t

2
+
θ2∆t

6

)
(α1ux + α2u

pux)
n+1

=

(u− α3uxx)
n −

(
∆t− θ1∆t

2
− θ2∆t

3

)
(α1ux + α2u

pux)
n − θ2∆t

6
(α1ux + α2u

pux)
n−1

(2.9)
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bulunur. Burada metodun doğruluğu en yüksek olacak şekilde sonradan belirlenecek

parametreler θ1 ve θ2’dir. Düzenlemeler yapıldıktan sonra aşağıdaki eşitliğe ulaşılır.

un+1 +

(
θ1∆t

2
+
θ2∆t

6

)(
α1 + α2 (up)n+1)un+1

x − α3 (uxx)
n+1 =

un − α3 (uxx)
n −

(
∆t− θ1∆t

2
− θ2∆t

3

)
(α1 (ux)

n + α2 (upux)
n)−

θ2∆t

6
(α1(ux)

n−1 + α2(upux)
n−1)

(2.10)

Bulunan denklem, (1.19) denkleminin zamana göre parçalanma yapılmı̧s halidir.

Zamana göre parçalanmasıyapılan denklemin, (1.19) denklemi ile tutarlıolup ol-

madı̆gını anlamak için kesme hatasınının bulunması gerekmektedir. Aranılan u

fonksiyonunun çözümü, zaman deği̧skenine göre istenildiği kadar türevlenebilmesi

koşuluyla un+1, un+1
x , (uxx)

n+1 , un−1 ve (ux)
n−1 terimleri için Taylor seri açılımları

un+1 = un + ∆t (ut)
n +

1

2
∆t2(utt)

n +
1

3!
∆t3(uttt)

n +
1

4!
∆t4(utttt)

n + . . .

un−1 = un −∆t (ut)
n +

1

2
∆t2(utt)

n − 1

3!
∆t3(uttt)

n +
1

4!
∆t4(utttt)

n + . . .

(ux)
n+1 =

∂

∂x
un+1, (uxx)

n+1 =
∂2

∂x2
un+1, (ux)

n−1 =
∂

∂x
un−1

olacaktır. Bulunan eşitlikler (2.10) da yerine yazılırsa kesme hataları

(i) p = 1 için

a) θ1 = 1 ve θ2 = 0 alınırsa

Tn =
∆t3

12

(
−3α1α2 (ux)

n (uxt)
n − α3α

3
2 (u2

x)
n

(uxxt)
n + . . .

)
+ . . .

b) θ1 = 1 ve θ2 = −1

2
alınırsa

Tn =
∆t4

24
((utttt)

n − 10α3α
2
2 (ux)

n (uxt)
n (uxxt)

n + . . .) + . . .

(ii) p = 2 için

a) θ1 = 1 ve θ2 = 0 alınırsa

Tn =
∆t3

12

(
2α2α

2
3 (ux)

n (u2
xxt)

n
+ 6α3

2 (u4)
n

(u3
x)
n

+ . . .
)

+ . . .

b) θ1 = 1 ve θ2 = −1

2
alınırsa
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Tn =
∆t4

24
((utttt)

n + 2α1 (uxttt)
n − 48α4

2 (u5) + . . .) + . . .

olarak bulunur. Dolayısıyla ∆t→ 0 iken Tn → 0 olduğundan dolayıönerilen metot

zaman parçalanmasına göre sayısal çözümü araştırılan denklem ile tutarlıdır.

2.1 Birinci Metot - Kübik (M1)

(2.10) denkleminde xm bölünme noktalarında konuma göre türevler için kübik

B-spline kolekeyşin yaklaşımıolan (1.14) formundaki eşitlikler kullanıldı̆gında

(u)nm = δnm−1 + 4δnm + δnm+1

(ux)
n
m =

3

h
(δnm+1 − δnm−1)

(ux)
n−1
m =

3

h
(δn−1
m+1 − δn−1

m−1)

(uxx)
n
m =

6

h2
(δnm−1 − 2δnm + δnm+1)

(uxx)
n−1
m =

6

h2
(δn−1
m−1 − 2δn−1

m + δn−1
m+1)

olmak üzere

δn+1
m−1

[
1−

(
θ1∆t

2
+
θ2∆t

6

)(
α1 + α2(δn+1

m )p
) 3

h
− 6α3

h2

]
+ δn+1

m

(
4 +

12α3

h2

)
+

δn+1
m+1

[
1 +

(
θ1∆t

2
+
θ2∆t

6

)(
α1 + α2(δn+1

m )p
) 3

h
− 6α3

h2

]
=

−θ2∆t

6

(
α1 (ux)

n−1
m + α2 (upux)

n−1
m

)
+

unm − α3 (uxx)
n
m −

(
∆t− θ1∆t

2
− θ2∆t

3

)
(α1 (ux)

n
m + α2 (upux)

n
m)

(2.11)

bulunur. (2.11) denklem sistemi xm, m = 0, . . . , N bölünme noktalarında N + 1

denklem veN+3 bilinmeyenden oluşan bir sistemdir. (1.20) olarak bölümün başında

verilen sınır şartlarından

u(a, t) = δn+1
−1 + 4δn+1

0 + δn+1
1 = 0 (2.12)

u(b, t) = δn+1
N−1 + 4δn+1

N + δn+1
N+1 = 0 (2.13)
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yazılırsa

δn+1
−1 = −4δn+1

0 − δn+1
1

δn+1
N+1 = −δn+1

N−1 − 4δn+1
N

bulunur. Bulunan eşitliklerin denklem sisteminde kullanılması sonucunda yeni

denklem sistemi artık N + 1 bilinmeyen, N +1 denklemden oluşan yeni bir sisteme

dönüşür. Böylece sınır şartlarıuygulanmı̧s denklem sisteminin son hali

λm1 = 1−
(
θ1∆t

2
+
θ2∆t

6

)(
α1 + α2(δn+1

m )p
) 3

h
− 6α3

h2

λm2 = 4 +
12α3

h2

λm3 = 1 +

(
θ1∆t

2
+
θ2∆t

6

)(
α1 + α2(δn+1

m )p
) 3

h
− 6α3

h2

λm4 = unm − α3 (uxx)
n
m −

(
∆t− θ1∆t

2
− θ2∆t

3

)
(α1 (ux)

n
m + α2 (upux)

n
m)−

θ2∆t

6

(
α1 (ux)

n−1
m + α2 (upux)

n−1
m

)
olmak üzere

m = 0 için

λm1δ
n+1
−1 + λm2δ

n+1
0 + λm3δ

n+1
1 = λm4

λm1(−4δn+1
0 − δn+1

1 ) + λm2δ
n+1
0 + λm3δ

n+1
1 = λm4

(−4λm1 + λm2)δn+1
0 + (−λm1 + λm3)δn+1

1 = λm4

m = 1 için

λm1δ
n+1
0 + λm2δ

n+1
1 + λm3δ

n+1
2 = λm4

... (2.14)

m = N − 1 için

λm1δ
n+1
N−2 + λm2δ

n+1
N−1 + λm3δ

n+1
N = λm4
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m = N için

λm1δ
n+1
N−1 + λm2δ

n+1
N + λm3δ

n+1
N+1 = λm4

λm1δ
n+1
N−1 + λm2δ

n+1
N + λm3(−δn+1

N−1 − 4δn+1
N ) = λm4

(λm1 − λm3)δn+1
N−1 + (λm2 − 4λm3)δn+1

N = λm4

formunda açık olarak yazılır. Sınır şartları uygulandıktan sonra açık bir şekil-

de yazılan (2.14) denklem sistemi, katsayılarda bulunan
(
δn+1
m

)p
teriminden dolayı

kapalıbir sistem olduğundan, sisteminin çözülebilmesi için her bir zaman adımında(
δn+1
m

)p
yerine ilk olarak bir önceki zaman adımındaki değeri alınmı̧s ve hesaplanan

değer sadece
(
δn+1
m

)p
değerine atanarak bir iç iterasyon yapılmı̧stır. İç iterasyon

i̧slemi tüm hesaplamalarda 5 kere yapılmı̧stır. Böylece δn+1
m terimlerine göre açık

bir denklem sistemine ulaşılarak sistem Thomas algoritmasıyardımıyla çözülebilir.

Birinci metot için başlangıç durumu ve sayısal hesaplamalar

İlk zaman adımında (t = 0 anında), (1.21) başlangıç şartıyardımıyla δ0
0, δ

0
1, . . . , δ

0
N

bilinmeyenleri bulunabilir.

δ1
0, δ

1
1, . . . , δ

1
N bilinmeyenlerini hesaplamak için (2.14) denklem sisteminde n = 0,

θ1 = 1 ve θ2 = 0 alınarak kapalıçözüm araştırılırsa sistemin sağ tarafındaki değerler

bilindiğinden (2.14) denklem sistemi 3’lü Thomas algoritmasıyardımıyla kolaylıkla

çözülebilir. Böylece u1
0, u

1
1, . . . , u

1
N değerleri hesaplanır.

δ2
0, δ

2
1, . . . , δ

2
N bilinmeyenlerini hesaplamak için (2.14) denklem sisteminde

n = 1, θ1 = 1 ve θ2 = −1

2
alınırsa sistemin sağ tarafındaki değerler bilindiğinden

(2.14) sistemi 3’lü Thomas algoritmasıyardımıyla kolaylıkla çözülebilir. Böylece

δ2
0, δ

2
1, . . . , δ

2
N değerleri hesaplanmı̧s olur. Bundan sonra n hesaplanacak zaman

adımıolmak üzere δn+1
0 , δn+1

1 , . . . , δn+1
N bilinmeyenleri hesaplanırken önceki iki za-

man adımında bulunan değerler kullanılır.
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2.2 İkinci Metot - Kuintik (M2)

(2.10) denkleminde xm bölünme noktalarında konuma göre türevler için kuintik

B-spline kolekeyşin yaklaşımıolan (1.18) formundaki eşitlikler kullanıldı̆gında

(u)nm = δnm−2 + 26δnm−1 + 66δnm + 26δnm+1 + δnm+2

(u)n−1
m = δn−1

m−2 + 26δn−1
m−1 + 66δn−1

m + 26δn−1
m+1 + δn−1

m+2

(ux)
n
m =

5

h
(−δnm−2 − 10δnm−1 + 10δnm+1 + δnm+2)

(ux)
n−1
m =

5

h
(−δn−1

m−2 − 10δn−1
m−1 + 10δn−1

m+1 + δn−1
m+2)

(uxx)
n
m =

20

h2
(δnm−2 + 2δnm−1 − 6δnm + 2δnm+1 + δnm+2)

(uxx)
n−1
m =

20

h2
(δn−1
m−2 + 2δn−1

m−1 − 6δn−1
m + 2δn−1

m+1 + δn−1
m+2)

olmak üzere

δn+1
m−2

[
1−

(
θ1∆t

2
+
θ2∆t

6

)(
α1 + α2(δn+1

m )p
) 5

h
− 20α3

h2

]
+

δn+1
m−1

[
26−

(
θ1∆t

2
+
θ2∆t

6

)(
α1 + α2(δn+1

m )p
) 50

h
− 40α3

h2

]
+

δn+1
m

(
66 +

120α3

h2

)
+ δn+1

m+1

[
26 +

(
θ1∆t

2
+
θ2∆t

6

)(
α1 + α2(δn+1

m )p
) 50

h
− 40α3

h2

]
+

δn+1
m+2

[
1 +

(
θ1∆t

2
+
θ2∆t

6

)(
α1 + α2(δn+1

m )p
) 5

h
− 20α3

h2

]
=

unm − α3 (uxx)
n
m −

(
∆t− θ1∆t

2
− θ2∆t

3

)
(α1 (ux)

n
m + α2 (upux)

n
m)−

θ2∆t

6

(
α1 (ux)

n−1
m + α2 (upux)

n−1
m

)
(2.15)

bulunur. (2.15) denklem sistemi m = 0, . . . , N için toplam N + 1 denklem ve N + 5

bilinmeyenden oluşan bir sistemdir. (1.20) sınır şartlarından

u(a, t) = δn+1
−2 + 26δn+1

−1 + 66δn+1
0 + 26δn+1

1 + δn+1
2 = 0 (2.16)

u(b, t) = δn+1
N−2 + 26δn+1

N−1 + 66δn+1
N + 26δn+1

N+1 + δn+1
N+2 = 0 (2.17)

ux(a, t) =
5

h
(−δn+1

−2 − 10δn+1
−1 + 10δn+1

1 + δn+1
2 ) = 0 (2.18)

ux(b, t) =
5

h
(−δn+1

N−2 − 10δn+1
N−1 + 10δn+1

N+1 + δn+1
N+2) = 0 (2.19)
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yazılabilir. (2.16) ve (2.18) sınır şartlarından

δn+1
−2 = −δ

n+1
2

8
− 9δn+1

1

4
− 33δn+1

0

8
(2.20)

δn+1
−1 =

9δn+1
2

4
+

65δn+1
1

2
+

165δn+1
0

4
(2.21)

ve (2.17) ve (2.19) sınır şartlarından

δn+1
N+1 = −

δn+1
N−2

8
−

9δn+1
N−1

4
− 33δn+1

N

8
(2.22)

δn+1
N+2 =

9δn+1
N−2

4
+

65δn+1
N−1

2
+

165δn+1
N

4
(2.23)

bulunur. Bulunan eşitliklerin denklem sisteminde kullanılması sonucunda yeni

denklem sistemi artık N + 1 bilinmeyen, N +1 denklemden oluşan yeni bir sisteme

dönüşür. Böylece sınır şartlarıuygulanmı̧s denklem sisteminin son hali

(u)nm = δnm−2 + 26δnm−1 + 66δnm + 26δnm+1 + δnm+2

(ux)
n
m =

5

h
(−δnm−2 − 10δnm−1 + 10δnm+1 + δnm+2)

(ux)
n−1
m =

5

h
(−δn−1

m−2 − 10δn−1
m−1 + 10δn−1

m+1 + δn−1
m+2)

(uxx)
n
m =

20

h2
(δnm−2 + 2δnm−1 − 6δnm + 2δnm+1 + δnm+2)

λm1 = 1 +

(
θ1∆t

2
+
θ2∆t

6

)(
α1 + α2(δn+1

m )p
) 5

h
− 20α3

h2

λm2 = 26 +

(
θ1∆t

2
+
θ2∆t

6

)(
α1 + α2(δn+1

m )p
) 50

h
− 40α3

h2

λm3 = 66 +
120α3

h2

λm4 = 26−
(
θ1∆t

2
+
θ2∆t

6

)(
α1 + α2(δn+1

m )p
) 50

h
− 40α3

h2

λm5 = 1−
(
θ1∆t

2
+
θ2∆t

6

)(
α1 + α2(δn+1

m )p
) 5

h
− 20α3

h2

λm6 = unm − α3 (uxx)
n
m −

(
∆t− θ1∆t

2
− θ2∆t

3

)
(α1 (ux)

n
m + α2 (upux)

n
m)−

θ2∆t

6

(
α1 (ux)

n−1
m + α2 (upux)

n−1
m

)
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ve

δn+1
m+2λm1 + δn+1

m+1λm2 + δn+1
m λm3 + δn+1

m−1λm4 + δn+1
m−2λm5 = λm6

olmak üzere

m = 0 için

δn+1
2 λm1 + δn+1

1 λm2 + δn+1
0 λm3 + δn+1

−1 λm4 + δn+1
−2 λm5 = λm6,

δn+1
2 λm1 + δn+1

1 λm2 + δn+1
0 λm3 +

(
−δ

n+1
2

8
− 9δn+1

1

4
− 33δn+1

0

8

)
λm4+(

9δn+1
2

4
+

65δn+1
1

2
+

165δn+1
0

4

)
λm5 = λm6,(

λm3 −
33λm4

8
+

165λm5

4

)
δn+1

0 +(
λm2 −

9λm4

4
+

65λm5

2

)
δn+1

1 +(
λm1 −

λm4

8
− 9λm5

4

)
δn+1

2 = λm6

m = 1 için

δn+1
3 λm1 + δn+1

2 λm2 + δn+1
1 λm3 + δn+1

0 λm4 + δn+1
−1 λm5 = λm6,

δn+1
3 λm1 + δn+1

2 λm2 + δn+1
1 λm3+

δn+1
0 λm4 +

(
−δ

n+1
2

8
− 9δn+1

1

4
− 33δn+1

0

8

)
λm5 = λm6,

(
λm4 −

33λm5

8

)
δn+1

0 +

(
λm3 −

9λm5

4

)
δn+1

1 +(
λm2 −

λm5

8

)
δn+1

2 + δn+1
3 λm1 = λm6

m = 2 için

δn+1
4 λm1 + δn+1

3 λm2 + δn+1
2 λm3 + δn+1

1 λm4 + δn+1
0 λm5 = λm6

... (2.24)

m = N − 2 için

δn+1
N λm1 + δn+1

N−1λm2 + δn+1
N−2λm3 + δn+1

N−3λm4 + δn+1
N−4λm5 = λm6
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m = N − 1 için

δn+1
N+1λm1 + δn+1

N λm2 + δn+1
N−1λm3 + δn+1

N−2λm4 + δn+1
N−3λm5 = λm6,(

−
δn+1
N−2

8
−

9δn+1
N−1

4
− 33δn+1

N

8

)
λm1 + δn+1

N λm2+

δn+1
N−1λm3 + δn+1

N−2λm4 + δn+1
N−3λm5 = λm6,(

λm4 −
λm1

8

)
δn+1
N−2 +

(
λm3 −

9λm1

4

)
δn+1
N−1(

λm2 −
33λm1

8

)
δn+1
N + δn+1

N−3λm5 = λm6

m = N için

δn+1
N+2λm1 + δn+1

N+1λm2 + δn+1
N λm3 + δn+1

N−1λm4 + δn+1
N−2λm5 = λm6,(

9δn+1
N−2

4
+

65δn+1
N−1

2
+

165δn+1
N

4

)
λm1 +

(
−
δn+1
N−2

8
−

9δn+1
N−1

4
− 33δn+1

N

8

)
λm2+

δn+1
N λm3 + δn+1

N−1λm4 + δn+1
N−2λm5 = λm6,(

λm5 −
λm2

8
+

9λm1

4

)
δn+1
N−2 +

(
λm4 −

9λm2

4
+

65λm1

2

)
δn+1
N−1+(

λm4 −
33λm2

8
+

165λm1

4

)
δn+1
N = λm6

formunda yazılır. Sınır şartları uygulandıktan sonra düzenlenen (2.24) denklem

sistemi, katsayılarda bulunan
(
δn+1
m

)p
teriminden dolayıkapalıbir sistem olduğun-

dan, sisteminin çözülebilmesi için her bir zaman adımında Metot 1 de yapılan iç

iterasyon i̧slemleri kullanılacaktır. Böylece her bir zaman adımında δn+1
m terim-

lerine göre açık bir denklem sistemine ulaşılır ve sistem 5’li Thomas algoritması

yardımıyla çözülebilir.

İkinci metot için başlangıç durumu ve sayısal hesaplamalar

İlk zaman adımında (t = 0 anında), (1.21) başlangıç şartıyardımıyla δ0
0, δ

0
1, . . . , δ

0
N

bilinmeyenleri bulunur. Bu değerler (2.20-2.23) eşitliklerinde kullanılırsa

δ0
−2, δ

0
−1, δ

0
0, . . . , δ

0
N , δ

0
N+1, δ

0
N+2

çözümleri bulunur.
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δ1
−2, δ

1
−1, δ

1
0, δ

1
1, . . . , δ

1
N , δ

1
N+1, δ

1
N+2

bilinmeyenlerini hesaplamak için (2.24) denklem sisteminde n = 0, θ1 = 1 ve

θ2 = 0 alınarak kapalıçözüm araştırılırsa sistemin sağ tarafındaki değerler bilindiğin-

den (2.24) denklem sistemi 5’li Thomas algoritmasıyardımıyla çözülerek öncelikle

δ1
0, δ

1
1, . . . , δ

1
N değerleri ve bulunan değerler (2.20-2.23) eşitliklerinde kullanıldı̆gında

istenilen bilinmeyenler elde edilir.

δ2
−2, δ

2
−1, δ

2
0, . . . , δ

2
N , δ

2
N+1, δ

2
N+2

bilinmeyenlerini hesaplamak için (2.24) denklem sisteminde n = 1, θ1 = 1 ve

θ2 = −1
2
alınırsa sistemin sağ tarafındaki değerler bilindiğinden (2.24) sistemi 5’li

Thomas algoritmasıyardımıyla kolaylıkla çözülebilir. Böylece δ2
0, δ

2
1, . . . , δ

2
N değerleri

hesaplanmı̧s olur. Sınır şartlarından bulunan (2.20-2.23) eşitliklerinin kullanıl-

masıyla da istenilen değerlere ulaşılabilir. Bundan sonraki tüm zaman adımları

için n hesaplanacak zaman adımıolmak üzere δn+1
−2 , δ

n+1
−1 , . . . , δ

n+1
N+2 bilinmeyenleri

hesaplanırken önceki iki zaman adımında bulunan bilinmeyenler kullanılır.

2.3 Metotların EW Denkleminin Sayısal Çözümüne Uygulanması

ut + α1ux + α2u
pux − α3uxxt = 0 denkleminde α1 = 0, α2 = 1, p = 1 ve α3 = µ

alındı̆gında EW denklemi elde edilir.

2.3.1 Solitary dalga oluşumu

EWdeklemimizde v = c hızıile sağa doğru hareketini 0 ≤ x ≤ 30 tanım aralı̆gıve

µ = 1, x0 = 10 alınarak 3c genlikli solitary dalgasının 0 ≤ t ≤ 80 zaman aralı̆gında

çalı̧sılmı̧stır. (1.23) analitik çözümü kullanarak c = 0.1 seçimi ile t = 0 ve t = 80

anındaki dalgaların durumu aşağıdaki Şekil 2.1’de gösterilmi̧stir. Dalga c = 0.1

birim hız ile ilerlemekte olduğundan 80 birim zaman sonra solitary dalgası8 birim

yol alabilecektir. Bu yüzden t = 80 anında solitary dalgasının tepe noktasıaşağıda

da görüldüğü gibi x0 + 80c = 18 konum noktasına kaŗsılık gelmektedir.
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0 10 20 30x
0

0.1

0.2

0.3

u

t=0 t=80

Şekil 2.1: t = 0 ve t = 80 anındaki dalgaların durumu

Program t = 80 anına kadar h = 0.03, ∆t = 0.05, c = 0.1 değerleri seçilerek

çalı̧stırılmı̧s ve daha önce yapılan çalı̧smaların sonuçlarıile birlikte, seçilen zamanlar-

daki hata normlarıve korunum sabitleri iki metot içinde hesaplanmı̧s olarak Tablo

2.1’de verilmi̧stir. Seçilen değerler için korunum sabitlerinin analitik değerleri (1.26)

eşitliklerinden

C1 =
6c

k
= 1.2

C2 =
12c2

k
+

48kc2µ

5
= 0.288

C3 =
144c3

5k
= 0.0576

bulunur. Aşağıdaki tabloya bakıldı̆gında, Metot 2’nin (M2) hata normlarının Metot

1’e (M1) göre daha iyi sonuçlarıolduğu görülebilir. M1 ve M2 içinde korunum sabit-

leri analitik çözümler ile uyumludur. Metotlar, önceki yıllarda yapılan çalı̧smaların

sonuçlarıile kıyaslandı̆gında, yakın sonuçlar verdiği görülmektedir.
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Tablo 2.1: h = 0.03, ∆t = 0.05, c = 0.1 ve 0 ≤ x ≤ 30 için korunum sabitleri

ve hata normları

M1

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 1.1999430 0.2879998 0.0576000

20 0.01953 0.01517 1.1999840 0.2879998 0.0576000

40 0.02710 0.01805 1.1999960 0.2879998 0.0576000

60 0.02835 0.01674 1.199990 0.2879997 0.0575999

80 0.04546 0.02858 1.1999860 0.2879997 0.0575999

M2

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 1.1999455 0.2880000 0.0576000

20 0.00512 0.00737 1.1999855 0.2880000 0.0576000

40 0.00713 0.00375 1.1999981 0.2880000 0.0576000

60 0.01382 0.00727 1.1999981 0.2880000 0.0576000

80 0.00818 0.00737 1.1999855 0.2880000 0.0576000

Diğer çalı̧smalar (t = 80)

h ∆t L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

Gardner et.al.,1997) 0.03 0.03 3.849 2.646 1.1910 0.2855 0.0558

(Zaki, 2000a) 0.03 0.03 7.444 4.373 1.1964 0.2858 0.0569

(Irk et.al., 2003) 0.03 0.05 0.062 0.053 1.20004 0.28800 0.05760

(Saka et.al.,2003) 0.03 0.05 0.049 0.0336 1.99999 0.28800 0.05756

(Esen, 2005) 0.03 0.05 0.029 0.021 1.19995 0.28798 0.05759

(Saka, 2006) 0.03 0.05 0.003 0.002 1.19999 0.28801 0.05760

(Dağ et.al., 2007) 0.03 0.05 0.040 0.024 1.19998 0.2880 0.05799

Program, 0 ≤ x ≤ 30 konum aralı̆gında h = 0.03, ∆t = 0.05, c = 0.1 seçimleri

ile t = 80 zamanına kadar çalı̧stırıldı̆gında, analitik ve sayısal çözümleri arasın-

daki farkın mutlak değerini gösteren grafikler Şekil 2.2’de gösterilmi̧stir. M1 için
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çizilen grafik incelendiğinde maksimum hatanın x = 18 noktası civarında, M2’de

ise hatanın konum aralı̆gının sonunda olduğu görülebilir. M2’deki hatanın konum

aralı̆gının sonunda olmasına rağmen M1’deki hataya göre daha iyi sonuç verdiği

söylenilebilir. M2’de hatanın konum aralı̆gının uç noktalarında görünmesinin se-

bebi dalganın yeterince sıfıra yakın değerleri alacak şekilde aralı̆gının seçilmemesin-

den kaynaklanmaktadır. Örnek olarak solitary dalgası t = 0 anında konum ar-

alı̆gının başında u(0, 0) = 0.000054 ve t = 80 anında konum aralı̆gının sonunda

u(30, 80) = 0.0000074 değerlerini almaktadır. Sınır şartlarındaki kabullerden dolayı

metotlar ne kadar iyi olursa olsun en az bu kadar hatanın olmasıkaçınılmazdır.

0 10 20 30x
0.00000

0.00001

0.00002

0.00003

hata

t=80                                                                                                                                  t=80

0 10 20 30x
0.000000

0.000002

0.000004

0.000006

0.000008

hata

a) M1 b) M2

Şekil 2.2 : h = 0.03, ∆t = 0.05, c = 0.1 ve 0 ≤ x ≤ 30 için t = 80 zamanındaki

Hata = |Analitik çözüm− Sayısal çözüm|

Bu sefer programı −5 ≤ x ≤ 40 konum aralı̆gında çalı̧stırılırsa Tablo 2.2’den de

anlaşılacağıgibi sonuçların daha iyi olduğu görülebilir. Özellikle M2’nin iyi sonuçlar

verdiği söylenebilir.
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Tablo 2.2: h = 0.03, ∆t = 0.05, c = 0.1 ve −5 ≤ x ≤ 40 için korunum sabitleri

ve hata normları

M1

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 1.1999990 0.2879998 0.0576000

20 0.01929 0.01518 1.1999980 0.2879997 0.0576000

40 0.02706 0.01806 1.1999980 0.2880001 0.0576000

60 0.02826 0.01673 1.1999990 0.2879999 0.0576000

80 0.04511 0.02856 1.1999990 0.2879997 0.0576000

M2

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 1.1999997 0.2880000 0.0576000

20 0.00042 0.00023 1.1999999 0.2880000 0.0576000

40 0.00712 0.00376 1.2000000 0.2880000 0.0576000

60 0.01381 0.00729 1.2000000 0.2880000 0.0576000

80 0.00615 0.00325 1.2000000 0.2880000 0.0576000

Şekil 2.3’te t = 80 ve −5 ≤ x ≤ 40 konum aralı̆gında çizilen hata grafikleri

verilmi̧stir. Grafikten de anlaşılacağıgibi konum aralı̆gının geni̧sletilmesi maksi-

mum hatanın her iki program içinde dalganın tepe noktasına kaŗsılık geldiği x = 18

civarındadır. Maksimum hatanın, konum aralı̆gının uç noktalarında gelmemi̧s ol-

masının sebebi geni̧slettiğimiz sınır şartlarının metotlara iyi uygulanmasının sonu-

cunudur. Şekillerden de görüldüğü gibi aralı̆gın uç noktalarında u(a, t) = u(b, t) ≈ 0

olacak şekilde aralık geni̧sletildiğinde maksimum hatalar artık uç noktalarda gelmemek-

tedir.
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Şekil 2.3 : h = 0.03, ∆t = 0.05, c = 0.1 ve −5 ≤ x ≤ 40 için t = 80 zamanındaki

Hata = |Analitik çözüm− Sayısal çözüm|

İkinci test problemi olarak solitary dalgasının oluşmasıiçin dalganın hızıyani c

değeri deği̧stirilmi̧stir. Program t = 80 anına kadar h = 0.03, ∆t = 0.05, c = 0.03

değerleri seçilerek çalı̧stırılmı̧s ve seçilen zamanlardaki hata normlarıve korunum

sabitleri iki metot içinde hesaplanmı̧s olarak Tablo 2.3’te verilmi̧stir. Bu parametre-

ler için korunum sabitlerinin analitik değerleri

C1 =
6c

k
= 0.36

C2 =
12c2

k
+

48kc2µ

5
= 0.02592

C3 =
144c3

5k
= 0.00156

olarak bulunabilir. Tablo 2.3 incelendiğinde M2’nin M1’e göre hata normlarının

daha iyi sonuçlar verdiği görülür. Her iki metot içinde korunum sabitleri analitik

çözümler ile uyumludur.
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Tablo 2.3: h = 0.03, ∆t = 0.05, c = 0.03 ve 0 ≤ x ≤ 30 icin korunum sabitleri

ve hata normları

M1

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 0.3599834 0.0259200 0.0015552

20 0.00592 0.00836 0.3599829 0.0259200 0.0015552

40 0.00440 0.00443 0.3599909 0.0259200 0.0015552

60 0.00489 0.00360 0.3599953 0.0259200 0.0015552

80 0.00715 0.00553 0.3599976 0.0259200 0.0015552

M2

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 0.3599836 0.0259200 0.0015552

20 0.00645 0.00897 0.3599820 0.0259200 0.0015552

40 0.00356 0.00492 0.3599902 0.0259200 0.0015552

60 0.00226 0.00270 0.3599947 0.0259200 0.0015552

80 0.00114 0.00148 0.3599971 0.0259200 0.0015552

Programı, h = 0.03, ∆t = 0.05, c = 0.03 seçimleri ile 0 ≤ x ≤ 30 konum

aralı̆gında ve t = 80 anına kadar çalı̧stırıldı̆gında, analitik ve sayısal çözümleri

arasındaki farkın mutlak değerini gösteren grafikler Şekil 2.4’te verilmi̧stir. M1 için

çizilen grafik incelendiğinde maksimum hatanın x = 12 noktası civarında olduğu

görülmektedir. Bunun sebebi dalganın 80 birim sonra tepe noktasının gideceği

yolun 80c = 2.4 birim olmasıdır. M2’de ise hatanın konum aralı̆gının başında

olduğu görülebilir. M2’deki hatanın konum aralı̆gının başında görünmesinin se-

bebi dalganın yeterince sıfıra yakın değerleri alacak şekilde aralı̆gının seçilmemesin-

den kaynaklanmaktadır. Solitary dalgası t = 0 anında konum aralı̆gının başında

u(0, 0) = 0.0000163 değerini almaktadır.
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Şekil 2.4 : h = 0.03, ∆t = 0.05, c = 0.03 ve 0 ≤ x ≤ 30 için t = 80 zamanındaki

Hata = |Analitik çözüm− Sayısal çözüm|

Program konum aralı̆gı−5 ≤ x ≤ 40 olarak geni̧sletilerek tekrar çalı̧stırıldı̆gında

0 ≤ x ≤ 30 konum aralı̆gına göre sonuçların daha iyi olduğu Tablo 2.4’ten görülebilir.

Tablo 2.4 incelendiğinde M2 metodu kullanıldı̆gında daha iyi sonuçlar elde edildiği

görülmektedir.

Açıklamak gerekirse; M2 için t = 80 anında 0 ≤ x ≤ 30 konum aralı̆gında

L∞× 103 = 0.01486 değeri bulunmuşken, konum aralı̆gı−5 ≤ x ≤ 40 olacak şekilde

geni̧sletildiğinde L∞×103 = 0.00029 değeri bulunmuştur. Dolayısıyla M2’de konum

aralı̆gıgeni̧sletildiğinde hatanın daha da azaldı̆gıgörülmektedir. M1’de ise konum

aralı̆gının geni̧sletilmesi, büyük bir iyileşme sağlamayacaktır.
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Tablo 2.4: h = 0.03, ∆t = 0.05, c = 0.03 ve −5 ≤ x ≤ 40 için korunum sabitleri

ve hata normları

M1

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 0.3599995 0.0259200 0.0015552

20 0.00189 0.00146 0.3599997 0.0259200 0.0015552

40 0.00339 0.00264 0.3599996 0.0259200 0.0015552

60 0.00473 0.00360 0.3599997 0.0259200 0.0015552

80 0.00713 0.00553 0.3599997 0.0259200 0.0015552

M2

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 0.3599999 0.0259200 0.0015552

20 0.00006 0.00006 0.3599999 0.0259200 0.0015552

40 0.00064 0.00034 0.3599999 0.0259200 0.0015552

60 0.00124 0.00066 0.3600000 0.0259200 0.0015552

80 0.00055 0.00029 0.3600000 0.0259200 0.0015552

Her iki metot için programlar 5 ≤ x ≤ 40 konum aralı̆gında çalı̧stırılarak t = 80

anındaki sayısal çözümle tam çözüm arasındaki farkın mutlak değeri yeni mutlak

hatayıveren grafikler Şekil 2.5’te verilmi̧stir. Bir önceki Şekil 2.4’teki durumun ak-

sine her iki metot içinde maksimum hata, konum aralı̆gının orta noktalarıcivarında

olduğu görülmektedir. Hatanın konum aralı̆gının orta noktalarında, maksimum çık-

masıbeklenen bir durumdur. Bunun sebebi dalga zamanla ilerlerken dalganın en

yüksek değeri aldı̆gıyerlerde maksimum hata gözlenmelidir. Aşağıdaki grafikler in-

celendiğinde M2 için maksimum hatanın (yaklaşık olarak 0.0000003) M1 için maksi-

mum hatadan (yaklaşık olarak 0.00006) daha düşük olduğuda söylenebilir. Aslında

bu hata değerleride tam olarak Tablo 2.4’te t = 80 anında verilen L∞ hatasına

eşittir.



50

-10 0 10 20 30 40x
0.000000

0.000002

0.000004

0.000006

hata

t=80

-10 0 10 20 30 40x
0.0000000

0.0000001

0.0000002

0.0000003

hata

t=80

a) M1 b) M2

Şekil 2.5 : h = 0.03, ∆t = 0.05, c = 0.03 ve −5 ≤ x ≤ 40 için t = 80 zamanındaki

Hata = |Analitik çözüm− Sayısal çözüm|

Tablo 2.5’te c1 = 0.1, 0.03 ve farklıkonum-zaman artımıdeğerleri için hesap-

lanan hata normlarının değerleri verilmi̧stir. Konum ve zaman artım değerleri

büyüdükçe hata normlarının değerlerininde her iki metot için arttı̆gıgörülebilir. M1

için tabloda hata olarak gösterilmi̧s olan değerler, hata normlarının değerlerinin çok

büyük olduğunu göstermektedir. M2 için ise böyle bir durum söz konusu değildir.

Büyük zaman ve konum artımlarıiçin metotların iyi sonuçlar vermesi istenilen bir

durumdur. Aşağıdaki sonuçlar incelendiğinde M2’nin M1’e göre daha iyi olduğu

söylenir.
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Tablo 2.5: Farklıkonum ve zaman artımlarıiçin t = 80 zamanındaki

hata normları

c = 0.1, 0 ≤ x ≤ 30

M1 M2

h 4t L2 × 103 L∞ × 103 L2 × 103 L∞ × 103

0.025 0.025 0.08033 0.04690 0.05674 0.02977

0.05 0.05 0.11657 0.07381 0.00826 0.00737

0.125 0.1 0.68718 0.43510 0.01521 0.00748

0.25 0.2 2.80660 1.76125 0.00857 0.00737

0.5 0.4 11.47883 7.12566 0.13110 0.08589

1.0 0.8 49.70960 29.91049 4.65822 2.66129

2.0 0.8 236.27296 114.00000 134.86362 74.35630

c = 0.03, −5 ≤ x ≤ 40

M1 M2

h 4t L2 × 103 L∞ × 103 L2 × 103 L∞ × 103

0.025 0.025 0.00880 0.00631 0.00518 0.00268

0.05 0.05 0.01918 0.01482 0.00112 0.00148

0.125 0.1 0.11705 0.09023 0.00153 0.00148

0.25 0.2 0.47293 0.36445 0.00159 0.00148

0.5 0.4 1.91802 1.46857 0.02864 0.02301

1.0 0.8 8.00007 5.80080 0.88842 0.71898

3.0 0.8 hata hata 43.01404 18.77288

2.3.2 İki solitary dalgasının çarpı̧sması

Birinci bölümde verilen iki solitary dalgasının çarpı̧sma probleminin başlangıç

şartında, yani (1.27) eşitliğinde x1 = 10, x2 = 25, k = 0.5, c1 = 1.5 ve c2 = 0.75

seçimleri yapıldı̆gında

u(x, 0) = 4.5sech2(0.5 [x− 10− 1.5]) + 2.25sech2(0.5 [x− 25− 0.75]) (2.25)
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formundaki eşitliğe ulaşılır.

(2.25) eşitliği, sırasıile genlikleri 4.5, 2.25 olan iki solitary dalgasınıvermektedir.

Program t = 30 zamanına kadar h = ∆t = 0.1 ve [0, 80] konum aralı̆gıseçimiyle

çalı̧stırıldı̆gında elde edilen sonuçlar, üç boyutlu olarak her iki metot içinde Şekil

2.6’da verilmi̧stir. Şekilden de anlaşılacağıgibi her iki metot içinde çarpı̧smanın

yaklaşık aynızamanlarda başladı̆gıve bittiği görülmektedir. Ek olarak solitary dal-

gaların özelliklerinden biri olan dalgaların çarpı̧stıktan sonra şekillerini kaybetmeden

yollarına devam etme durumlarıkolaylıkla gözlenebilmektedir.

a) M1 b) M2

Şekil 2.6 : İki solitary dalgasının çarpı̧sması

(2.25) için korunum sabitlerinin tam değerleri (1.28) eşitliklerinden aşağıdaki şekilde

bulunur.

C1 = 6

(
c1 + c2

k

)
= 12(1.5 + 0.75) = 27,

C2 =

(
12

k
+

48kµ

5

)
(c2

1 + c2
2) = 28.8(1.52 + 0.752) = 81,

C3 =
144

5k
(c3

1 + c3
2) = 57.6(1.53 + 0.753) = 218.7

Aşağıdaki Tablo 2.6 da korunum sabitleri için sayısal değerler gösterilmi̧stir. Sayısal

yöntemlerden elde edilen sonuçlar ile analitik değerlerin sonuçlarının uyumlu olduğu

engin
Text Box
u

engin
Text Box
u
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görülebilir. Korunum sabitlerindeki deği̧simlerin küçük olmasıistenirse, zaman ve

konum artım değerleri daha da küçük seçilmelidir.

Tablo 2.6: İki solitary dalgasının çarpı̧smasıproblemi için korunum sabitleri

M1 M2

Zaman C1 C2 C3 C1 C2 C3

0 26.9998100 81.0004000 218.7028000 26.9998175 81.0004196 218.7028325

6 27.0000100 81.0469400 218.9106000 26.9999930 81.0471749 218.9115620

12 26.9999900 81.0926600 219.1107000 26.9999838 81.0929302 219.1123652

18 27.0000100 81.1141100 219.1991000 26.9999804 81.1141651 219.2010817

24 26.9999700 81.1586500 219.3966000 26.9999715 81.1592532 219.3995046

30 26.9999800 81.2061600 219.6092000 26.9999605 81.2069883 219.6129129

2.4 Metotların RLW Denkleminin Sayısal Çözümüne Uygulanması

Genel denklemimiz olan (1.19) denkleminde α1 = 1, α2 = ε, p = 1 ve α3 = µ

alındı̆gında RLW denklemi elde edilir.

2.4.1 Solitary dalga oluşumu

RLW denkleminin (1.30) solitary dalga çözümü −40 ≤ x ≤ 60 tanım aralı̆gında

3c genlikli, v = 1+εc dalga hızlı, ε = µ = 1, x0 = 0 olmak üzere x0 = 0 noktasıtepe

noktasıolacak şekilde yerleştirilmi̧s ve 0 ≤ t ≤ 20 zaman aralı̆gında çalı̧sılmı̧stır.

Dalganın, c = 0.1 seçimiyle t = 0 ve t = 20 anındaki durumu Şekil 2.7’de göster-

ilmi̧stir. Aşağıdaki şekilden de anlaşıldı̆gıgibi t = 20 anında dalganın tepe noktası

x0 + vt = 0 + [1 + 1.(0.1)] 20 = 22

konum noktasına kaŗsılık gelmektedir.
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Şekil 2.7: t = 0 ve t = 20 anındaki dalgaların durumu

Bu test probleminde konum artımıh = 0.125, zaman artımı∆t = 0.1 ve genlik

3c = 0.3 olarak alınmı̧stır. Alınan parametrelere göre 0.3 genlikli tek dalga çözümü

için korunum sabitlerinin analitik değerleri (1.33) eşitliklerinden

C1 =
6c

k
' 3.97995,

C2 =
12c2

k
+

48kc2µ

5
' 0.81046,

C3 =
36c2

k
+

144c3

5k
' 2.57901

olarak hesaplanır.

Program t = 20 oluncaya kadar çalı̧stırılmı̧s ve t = 20 olduğu ana kadarki çeşitli

zamanlardaki L2, L∞ hata normlarıyla beraber C1, C2 ve C3 korunum sabitleri Tablo

2.7’de M1 ve M2 için verilmi̧stir. Ayrıca aynıgenlik değerini kullanan farklıçalı̧s-

malar sonucunda elde edilen hata normlarının değerleride aynıtabloda gösterilmi̧stir.

Çalı̧sma boyunca hesaplanan korunum sabitleri ile analitik sonuçların birbiri ile

oldukça uyumlu olduklarıgörülebilir. Daha önceki yıllarda yapılan çalı̧smalar ile

elde edilen sonuçlar kıyaslandı̆gında önerilen metotların oldukça iyi sonuçlar verdik-

leri, özellikle M2’nin sonuçlarının oldukça iyi olduğu söylenir.
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Tablo 2.7: h = 0.125, ∆t = 0.1, c = 0.1 ve −40 ≤ x ≤ 60 için korunum sabitleri

ve hata normları

M1

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 3.9799250 0.8104621 2.5790070

4 0.01285 0.00568 3.9799330 0.8104629 2.5790080

8 0.02278 0.01016 3.9799320 0.8104632 2.5790110

12 0.03260 0.01424 3.9799380 0.8104640 2.5790130

16 0.04131 0.01750 3.9799320 0.8104642 2.5790130

20 0.04921 0.02020 3.9799000 0.8104646 2.5790160

M2

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 3.9799267 0.8104625 2.5790075

4 0.00547 0.00284 3.9799299 0.8104630 2.5790092

8 0.00630 0.00261 3.9799284 0.8104635 2.5790109

12 0.00707 0.00244 3.9799259 0.8104641 2.5790126

16 0.00848 0.00337 3.9798834 0.8104651 2.5790160

20 0.01171 0.01268 3.9798834 0.8104651 2.5790160

Diğer çalı̧smalar (t = 20)

h ∆t L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

(Dağ and Özer, 2001) 0.125 0.1 0.018 1.566 3.96160 0.80419 2.55829

(Dağ et.al., 2004) 0.125 0.1 0.3 0.116 3.97988 0.81028 2.57839

(Irk et.al., 2005) 0.125 0.1 0.301 0.114 3.97996 0.81027 2.57839

(Raslan, 2005b) 0.1 0.1 0.532 0.227 3.97804 0.80972 2.57657

(Kutluay and Esen, 2006) 0.1 0.1 0.55 0.21 3.97997 0.81046 2.57901

Şekil 2.8 de t = 20 anındaki sayısal çözüm ile analitik çözüm arasındaki farkın

mutlak değerini temsil eden grafik çizilmi̧stir. Grafik incelendiğinde M1’de maksi-

mum hatanın dalganın ortalarında olduğu , M2’de ise hatanın konum aralı̆gının so-
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nunda olduğu görülebilir. M2’deki hatanın konum aralı̆gının sonunda olmasına rağ-

men M1’deki hataya göre daha iyi sonuç verdiği ise bir önceki tablodan söylenebilir.

M2’de hatanın konum aralı̆gının uç noktalarında görülmesinin sebebi dalganın yeterin-

ce sıfıra yakın değerleri alacak şekilde aralı̆gının seçilmemesinden kaynaklanmak-

tadır. Sınır şartından gelen hatayı dahada azaltabilmek için konum aralı̆gı

geni̧sletilebilir.
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a) M1 b) M2

Şekil 2.8 : h = 0.125, ∆t = 0.1, c = 0.1 ve −40 ≤ x ≤ 60 için t = 20 zamanındaki

Hata = |Analitik çözüm− Sayısal çözüm|

Konum aralı̆gı−60 ≤ x ≤ 90 aralı̆gına geni̧sletirilerek programlar tekrar çalı̧stırıl-

mı̧stır. Programlar çalı̧stırıldıktan sonra elde edilen hata normları ve korunum

sabitlerinin çeşitli zamanlardaki değerleri Tablo 2.8’de verilmi̧stir. Tablo 2.7 ile

Tablo 2.8 kaŗsılaştırıldı̆gında konum aralı̆gıgeni̧sletildikten sonra M2’nin çok daha

iyi sonuçlar verdiği söylenilebilir. M1’de çok fazla deği̧siklik olmamasının sebebi ise

maksimum hatanın zaten konum aralı̆gının orta noktalarında gelmesidir.
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Tablo 2.8: h = 0.125, ∆t = 0.1, c = 0.1 ve −60 ≤ x ≤ 90 için korunum sabitleri

ve hata normları

M1

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 3.9799480 0.8104621 2.5790070

4 0.01232 0.00568 3.9799490 0.8104629 2.5790080

8 0.02247 0.01016 3.9799450 0.8104632 2.5790110

12 0.03237 0.01424 3.9799490 0.8104640 2.5790130

16 0.04109 0.01750 3.9799490 0.8104642 2.5790130

20 0.04877 0.02020 3.9799480 0.8104646 2.5790160

M2

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 3.9799497 0.8104625 2.5790075

4 0.00150 0.00069 3.9799497 0.8104630 2.5790092

8 0.00223 0.00102 3.9799497 0.8104635 2.5790109

12 0.00382 0.00168 3.9799497 0.8104641 2.5790126

16 0.00583 0.00239 3.9799497 0.8104646 2.5790143

20 0.00792 0.00310 3.9799497 0.8104651 2.5790160

Şekil 2.9’da t = 20 anında −60 ≤ x ≤ 90 konum aralı̆gında çizilen hata grafik-

leri gösterilmektedir. Konum aralı̆gıgeni̧sletildikten sonra çizilen bu grafiklerden

kolaylıkla görülebileceği gibi artık maksimum hatalar konum aralı̆gının orta nok-

talarında olmaktadır. Ayrıca M2 için hatanın oldukça küçük olduğuda grafikten

kolaylıkla söylenilebilir. Grafikteki maksimum hataların Tablo 2.8’de t = 20 anında

verilen L∞ hatasıkadar olduğuda kolaylıkla söylenilebilir.
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a) M1 b) M2

Şekil 2.9 : h = 0.125,∆t = 0.1, c = 0.1ve − 60 ≤ x ≤ 90icint = 20zamanındaki

Hata = |Analitik çözüm− Sayısal çözüm|

Solitary dalgasının oluşmasıtest probleminde ikinci olarak dalganın hızıolan c

değeri deği̧stirilerek problem incelenmi̧stir. Bu durumda programlar h = 0.125,

∆t = 0.1, c = 0.03 seçimleriyle t = 20 anına kadar çalı̧stırılmı̧s ve belirli zamanlar-

daki hata normlarıve korunum sabitleri her iki metot içinde Tablo 2.9’da verilmi̧stir.

Bu parametreler için korunum sabitlerinin analitik değerleri

C1 =
6c

k
' 2.10941,

C2 =
12c2

k
+

48kc2µ

5
' 0.12730,

C3 =
36c2

k
+

144c3

5k
' 0.38881

olarak bulunur. Tablo 2.9 incelendiğinde M1’in M2’ye göre hata normları ince-

lendiğinde daha iyi sonuçlar verdiği görülebilir. M2’nin M1’e göre daha kötü sonuç

vermesinin sebebi M2’de ilave olarak türev sınır şartlarının kullanılmasıdır. c yani

dalganın hızıazaltıldı̆gında dalganın genliğide hızına bağlıolduğundan azalacaktır.

Dalganın genliği azalınca dalganın geni̧sliği artacağından uç noktalarda dalganın

aldı̆gıdeğerler büyüyecektir. Dolayısıyla sınır şartlarına kaŗsıhassas olan M2’de
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biraz daha fazla bozulma olacaktır. Bununla birlikte her iki metot içinde korunum

sabitleri analitik çözümler ile uyumludur. Fakat M1 için sonuçlar analitik değerlere

daha yakındır.

Tablo 2.9: h = 0.125, ∆t = 0.1, c = 0.03 ve −40 ≤ x ≤ 60 için korunum sabitleri

ve hata normları

M1

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 2.1070460 0.1273011 0.3888044

4 0.32944 0.18159 2.1073040 0.1273011 0.3888038

8 0.39200 0.17097 2.1072820 0.1273010 0.3888038

12 0.40080 0.16224 2.1070890 0.1273011 0.3888040

16 0.40503 0.16707 2.1065920 0.1273011 0.3888042

20 0.42247 0.33643 2.1053880 0.1273009 0.3888025

M2

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 2.1070467 0.1273013 0.3888046

4 0.41512 0.23040 2.1070889 0.1273011 0.3888041

8 0.51254 0.22140 2.1068905 0.1273011 0.3888041

12 0.53650 0.21284 2.1065464 0.1273011 0.3888040

16 0.54482 0.21387 2.1059232 0.1273012 0.3888037

20 0.56836 0.43151 2.1045962 0.1273013 0.3888023

h = 0.125, ∆t = 0.1, c = 0.03 seçimleri ile −40 ≤ x ≤ 60 konum aralı̆gında

t = 20 zamanına kadar çalı̧stırılan programların analitik ve sayısal çözümleri arasın-

daki farkın mutlak değerini gösteren grafikler Şekil 2.10’da verilmi̧stir. M1 ve M2

içinde maksimum hatanın konum aralı̆gının sonunda olduğu görülebilir. Az önce

bahsedildiği gibi hatanın konum aralı̆gının sonunda görülmesinin sebebi dalganın

yeterince sıfıra yakın değerleri alacak şekilde aralı̆gının seçilmemesinden kaynaklan-

maktadır. Örnek olarak solitary dalgasıt = 20 anında konum aralı̆gının sonunda
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u(60, 20) = 0.00001268 değerini almaktadır. Fakat yaklaşık çözüm aranırken bu

değer sınır şartından dolayısıfır kabul edilmi̧stir.

-40 -20 0 20 40 60x
0

0.0001

0.0002

0.0003

0.0004

hata

t=20

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50 60x

0.0000

0.0001

0.0002

0.0003

0.0004

0.0005

hata

a) M1 b) M2

Şekil 2.10 : h = 0.125, ∆t = 0.1, c = 0.03 ve −40 ≤ x ≤ 60 için t = 20 zamanındaki

Hata = |Analitik çözüm− Sayısal çözüm|

Konum aralı̆gını−100 ≤ x ≤ 120 aralı̆gına geni̧sleterek her iki program tekrar

çalı̧stırıldı̆gında −40 ≤ x ≤ 60 konum aralı̆gına göre sonuçların daha iyi olduğu

Tablo 2.10’dan görülebilir. Artık M2 çok daha iyi sonuçlar vermektedir. t = 20

anında L∞ hatası virgülden sonra 6 sıfırdan sonra değer almaktadır ki bu değer

neredeyse tam sonuç demektir. Ayrıca konum aralı̆gı geni̧sletildikten sonra ko-

runum sabitleride analitik değerlerin aldı̆gıdeğerleri almaktadır. Dolayısıyla konum

aralı̆gının geni̧sletilmesi sonuçlarıoldukça iyi hale getirmi̧stir.
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Tablo 2.10: h = 0.125, ∆t = 0.1, c = 0.03 ve −100 ≤ x ≤ 120 için korunum sabitleri

ve hata normları

M1

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 2.1094020 0.1273015 0.3888057

4 0.00035 0.00012 2.1094030 0.1273016 0.3888055

8 0.00062 0.00021 2.1094060 0.1273016 0.3888054

12 0.00109 0.00039 2.1094040 0.1273016 0.3888057

16 0.00165 0.00058 2.1094020 0.1273015 0.3888060

20 0.00223 0.00076 2.1094050 0.1273017 0.3888057

M2

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 2.1094074 0.1273017 0.3888060

4 0.00006 0.00002 2.1094074 0.1273017 0.3888060

8 0.00013 0.00004 2.1094074 0.1273017 0.3888060

12 0.00034 0.00009 2.1094074 0.1273017 0.3888060

16 0.00076 0.00019 2.1094074 0.1273017 0.3888061

20 0.00118 0.00028 2.1094074 0.1273017 0.3888061

Hata grafikleri yeni konum aralı̆gı için çizildiğinde, maksimum hatanın artık

konum aralı̆gının uç noktalarında değilde orta kısımlarda ve oldukça küçük değer-

lerde olduğu kolaylıkla görülebilir. Her iki metot için oluşan maksimum hatanın

Tablo 2.10 da verilen L∞ hatasıkadar olduğuda görülebilir.
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a) M1 b) M2

Şekil 2.11 : h = 0.125, ∆t = 0.1, c = 0.03 ve −100 ≤ x ≤ 120 için t = 20 zamanındaki

Hata = |Analitik çözüm− Sayısal çözüm|

c1 = 0.1, 0.03 ve farklıkonum-zaman artımıdeğerleri için hesaplanan hata norm-

larının değerleri Tablo 2.11’de verilmi̧stir. Konum ve zaman artım değerleri büyüdük-

çe hata normlarının değerlerininde her iki metot için arttı̆gı tablodan kolaylıkla

söylenilebilir. Aynızamanda M2’nin M1’e göre daha iyi sonuçlar verdiği ve bu test

problemi için M2’nin M1’e göre daha iyi olduğu söylenilebilir.
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Tablo 2.11:Farklıkonum ve zaman artımlarıiçin t = 20 zamanındaki hata normları

c = 0.1,−60 ≤ x ≤ 90

M1 M2

h 4t L2 × 103 L∞ × 103 L2 × 103 L∞ × 103

0.025 0.025 0.02062 0.00609 0.02148 0.00622

0.05 0.05 0.00644 0.00224 0.00250 0.00076

0.125 0.1 0.04877 0.02020 0.00792 0.00310

0.25 0.2 0.19127 0.07834 0.03865 0.01646

0.5 0.4 0.85198 0.34966 0.30783 0.13036

1.0 0.8 4.45079 1.80784 2.47032 1.04780

2.0 0.8 15.36714 5.97369 2.60436 1.07847

c = 0.03,−100 ≤ x ≤ 120

M1 M2

h 4t L2 × 103 L∞ × 103 L2 × 103 L∞ × 103

0.025 0.025 0.00453 0.00099 0.00454 0.00099

0.05 0.05 0.00051 0.00013 0.00054 0.00012

0.125 0.1 0.00223 0.00076 0.00118 0.00028

0.25 0.2 0.00661 0.00238 0.00158 0.00057

0.5 0.4 0.03038 0.01102 0.01232 0.00441

1.0 0.8 0.16622 0.06023 0.09907 0.03509

2.0 0.8 0.53323 0.18854 0.10078 0.03603

2.4.2 İki solitary dalgasının çarpı̧sması

Birinci bölümde verilen iki solitary dalganın çarpı̧sma problemi için başlangıç

şartında yani (1.34) eşitliğinde x1 = 15, x2 = 35, k1 = 0.4 ve k2 = 0.3 seçimleri

yapıldı̆gında

u(x, 0) = 5.33333sech2(0.4 [x− 15]) + 1.68750sech2(0.3 [x− 35]) (2.26)

formundaki eşitliğe ulaşılır.
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h = 0.3, ∆t = 0.1 ve [0, 120] konum aralı̆gıseçimiyle program t = 30 zamanına

kadar çalı̧stırılarak elde edilen sonuçlar üç boyutlu olarak her iki metot içinde Şekil

2.12’de verilmi̧stir. Her iki metot içinde çarpı̧smanın yaklaşık aynı zamanlarda

gerçekleştiği ve aynızamanlarda sona erdiği şekilden görülebilir. Çarpı̧sma öncesi

ve sonrasında solitary dalgaların şekillerinde bir bozulma olmadı̆gı da grafikten

söylenebilir.

a) M1 b) M2

Şekil 2.12 : İki solitary dalgasının çarpı̧sması

Korunum sabitlerinin tam değerleri (1.35) eşitliklerinden

C1 = 6

(
a1k2 + a2k1

k1k2

)
' 37.91667,

C2 =
12

k1k2

(a2
1k2 + a2

2k1) +
48µ

5k2k1

(k2
1a

2
1k2 + k2

2a
2
2k1) ' 120.51861,

C3 =
36

5k1k2

(4a3
1k2 + 4a3

2k1 + 5a2
1k2 + 5a2

2k2) ' 744.04234

olarak bulunur. Korunum sabitlerinin her iki metot için yaklaşık değerleri ise Tablo

2.12’de t = 30 zamanına kadarki bazızamanlar için verilmi̧stir. Sonuçların analitik

çözümlere yakın olduğu söylenilebilir. Bununla birlikte konum ve zaman artımları

engin
Text Box
u

engin
Text Box
u
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dahada küçültüldüğünde korunum sabitlerinin yaklaşık değerleri tam sonuçlara daha

yaklaşacaktır.

Tablo 2.12: İki Solitary dalgasının çarpı̧smasıproblemi için korunum sabitleri

M1 M2

Zaman C1 C2 C3 C1 C2 C3

0 37.9165000 120.5261000 744.1150000 37.9165101 120.5272077 744.1149038

6 37.9166000 120.8254000 746.5846000 37.9165164 120.8349449 746.6740857

12 37.9166400 121.0992000 748.4232000 37.9165061 121.0679443 748.6034122

18 37.9166500 121.2022000 749.7343000 37.9164990 121.2234345 749.9410579

24 37.9166200 121.5025000 752.2565000 37.9164734 121.5380861 752.5615731

30 37.9166100 121.8118000 754.8401000 37.9163934 121.8598288 755.2484191

2.5 Metotların MEW Denkleminin Sayısal Çözümüne Uygulanması

Genel denklemimiz olan (1.19) denkleminde α1 = 0, α2 = ε, p = 2 ve α3 = µ

alındı̆gında MEW denklemi elde edilir.

2.5.1 Solitary dalga oluşumu

İlk olarak ε = 3, µ = 1, x0 = 30 parametreleri ve 0 ≤ x ≤ 80 tanım aralı̆gı

seçilerek A =
√

2c genlikli, sola yerleştirilmi̧s tek dalganın v = c hızla sağa doğru

hareketi 0 ≤ t ≤ 20 zaman aralı̆gında incelenmi̧stir. t = 0 ve t = 20 anındaki

dalgaların durumu A = 0.25 genlik değeri için Şekil 2.13’te gösterilmi̧stir. Dalganın

genliği küçük seçildiğinden dolayıdalganın hızıda oldukça yavaştır. Şekilden de

görülebileceği gibi dalga çok az yol aldı̆gından şeklin anlaşılır olabilmesi için konum

aralı̆gının küçük bir bölgesinde şekil çizilmi̧stir. Dalganın tepe noktasıtam olarak

x0 + ct = 30 +
(0.25)2

2
20 = 30.625

noktasına kaŗsılık gelmektedir.
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Şekil 2.13: t = 0 ve t = 20 anındaki dalgaların durumu

Program h = 0.1, ∆t = 0.2 ve A = 0.25 seçimleriyle t = 20 anına kadar

çalı̧stırılmı̧s ve belirli zamanlardaki hata normlarıve korunum sabitleri her iki metot

içinde Tablo 2.13’te verilmi̧stir. Bu parametreler için korunum sabitlerinin analitik

değerleri

C1 =
Aπ

k
' 0.78540,

C2 =
2A2

k
+

2µkA2

3
' 0.166667,

C3 =
4A4

3k
' 0.00521

olarak hesaplanır. Tablo 2.13 incelendiğinde M2’nin M1’e göre daha iyi sonuçlar

verdiği açıkça görülebilir. Her iki metot için de korunum sabitleri analitik çözümler

ile uyumludur. Diğer makaleler ile yapılan kıyaslamalarda da metotların oldukça iyi

sonuçlar verdiği özellikle M2’nin verdiği sonuçların çok iyi olduğu söylenebilir. Ko-

runum sabitlerinin ise analitik değerleri tam olarak verdiği görülebilir. Sonuç olarak

bu test problemi için önerilen metotlar diğer çalı̧smalarda göz önüne alındı̆gında

oldukça iyi sonuçlar vermi̧stir.
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Tablo 2.13: h = 0.1, ∆t = 0.2, A = 0.25 ve 0 ≤ x ≤ 80 için korunum sabitleri

ve hata normları

M1

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 0.7853977 0.1666664 0.0052083

4 0.03578 0.03375 0.7853979 0.1666664 0.0052083

8 0.07135 0.06912 0.7853981 0.1666664 0.0052083

12 0.10655 0.10532 0.7853978 0.1666664 0.0052083

16 0.14119 0.14135 0.7853982 0.1666665 0.0052083

20 0.17516 0.17636 0.7853982 0.1666665 0.0052083

M2

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 0.7853982 0.1666667 0.0052083

4 0.00006 0.00007 0.7853982 0.1666667 0.0052083

8 0.00010 0.00012 0.7853982 0.1666667 0.0052083

12 0.00015 0.00016 0.7853982 0.1666667 0.0052083

16 0.00019 0.00020 0.7853982 0.1666667 0.0052083

20 0.00024 0.00029 0.7853982 0.1666667 0.0052083

Diğer çalı̧smalar (t = 20)

h ∆t L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

(Zaki, 2000) 0.1 0.05 0.00345 0.00203 0.78539 0.16667 0.00521

(Evans and Raslan, 2005) 0.1 0.2 0.202 0.157 0.78529 0.16658 0.00521

0.1 0.05 0.291 0.250 0.78495 0.16648 0.00520

(Esen and Kutluay, 2008) 0.1 0.2 0.270 0.258 0.78540 0.16647 0.00521

0.1 0.05 0.269 0.257 0.78540 0.16647 0.00521

Konum artımı h = 0.1, zaman artımı∆t = 0.2 ve A = 0.25 seçimleri ile

0 ≤ x ≤ 80 konum aralı̆gında t = 20 oluncaya kadar çalı̧stırılan programların sayısal

çözüm ile analitik çözüm arasındaki farkıtemsil eden grafik Şekil 2.14’te gösteril-
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mi̧stir. Her iki metot içinde maksimum hatanın konum aralı̆gının orta noktaları

civarında olduğu görülebilir.

0 10 20 30 40 50 60 70 80x
0.00000

0.00004

0.00008
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0.00016

0.00020

hata

t=20
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0.0000000

0.0000001

0.0000002

0.0000003

hata

t=20

a) M1 b) M2

Şekil 2.14 : h = 0.1, ∆t = 0.2, A = 0.25 ve 0 ≤ x ≤ 80 için t = 20 zamanındaki

Hata = |Analitik çözüm− Sayısal çözüm|

A = 0.25, A = 1 genlikleri ile farklıkonum ve zaman artımıiçin hata normlarının

değerleri Tablo 2.14’te verilmi̧stir. Genlik değeri küçükken sonuçların daha iyi

olduğu ve hata normlarıkıyaslandı̆gında M2’nin M1’e göre daha iyi sonuçlar verdiği

görülebilir.
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Tablo 2.14:Farklıkonum ve zaman artımlarıiçin t = 20 zamanındaki

hata normları

A = 0.25, 0 ≤ x ≤ 80

M1 M2

h 4t L2 × 103 L∞ × 103 L2 × 103 L∞ × 103

0.01 0.01 0.00361 0.00314 0.00232 0.00142

0.025 0.01 0.01240 0.01244 0.00231 0.00142

0.05 0.05 0.04368 0.04430 0.00012 0.00008

0.1 0.1 0.17528 0.17649 0.00039 0.00042

0.2 0.2 0.70261 0.70511 0.00412 0.00494

0.5 0.4 4.50227 4.29048 0.28895 0.34033

1.0 0.8 22.35282 15.99954 9.46492 7.61909

2.0 0.8 75.61200 39.01426 69.05392 36.26697

A = 1, 0 ≤ x ≤ 80

M1 M2

h 4t L2 × 103 L∞ × 103 L2 × 103 L∞ × 103

0.01 0.01 0.18264 0.11754 0.14763 0.09047

0.025 0.01 0.37722 0.26135 0.14762 0.09045

0.05 0.05 0.89763 0.65120 0.07311 0.04896

0.1 0.1 3.44489 2.51950 0.50045 0.33845

0.2 0.2 12.60936 9.33667 3.96827 2.68690

0.5 0.4 95.16979 68.19055 23.48180 16.41206

1.0 0.8 733.79329 405.39930 338.46906 206.13810

2.0 0.8 1902.68160 996.58210 1852.03529 990.88560

2.5.2 İki solitary dalgasının çarpı̧sması

Birinci bölümde verilen iki solitary dalganın çarpı̧sma problemi için başlangıç

şartında yani (1.41) eşitliğinde ε = 3, µ = 1, k =
1
√
µ
, A1 = 1, A2 = 0.5, x1 = 15 ve

x2 = 30, seçimleri yapıldı̆gında



70

u(x, 0) = sech (x− 15) + 0.5sech (x− 30) (2.27)

formundaki eşitliğe ulaşılır.

h = 0.1, ∆t = 0.025 ve [0, 80] konum aralı̆gı seçimiyle program t = 80 za-

manına kadar çalı̧stırılarak elde edilen sonuçlar üç boyutlu olarak her iki metot

içinde Şekil 2.15’te verilmi̧stir. Her iki metot içinde çarpı̧smanın yaklaşık aynıza-

manlarda gerçekleştiği, aynızamanlarda sona erdiği ve çarpı̧sma sonrasında solitary

dalgalarının şekillerinde bir bozulma olmadı̆gıgörülebilir.

a) M1 b) M2

Şekil 2.15 : İki solitary dalgasının çarpı̧sması

Korunum sabitlerinin tam değerleri ise Maple programıyardımıyla

C1 =
π

k
(A1 + A2) ' 4.71239,

C2 =
2

k
(A2

1 + A2
2) +

2µk

3
(A2

1 + A2
2) ' 3.33333

C3 =
4

3k
(A4

1 + A4
2) ' 1.41667

engin
Text Box
u

engin
Text Box
u
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olarak bulunur. Tablo 2.15’te korunum sabitlerinin yaklaşık çözümleri incelendiğinde

sonuçların oldukça iyi olduğu görülebilir. Özellikle M2 için bulunan korunum sabit-

lerinin yaklaşık değerleri analitik değerlere oldukça yakındır.

Tablo 2.15: İki Solitary dalgasının çarpı̧smasıproblemi için korunum sabitleri

M1 M2

Zaman C1 C2 C3 C1 C2 C3

0 4.7123860 3.3333300 1.4166690 4.7123884 3.3333358 1.4166697

10 4.7123890 3.3333400 1.4166720 4.7123890 3.3333389 1.4166729

20 4.7123890 3.3333430 1.4166760 4.7123890 3.3333421 1.4166760

30 4.7123870 3.3334540 1.4166770 4.7123890 3.3333451 1.4166790

40 4.7123890 3.3332900 1.4166800 4.7123890 3.3333463 1.4166804

50 4.7123890 3.3332520 1.4166840 4.7123890 3.3333494 1.4166834

60 4.7123870 3.3332890 1.4166860 4.7123890 3.3333526 1.4166866

70 4.7123880 3.3333340 1.4166900 4.7123890 3.3333558 1.4166898

80 4.7123890 3.3333530 1.4166920 4.7123890 3.3333590 1.4166930
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2.6 Metotların MRLW Denkleminin Sayısal Çözümüne Uygulanması

Genel denklemimiz olan (1.19) denkleminde α1 = 1, α2 = ε, p = 2 ve α3 = µ

alındı̆gında MRLW denklemi elde edilir.

2.6.1 Solitary dalga oluşumu

İlk olarak ε = µ = 1, x0 = 0 parametreleri ve −40 ≤ x ≤ 60 tanım aralı̆gı

seçilerek A =

√
6c

ε
genlikli solitary dalgasının v = c + 1 hızla sağa doğru hareketi

0 ≤ t ≤ 10 zaman aralı̆gında incelenmi̧stir. c = 0.03 seçimiyle t = 0 ve

t = 10 anındaki dalgaların durumu (1.44) analitik çözümü yardımıyla Şekil 2.16’da

gösterilmi̧stir. Şekilden de görüldüğü gibi t = 10 anında dalganın tepe noktası

x0 + 10c+ 10 = 10.3 konum noktasına kaŗsılık gelmektedir.

-40 -20 0 20 40 60x

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

u

t=0 t=10

Şekil 2.16: t = 0 ve t = 10 anındaki dalgaların durumu

Program ε = µ = 1, h = 0.2, ∆t = 0.025, c = 0.03 seçimleriyle t = 10 anına

kadar çalı̧stırılmı̧s ve belirli zamanlardaki hata normlarıile birlikte korunum sabitleri

her iki metot içinde Tablo 2.16’da verilmi̧stir. Tabloda ayrıca daha önce yapılan

çalı̧smaların sayısal sonuçlarıda bulunmaktadır. Bu parametreler için korunum

sabitlerinin analitik değerleri
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C1 =
πA

k
' 7.80988,

C2 =
2A2

k
+

2µkA2

3
' 2.12989

C3 =
4A2

3kε
(A2ε− 3µk2) ' 0.13025

olarak bulunur. Tablo 2.16 incelendiğinde M1’in M2’ye göre hata normlarının daha

iyi sonuçlar verdiği görülebilir. M2’nin M1’e göre daha kötü sonuçlar vermesinin

sebebi, konum aralı̆gının uç noktalarında M2’nin sınır şartlarınıtam olarak sağlaya-

mamasından kaynaklanmaktadır. Bununla birlikte her iki metot içinde korunum

sabitleri analitik çözümler ile uyumludur.
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Tablo 2.16: h = 0.2, ∆t = 0.025, c = 0.03 ve −40 ≤ x ≤ 60 için korunum sabitleri

ve hata normları

M1

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 7.8043080 2.1298830 0.1302511

2 0.24137 0.22859 7.8046790 2.1298830 0.1302497

4 0.27945 0.16247 7.8051580 2.1298840 0.1302501

6 0.30966 0.14581 7.8052930 2.1298850 0.1302500

8 0.32471 0.14149 7.8052750 2.1298830 0.1302499

10 0.32904 0.13744 7.8051590 2.1298840 0.1302499

M2

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 7.80430 2.12988 0.13025

2 0.80444 0.64751 7.80626 2.12989 0.13025

4 0.98074 0.54594 7.80798 2.12989 0.13025

6 1.12637 0.53428 7.80961 2.12989 0.13025

8 1.21459 0.52481 7.81121 2.12989 0.13025

10 1.25515 0.51463 7.81274 2.12989 0.13025

Diğer çalı̧smalar (t = 10)

h ∆t L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

(Khalifa et.al., 2007) 0.2 0.025 0.698 0.1995 7.80932 2.12988 0.13032

h = 0.2, ∆t = 0.025, c = 0.03 seçimleri ile −40 ≤ x ≤ 60 konum aralı̆gında

t = 10 zamanına kadar çalı̧stırılan programların analitik ve sayısal çözümleri arasın-

daki farkın mutlak değerini gösteren grafikler Şekil 2.17’de çizilmi̧stir. M1 ve M2 için

çizilen grafik incelendiğinde maksimum hatanın konum aralı̆gının başlarında olduğu

görülebilir. Metotlardaki hatanın konum aralı̆gının uç noktalarında görünmesinin

sebebi yukarıda da bahsettiğimiz gibi dalganın yeterince sıfıra yakın değerleri ala-

cak şekilde aralı̆gının seçilmemesinden kaynaklanmaktadır. Dolayısıyla metotlar ne

kadar iyi olursa olsun sınır şartlarındaki kabullerden dolayıen az bu kadar hatanın
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yapılmasıkaçınılmazdır.

-40 -20 0 20 40 60x
0

0.0001

0.0002

0.0003

0.0004

hata

t=10

-40 -20 0 20 40 60x
0

0.0002

0.0004

0.0006

hata

t=10

a) M1 b) M2

Şekil 2.17 : h = 0.2, ∆t = 0.025, c = 0.03 ve −40 ≤ x ≤ 60 için t = 10 zamanındaki

Hata = |Analitik çözüm− Sayısal çözüm|

Daha iyi sonuçlar elde edebilmek için konum aralı̆gını−100 ≤ x ≤ 120 aralı̆gına

geni̧sleterek programlar tekrar çalı̧stırıldı̆gında sonuçların çok daha iyi olduğu Tablo

2.17’den görülebilir. Özellikle M2’deki iyileşme oldukça fazladır. Korunum sabitleri

ise artık analitik sonuçlarla aynıdeğerdedir. Bu test probleminde de görüldüğü

gibi konum aralı̆gının seçimi oldukça önemlidir. Aralı̆gın uç noktalarında dalganın

analitik değerinin aldı̆gıdeğer sınır şartına ne kadar yakınsa yaklaşık çözümlerde o

kadar iyi olmaktadır.
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Tablo 2.17 h = 0.2, ∆t = 0.025, c = 0.03 ve −100 ≤ x ≤ 120 için korunum sabitleri

ve hata normları

M1

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 7.8098710 2.1298850 0.1302509

2 0.00942 0.00414 7.8098690 2.1298860 0.1302508

4 0.01910 0.00865 7.8098720 2.1298860 0.1302509

6 0.02848 0.01299 7.8098610 2.1298880 0.1302509

8 0.03744 0.01695 7.8098680 2.1298860 0.1302508

10 0.04384 0.01919 7.8098730 2.1298870 0.1302509

M2

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 7.8098753 2.1298872 0.1302508

2 0.00019 0.00005 7.8098753 2.1298872 0.1302508

4 0.00092 0.00023 7.8098753 2.1298872 0.1302508

6 0.00203 0.00052 7.8098753 2.1298872 0.1302508

8 0.00308 0.00079 7.8098753 2.1298872 0.1302508

10 0.00142 0.00037 7.8098753 2.1298872 0.1302508

Şekil 2.18’de −100 ≤ x ≤ 120 konum aralı̆gında çizilen hata grafikleri verilmi̧stir.

Konum aralı̆gıgeni̧sletilerek çizilen bu grafiklerden kolayca görülebileceği gibi artık

maksimum hatanın her iki program içinde konum aralı̆gının orta noktalarıcivarında

olduğu görülmektedir. Ayrıca maksimum hatanın bir önceki tabloda verilen L∞

hatalarıkadar olduğuda kolaylıkla kontrol edilebilir.
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a) M1 b) M2

Şekil 2.18 : h = 0.2, ∆t = 0.025, c = 0.03 ve −100 ≤ x ≤ 120 için t = 10 zamanındaki

Hata = |Analitik çözüm− Sayısal çözüm|

Solitary dalganın oluşması test probleminde ikinci olarak dalganın hızınıyani

c değerini deği̧stirerek problem incelenmi̧stir. Bu durumda programlar ε = 6,

µ = 1, x0 = 40, h = 0.1, ∆t = 0.01, c = 0.3 seçimleriyle t = 20 anına kadar

0 ≤ x ≤ 100 konum aralı̆gında çalı̧stırılmı̧s ve belirli zamanlardaki hata normlarıve

korunum sabitleri her iki metot içinde Tablo 2.18’de verilmi̧stir. Bu parametreler

için korunum sabitlerinin analitik değerleri

C1 =
πA

k
' 3.58197,

C2 =
2A2

k
+

2µkA2

3
' 1.34508,

C3 =
4A2

3kε
(A2ε− 3µk2) ' 0.15372

olarak bulunur. Tablo 2.18’den kolaylıkla görülebileceği gibi hata normları ince-

lendiğinde M2’nin M1’e göre daha iyi sonuçlar verdiği görülebilir. Ayrıca her iki

metot içinde korunum sabitleri analitik çözümler ile uyumludur.
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Tablo 2.18: h = 0.1, ∆t = 0.01, c = 0.3 ve 0 ≤ x ≤ 100

için korunum sabitleri ve hata normları

M1

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 3.5819650 1.3450760 0.1537231

4 0.26266 0.15740 3.5819650 1.3450760 0.1537230

8 0.41531 0.22003 3.5819640 1.3450760 0.1537231

12 0.54525 0.27600 3.5819640 1.3450760 0.1537230

16 0.67217 0.33143 3.5819650 1.3450760 0.1537231

20 0.79960 0.38698 3.5819660 1.3450770 0.1537230

M2

Zaman L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 0 3.5819667 1.3450765 0.1537230

4 0.00128 0.00055 3.5819667 1.3450765 0.1537230

8 0.03546 0.01509 3.5819667 1.3450765 0.1537230

12 0.07235 0.03075 3.5819667 1.3450765 0.1537230

16 0.10923 0.04639 3.5819667 1.3450765 0.1537230

20 0.14608 0.06203 3.5819667 1.3450765 0.1537230

Diğer çalı̧smalar (t = 20)

h ∆t L2 × 103 L∞ × 103 C1 C2 C3

(Haq et.al., 2010) 0.1 0.01 0.051 0.0022 3.58197 1.34508 0.15372

h = 0.1, ∆t = 0.01, c = 0.3 seçimleri ile 0 ≤ x ≤ 100 konum aralı̆gında t = 20

zamanına kadar çalı̧stırılan programların analitik ve sayısal çözümleri arasındaki

farkın mutlak değerini gösteren grafikler Şekil 2.19’da verilmi̧stir. M1 ve M2 için

çizilen grafik incelendiğinde maksimum hatanın konum aralı̆gının ortalarında olduğu

görülebilir.
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Şekil 2.19 : h = 0.1, ∆t = 0.01, c = 0.3 ve 0 ≤ x ≤ 100 için t = 20 zamanındaki

Hata = |Analitik çözüm− Sayısal çözüm|

2.6.2 İki solitary dalgasının çarpı̧sması

Birinci bölümde verilen iki solitary dalganın çarpı̧sma problemi için başlangıç

şartında yani (1.48) eşitliğinde ε = µ = 1, x1 = 15, x2 = 35, c1 = 2, c2 = 0.5,

A1 =
√

12, A2 =
√

3, k1 =
2

3
ve k2 =

1

3
alındı̆gında

u(x, 0) =
√

12sech
(

2

3
[x− 15]

)
+
√

3sech
(

1

3
[x− 35]

)
formundaki eşitliğe ulaşılır. h = 0.1,∆t = 0.01 ve [0, 150] konum aralı̆gıseçimiyle

program t = 30 zamanına kadar çalı̧stırılarak elde edilen sonuçlar üç boyutlu olarak

her iki metot içinde Şekil 2.20 ’de verilmi̧stir. Her iki metot içinde çarpı̧smanın yak-

laşık aynızamanlarda gerçekleştiği ve aynızamanlarda sona erdiği şekilden görülebilir.

Ayrıca çarpı̧sma öncesi ve çarpı̧sma sonrasında solitary dalgalarının şekillerinde bir

bozulma olmadı̆gıda söylenebilir.
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a) M1 b) M2

Şekil 2.20 : İki solitary dalgasının çarpı̧sması

Korunum sabitlerinin tam değerleri ise Maple programıyardımıyla

C1 =
π

k1k2

(k2A1 + k1A2) ' 22.75342678,

C2 =
2

k1k2

(k2A
2
1 + k1A

2
2) +

2µ

3k1k2

(k2
1k2A

2
1 + k1k

2
2A

2
2) ' 47.47285495

C3 =
4

3k1k2ε
(εk1A

4
2 − 3µk1k

2
2A

2
2 + εk2A

4
1 − 3µk2

1k2A
2
1) ' 209.8155859

olarak bulunur. Korunum sabitleri için sayısal değerler ise Tablo 2.19’da göster-

ilmi̧stir. Sayısal yöntemler sonucunda elde edilen sonuçlar ile analitik değerlerin

oldukça uyumlu olduklarısöylenebilir.

engin
Text Box
u

engin
Text Box
u
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Tablo 2.19: İki Solitary dalgasının çarpı̧smasıproblemi için korunum sabitleri

M1 M2

Zaman C1 C2 C3 C1 C2 C3

0 22.7533800 47.4741500 209.8318000 22.7533860 47.4741891 209.8316495

6 22.7534400 47.4750500 209.8401000 22.7534162 47.4749549 214.0099194

12 22.7534600 47.4780000 209.8303000 22.7534194 47.4754151 227.9642681

18 22.7534900 47.4759600 209.8547000 22.7534217 47.4760815 213.2834679

24 22.7535100 47.4768200 209.8634000 22.7534238 47.4768539 213.3535908

30 22.7535100 47.4776000 209.8724000 22.7534254 47.4776265 213.4053162
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BÖLÜM 3

SONUÇLAR

Bu çalı̧smada EW, RLW, MEW ve MRLW denklemlerinin, kübik ve

kuintik B-spline fonksiyonları yardımıyla sonlu elemanlar metodunun kolokeyşin

yöntemi kullanılarak sayısal çözümleri incelendi. Bu denklemlerin sayısal çözüm-

leri araştırılırken, solitary dalga oluşumu ve iki solitary dalgasının çarpı̧sması, test

problemleri kullanıldı.

Birinci bölümde temel kavramlara yer verilmi̧stir. Bu kavramlar; Soliton teorisi-

nin fiziksel anlamı, lineer olmayan oluşum denklemleri, sonlu elemanlar metodu,

spline fonksiyonlar ve sayısal çözümleri araştırılacak olan dalga denklemleri hakkında

kısaca bahsedilmi̧stir.

İkinci bölümde Taylor seri açılımıkullanarak denklemin zamana göre parçalan-

masıyapılmı̧s ve konum parçalanmasıiçin de iki farklısonlu elemanlar metodu olan

kübik B-Spline kolekeyşin (M1) ve kuintik B-Spline kolekeyşin (M2) metodlarıkul-

lanılmı̧stır. M1’in elde edilen denklem sistemine uygulanmasından dolayı, denklem

sistemi ile bilinmeyen arasında 2 bilinmeyen fazlalı̆gıoluşmuştur. Sınır şartlarının

sisteme ilave edilmesiyle, bilinmeyen sayısıdenklem sayısına eşitlenmi̧stir. Aynıdu-

rum M2 için de söz konusu olmuştur. Burada bilinmeyen sayısıdenklem sayısından

4 fazla olduğundan dolayıtürev yaklaşımlarının sınırdaki değerleride kullanılarak,

sistem eşitlenmi̧stir. Denklem sayısıile bilinmeyen sayısıaynıolduktan sonra genel

denklemin katsayılarının özel seçimleri ile sırasıyla EW, RLW, MEW ve MRLW

denklemlerin sayısal çözümleri, test problemleri yardımıyla incelenmi̧stir.

İncelenen sayısal çözümler de M2’nin M1’e göre oldukça iyi sonuçlar verdiği

görülebilir. Konum aralı̆gının yeterince geni̧s seçilmediği durumlarda, M2 sınır-

lara yakın bölgelerde hatalar vermektedir. Sınır şartlarının daha iyi sağlandı̆gıve

konum aralı̆gının geni̧sletildiği durumlarda M2 çok daha iyi sonuçlar vermi̧stir.

Sonuç olarak çok adımlımetotların tek adımlımetotlara göre uygulama zorlukları

ve yüksek maliyetli programlara ihtiyacıvardır. Buna kaŗsın tek adımlıkübik ve
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kuintik B-spline kolokeyşin metotlarının yerine çok adımlıkübik ve kuintik B-spline

kolokeyşin metotlarıkullanıldı̆gında daha iyi sonuçlar elde edildiği görülmüştür. Bu

nedenle lineer olmayan KDD’lerin sayısal çözümlerinde, kübik ve kuintik B-spline

kolokeyşin metotlarının kullanılabileceği önerilmektedir.
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